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　　摘　要：大气噪声是低频通信中的主要干扰，且具有严重非高斯分布特性，对非高斯噪声模型的参数估计对

于提高低频接收机的性能具有重要意义。设计了估计非高斯混合模型参数的马尔可夫链蒙特卡罗（Ｍａｒｋｏｖｃｈａｉｎ

ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ，ＭＣＭＣ）算法，该算法通过构建贝叶斯层次模型，利用Ｇｉｂｂｓ抽样和 ＭＨ抽样更新迭代参数。利用

乘积特性，将稳定分布作为等价的高斯分布来处理，并在层次模型中设置多个额外参数，以增强其灵活性。仿真

实验与实测数据表明，该算法迭代收敛快、精度高，有很高的实用价值。
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０　引　言

　　低频通信系统中的最优接收机一直以来都是基于高斯

噪声的假设，然而这类接收机在实际应用，特别是在低频段

通信系统中，往往达不到预期的性能。原因在于低频段受

雷电等影响，其噪声特性往往具有非高斯特征［１３］，概率密

度函数在尾部较高斯分布收敛更慢，具有重尾的特点。为

了使接收机能够进行最优接收，则必须对噪声模型进行参

数估计。非高斯分布和高斯分布的混合模型对自然界的非

高斯噪声有很强的代表性，有极为广泛的应用［４７］。本文研

究的是对称α稳定 （ｓｙｍｍｅｔｒｉｃαｓｔａｂｌｅ，ＳαＳ）分布和高斯分

布的混合模型［８］。该模型涵盖了在非高斯模型应用广

泛的α稳定分布和混合高斯分布
［９］，因而受到学者的广泛关

注。对该混合模型的参数估计，传统上采用最大期望（ｅｘ

ｐｅｃｔａｔｉｏｎｍａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＥＭ）算法或最大似然估计
［９］。但

由于该混合模型参数较多，且对称α稳定分布的概率密度

没有闭合表达式，计算难度大，精度也不够理想。

马尔可夫链蒙特卡罗（Ｍａｒｋｏｖｃｈａｉｎ ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ，

ＭＣＭＣ）算法，是一类在统计计算中有优异性能的方法。本

文通过设计 ＭＣＭＣ多层次算法来估计混合模型参数，迭代

收敛快、精度高、具有明显优势。

１　α稳定分布

１．１　定义

如果一个随机变量服从稳定分布，则其特征函数满足：

φ（狋）＝ｅｘｐ｛ｊδ狋－狘γ狋狘
α［１＋ｊβｓｇｎ（狋）狑（狋，α）］｝ （１）
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狑（狋，α）＝
－ｔａｎ（

απ
２
），α≠１

２

π
ｌｎ狘狋狘， α＝

烅

烄

烆
１

（２）

　　易看出，α稳定分布由４个参量决定
［８］：α是特征指数，

α的值越小，远离中心值的出现概率越大；β是对称参数，当

β＝０变成对称α稳定分布；γ是尺度参数，代表了杂散程

度，同能量密切相关；δ是位移参数。对于ＳαＳ来说，当１＜

α≤２时，代表均值。通过傅里叶逆变换有

犳（狓；α，β，δ，γ）＝Ｆ
－１（（狋））＝

１

２π∫
∞

－∞
ｅ－ｊ

狑狓
（狋）ｄ狋 （３）

　　然而对于式（３），除了当α取少数特定值的时候，犳（狓）

没有闭合形式的表达式。这也造成了α稳定分布参数估计

上的难度。

１．２　乘法性质

α稳定分布有一个很有意思的性质，下面不加证明引

入该性质［１０］：

定理１　若有两个独立随机变量犡，犢＞０，若犡～犳（狓；

α１，０，０，γ），犢～犳（狓；α２，１，０，（ｃｏｓ（πα２／２））
２

α２）。

则犡犢
１

α１仍服从α稳定分布，且满足犡犢
１

α１～犳（狓；α１α２，

０，０，γ）。

由于α稳定分布具有ＳＭｉＮ（ｓｃａｌｅｍｉｘｔｕｒｅｏｆｎｏｒｍａｌ）

的性质［１１１２］，则α稳定分布可以表示为犡＝犢σ，犢 为正态分

布，σ为正的独立随机变量。又因为当α＝２时，α稳定分布

即为高斯分布。因此综合上述有：如果狓犽 是对称α稳定分

布的独立同分布抽样，满足狓犽～犳（α，０，０，γ），则可得下列的

等价式子：

狓犽 ～犖（０，λ犽γ
２） （４）

λ犽 ～犳（狓；α２／２，１，０，２（ｃｏｓ（πα２／４））
２

α２） （５）

２　混合模型

２．１　混合模型

对称α稳定分布和高斯分布的混合模型如下：

狆（狓）＝狑１犳（狓；α，０，０，γ）＋狑２犵（狓；０，σ
２） （６）

式中，犳（狓；α，０，０，γ）为非高斯ＳαＳ部分；犵（狓；０，σ
２）为高斯

部分；狑１ 和狑２ 为权重因子。显然地，满足狑１＋狑２＝１。因

此，需要估计的参数集为｛狑，α，γ，σ
２｝。

假设观测到的数据集为犡＝｛狓犽｜１≤犽≤犖｝，引入标签

变量犣＝｛狕犽｜１≤犽≤犖｝，其中狕犽的取值为：

（１）当狓犽 属于对称α稳定分布部分的时候，狕犽 的取值

为１；

（２）当狓犽 属于高斯分布部分的时候，狕犽 的取值为２。

因此，狕犽 可以看成是独立变量，满足：

犘（狕犽 ＝犼）＝狑犼，　犼＝１，２ （７）

２．２　贝叶斯层次模型和先验

贝叶斯推断通过先验分布来推断后验分布

犘（犃狘犅）∝犘（犅狘犃）犘（犃） （８）

　　根据贝叶斯层次理论，参变量集｛狑，α，γ，σ
２｝的联合概

率密度为

狆（α，γ，σ
２，狑，狕，狓）＝狆（狓狘α，γ，σ

２，狑，狕）×

狆（α，γ，σ
２，狑，狕） （９）

　　选取合理的共轭先验能够充分利用先验信息，提高贝

叶斯模型的性能。选取以下先验：

由于高斯分布的参数具有共轭先验，因此对于式（４）中

高斯部分的参数σ
２ 有

σ
－２
～Γ（α０，β） （１０）

式中，Γ（·）为 Ｇａｍｍａ分布；α０，β分别为形状参数和反尺

度参数。

利用第１．２节中的结论，则对称α稳定分布参数γ
２ 有

γ
－２
～Γ（ε，κ） （１１）

　　对于指数参数α，选取先验使得α的值在（０，２］上均匀

分布，为

犘（α狘犪）＝
１

犪
＝
１

２
，α∈ （０，２］ （１２）

　　参量狑的共轭先验选取为Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ分布：

狑～犇（δ，δ） （１３）

使超参数β，κ具有更强的灵活性，多增加一个额外层。它

们的共轭先验为

β～Γ（犵，犺），κ～Γ（狉，犲） （１４）

　　混合模型的直接非循环图（ｄｉｒｅｃｔｅｄａｃｙｃｌｉｃｇｒａｐｈ，

ＤＡＧ）如图１所示。为表述简单，设θ＝｛α，γ，σ
２｝和θ的超

参数η＝｛犪，κ，ε，α，β，狉，犲，犵，犺｝，则式（８）可扩展为

犘（狑，θ，η，狕，δ，狓）＝犘（η）犘（δ）犘（狓狘θ，狕）×

犘（狕狘狑）犘（狑狘δ）犘（θ狘η） （１５）

图１　混合模型的ＤＡＧ
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３　犕犆犕犆算法

在本节将设计具体的 ＭＣＭＣ算法来估计混合模型的

参数。在 ＭＣＭＣ算法中，Ｇｉｂｂｓ抽样和 ＭｅｔｒｏｐｏｌｉｓＨａｓ

ｔｉｎｇｓ（ＭＨ）算法是两种常用的计算方法。一般来说，若是

后验概率较易计算则常采用 Ｇｉｂｂｓ，不然采用 ＭＨ 较多。

对于本文，采用Ｇｉｂｂｓ和 ＭＨ的混合算法，算法流程如下：

步骤１　通过Ｇｉｂｂｓ抽样更新权重系数狑；

步骤２　通过Ｇｉｂｂｓ抽样更新参数γ；

步骤３　通过Ｇｉｂｂｓ抽样更新参数σ
２；

步骤４　通过 ＭＨ算法更新α；

步骤５　通过Ｇｉｂｂｓ抽样更新参数（κ，β）；

步骤６　更新标签变量狕；

步骤７　通过 ＭＨ算法更新变量λ；

３．１　通过犌犻犫犫狊抽样更新权重系数狑

直接计算狑后验概率，易得狑的全条件后验分布仍服

从Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ分布，即

狑狘… ～犇（δ＋狀１，δ＋狀２） （１６）

式中，狑｜…表示在除狑外的所有变量的条件下；狀１ 代表属

于对称α稳定分布部分的观测数据数目；狀２ 代表属于高斯

部分的观测数据数目。通过生成Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ分布随机数更新

狑的值。

３．２　通过犌犻犫犫狊抽样更新参数γ

通过参数γ
－２的全条件分布更新参数γ的值，易算得

γ
－２的全条件分布为

γ
－２
狘… ～ （Γε＋０．５狀１，０．５∑

犖

犻＝１：狕犻＝１

狓２犻

λ犻
＋ ）κ （１７）

３．３　通过犌犻犫犫狊抽样更新参数σ
２

通过参数σ
－２的全条件分布更新参数σ

２ 的值，σ
－２的全

条件分布为

σ
－２
狘… ～ （Γα０＋０．５狀２，０．５∑

犖

犻＝１：狕犻＝２

狓２犻 ＋ ）β （１８）

３．４　通过 犕犎算法更新α

对于参数α，由于其全条件概率分布不是常用的概率分

布，因此采用 ＭＨ算法更新α的值。

（１）从第狋次迭代时，从建议分布狇（α
狋＋１
｜α

狋）产生一个

新值α
狋＋１。在本文中，选用正态分布。即α

狋＋１
～犖（α

狋，０．３）。

（２）以接受概率ｍｉｎ（１，犃）接收新值α
狋＋１，其中犃为

犃＝
∏
犖

犻＝１：狕犻＝１

犘（狓犻狘狑狕犻，γ，σ，α
狋＋１）×犘（狑狕

犻

，γ，σ，α
狋＋１）狇（α

狋
狘α

狋＋１）

∏
犖

犻＝１：狕犻＝１

犘（狓犻狘狑狕犻，γ，σ，α
狋）×犘（狑狕

犻

，γ，σ，α
狋＋１）狇（α

狋＋１
狘α

狋）

（１９）

　　由于α是独立的且先验服从均匀分布，建议分布是对

称的，于是式（１９）可化为

犃＝
∏
犖

犻＝１：狕
犻＝１

犘（狓犻狘狑狕犻，γ，σ，α
狋＋１）

∏
犖

犻＝１：狕
犻＝１

犘（狓犻狘狑狕
犻

，γ，σ，α
狋）

（２０）

若不接收新值，则α
狋＋１
＝α

狋。

３．５　通过犌犻犫犫狊抽样更新参数κ，β

分别对κ，β的全条件分布进行Ｇｉｂｂｓ采样来更新参数

的值，它们的全条件分布分别为

κ狘… ～Γ（狉＋α，犲＋γ
－２） （２１）

β狘… ～Γ（犵＋α，犺＋σ
－２） （２２）

３．６　更新标签变量狕

变量狕犻指示了观测数据狓犻所属的概率分布，对于其全

条件分布满足

犘（狕犻 ＝１狘…）＝
狑１犳（狓犻狘α，γ）

狑１犳（狓犻狘α，γ）＋狑２犵（狓犻狘σ）
　

（２３）

犘（狕犻 ＝２狘…）＝
狑２犳（狓犻狘σ）

狑１犳（狓犻狘α，γ）＋狑２犵（狓犻狘σ）
　

（２４）

　　通过生成犝（０，１）的均匀随机数，确定其所在区间来判

定狕犻的取值。

３．７　犕犎算法更新变量λ

由于变量λ犻的引入，使得对称α稳定分布可以写成λ犻

条件下的高斯分布。由于观测数据只有一部分属于对称α

分布，因此仅更新那一部分对应的值。易得变量λ犻 的全条

件分布为

犘（λ犻狘α，狓犻，γ，狕犻 ＝１）∝犖（狓犻狘０，λ犻γ
２）×

犳（λ犻；α／２，１，０，２（ｃｏｓ（πα２／４））
２／α） （２５）

　　采用 ＭＨ算法更新λ犻的值，选用建议分布为

λ
狋＋１
犻 ～犳（λ；α／２，１，０，２（ｃｏｓ（πα／４））

２／α） （２６）

则易得接受概率为

犚＝
烄

烆

ｍｉｎ １，
犖（狓犻狘０，λ

狋＋１
犻 γ

２）

犖（狓犻狘０，λ
狋
犻γ
２

烌

烎
）

（２７）

　　生成犝（０，１）的均匀随机数，若小于接受概率则接受新

值，否则不变。

４　仿真及实测结果

在仿真实验中，按照预设的权重生成混合模型。其中α

稳定分布随机值生成采用常用的ＣｈａｍｂｅｒｓＭａｌｌｏｗｓＳｔｕｃｋ

算法。对于预设参数，设置为狉＝０．２，犲＝１，犵＝０．２，犺＝１，

ε＝２，α０＝２。设置预烧期为犖０＝２００，总的迭代次数为犖＝

１０００。在实验中，将混合模型参数设为设置为α＝１．５，狑＝

（０．７，０．３），γ＝７，σ
２
＝４。仿真数据数目设为２０００。仿真

结果如图２～图５所示。其中，狑２ 的迭代收敛情况由于限

于篇幅并没有给出。但因为狑２＝１－狑１，因此不影响读者

理解。将各个参量在预烧期之后的迭代值作平均，得到结

果为α＝１．５２，狑１＝０．７１，γ＝７．１，σ
２
＝３．９。
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图２　γ的迭代收敛情况

图３　α的迭代收敛情况

图４　狑１的迭代收敛情况

图５　σ２的迭代收敛情况

　　在图２～图５中，容易发现在迭代２００次后，各个参量

都能趋于收敛，总体上收敛速度快，结果精度较高。在实验

中，α的更新过程需要计算α稳定分布的概率密度值，以往

一般采用Ｎｏｌａｎ提出的数值积分进行计算，但耗时长，计算

过大。在本文中，通过对特征函数做快速傅里叶变换，求特

定序列的概率密度值，再插值求各个点的概率密度值，这样

可以大幅降低时间消耗［１３］。

图６为实测大气噪声数据，地点为河南某地，采样频率

为４０９６０Ｈｚ，带宽８０Ｈｚ，测量仪器为ＧＳＭ０６，该仪器为地

球物理电磁探测领域事实上的标准。选择该地的主要原因

为该地区属前寒武纪玄武岩地区，电导率低，绝缘性好，对大

地电磁脉冲的影响较弱，易获得质量较好的信号。特别地，

选择这样的场地，对保留脉冲的细节部分特别有利。从图６

为可以看到明显的脉冲干扰。图７为实际值及估计的幅度

概率分布（ａｍｐｌｉｔｕｄｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ＡＰＤ）图（犡轴为

－ｌｇ（－ｌｇ犘（｜狓｜＞狓０）），犢轴单位为ｄＢ），其中，圆圈代表实

际数据，曲线代表通过本文方法估计出的结果。预测的结果

为α＝１．５，狑＝（０．３６，０．６４），γ＝８．４９，σ
２
＝３０．９５。从图７中

可以看出，ＭＣＭＣ方法确实能够有效估计模型参数，具有较

高精度，同时也再次验证了对称α稳定分布和高斯分布混合

模型对大气低频噪声的适用性。

图６　大气低频噪声

图７　实际值及估计的ＡＰＤ图
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５　结　论

本文设计了基于 ＭＣＭＣ算法的大气低频噪声混合模

型的参数估计方法。通过利用α稳定分布的乘积性质，将

混合模型中的α稳定分布等价为高斯分布，便于 ＭＣＭＣ算

法的更新迭代。设计了贝叶斯层次模型，充分利用各个参

数的先验，以Ｇｉｂｂｓ和 ＭＨ 混合抽样更新参数。同时在层

次模型中引入了多个超参数，增强了灵活性。在算法中，利

用ＦＦＴ算法计算α稳定分布的概率密度，加速了算法运行

的速度。仿真实验和实测数据表明，该算法迭代收敛快，精

度高，有很高的实用价值，对日后设计高性能的非高斯低频

接收机起了重要的铺垫作用。
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