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　　摘　要：针对小样本振荡序列的预测问题，提出了基于单变量一阶灰色幂模型（简称ＧＭ（１，１）幂模型）的振

荡序列建模方法。基于ＧＭ（１，１）幂模型中参数之间的关系，构建了一个非线性优化模型来寻求模型参数的最佳

值，以此实现对振荡序列的高精度预测。结果表明，建模方法能够较好地体现数据的波动特征，且易于在计算机

上实现，进一步拓宽了灰色模型的应用范围。最后以实例验证了所建模方法实用性和有效性。
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０　引　言

　　由于系统内外部的环境因素是复杂多变的，因此，系统

的行为数据往往也是杂乱无章地呈现在人们面前。统计理

论能够有效解决大样本的系统建模问题，但对于小样本序

列的建模却难以实现。灰色模型［１］能够适用于“小样本，贫

信息”系统的建模和预测。灰色模型（ｇｒｅｙｍｏｄｅｌ，ＧＭ（１，

１））是最常见灰预测模型之一，近年来，该模型被广泛应用

于经济社会的多个领域［１３］。对模型改进主要集中在灰导

数［４５］、背景值［６７］、初始条件［８９］，以及参数估计方法［１０１３］。

灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型
［１］则是另一种被广泛应用的灰色预测模

型，它可以较好地适用于具有饱和状态或呈现单峰特点原

始序列。但是，目前对该模型的理论研究还不多见，文献

［８］研究了灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型初始条件的改进，并取得较好

的预测效果。文献［１４］在分析模型偏差的基础上，提出了

无偏灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型，完全消除了该模型自身所固有的

偏差。

ＧＭ（１，１）模型和灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型是灰色预测中的最

常用的模型，它们构成灰色预测体系的核心部分。然而，它

们并不能被直接用于振荡序列的预测，这主要是由于其预测

结果是一个单调递增或递减的序列。文献［１５ １６］通过序

列变换的方法将振荡的原始数据转化为单调序列再建立灰

色模型，虽然取得了较好的预测效果，但是灰色模型本身并

没有得到改进。ＧＭ（１，１）幂模型
［１７］是一种非线性灰色模

型，它最重要的特点是模型中的幂指数可以更灵活地决定

模型的形式，而不像ＧＭ（１，１）模型和灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型那
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样取一个固定的数０或２。因此，只要处理好ＧＭ（１，１）幂

模型中参数的选取问题，就能够在模型中反映数据的波动

特征，从而使得该模型适用于小样本振荡序列的预测。本

文将沿着这样的思路，分析ＧＭ（１，１）幂模型中参数之间的

关系，并建立优化模型求解最佳的参数，将灰色模型的应用

范围扩展为振荡序列的建模和预测。

１　犌犕（１，１）幂模型及其求解

设非负原始序列为

犡
（０）
＝ （狓

（０）（１），狓
（０）（２），…，狓

（０）（狀））

　　对原始序列犡
（０）作一阶累加生成（１ａｃｃｕｍｕｌａｔｉｎｇｇｅｎ

ｅｒａｔｉｏｎｏｐｅｒａｔｏｒｓ，１ＡＧＯ），得到序列

犡
（１）
＝ （狓

（１）（１），狓
（１）（２），…，狓

（１）（狀））

式中，狓
（１）（犽）＝∑

犽

犻＝１

狓
（０）（犻）（犽＝１，２，…，狀）。

对序列 犡
（１）作紧邻均值生成（ｎｅｉｇｈｂｏｒｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ，

ＮＱ），得到序列

犣
（１）
＝ （狕

（１）（２），狕
（１）（３），…，狕

（１）（狀））

式中，狕
（１）（犽）＝０．５（狓

（１）（犽）＋狓
（１）（犽－１））（犽＝２，３，…，狀）。

定义１
［１７］
　设犡

（０）为非负的单峰原始数据序列，犡
（１）为

犡
（０）为的１ＡＧＯ序列，犣

（１）为犡
（１）的紧邻均值生成序列，则

有满足灰建模３条件的如下非线性模型，称

狓
（０）（犽）＋犪狕

（１）（犽）＝犫（狕
（１）（犽））γ （１）

为ＧＭ（１，１）幂模型。为了更好地区别模型中的发展系数

犪，本文用γ表示文献［１７］中的α。

其中，γ≠１，ＧＭ（１，１）幂模型发展系数－犪、灰色作用量

犫，以及幂指数γ均为未知参数。当γ＝０时，ＧＭ（１，１）幂模

型为ＧＭ（１，１）模型；当γ＝２时，ＧＭ（１，１）幂模型为灰色

Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型。γ的具体计算公式可参阅文献［１７］。

得到幂指数γ的估计之后，我们便可以根据式（１）对参

数列（犪，犫）Ｔ 作最小二乘估计

（犪，犫）Ｔ ＝ （犅
Ｔ犅）－１犅Ｔ犢 （２）

式中

犅＝

－狕
（１）（２） （狕

（１）（２））γ

－狕
（１）（３） （狕

（１）（３））γ

 

－狕
（１）（狀） （狕

（１）（狀））

熿

燀

燄

燅
γ

，犢＝

狓
（０）（２）

狓
（０）（３）



狓
（０）（狀

熿

燀

燄

燅）

　　定义２　称

ｄ狓
（１）

ｄ狋
＋犪狓

（１）
＝犫（狓

（１））γ （３）

为ＧＭ（１，１）幂模型的白化方程。

定理１　设犅，犢，犪^如上所述，犪^＝（犪，犫）
Ｔ
＝（犅Ｔ犅）－１

犅Ｔ犢，则

（１）白化方程
ｄ狓

（１）

ｄ狋
＋犪狓

（１）
＝犫（狓

（１））γ 的解也称时间响

应函数，为

狓
（１）（狋） （＝ 犫

犪
＋犮ｅ

－（１－γ） ）犪狋
１
１－γ

（４）

　　（２）ＧＭ（１，１）幂模型狓
（０）（犽）＋犪狕

（１）（犽）＝犫（狕
（１）（犽））γ

的时间响应序列为

狓^
（１）（犽＋１）＝

犫
犪 ［＋ （狓

（０）（１））１－γ－
犫］犪 ｅ－

（１－γ）｛ ｝犪犽
１
１－γ

，

犽＝１，２，…，狀 （５）

　　（３）还原值

狓^
（０）（犽＋１）＝狓^

（１）（犽＋１）－狓^
（１）（犽） （６）

２　基于犌犕（１，１）幂模型的振荡序列建模

２．１　振荡序列的定义

定义３　设犡＝（狓（１），狓（２），…，狓（狀））为非负系统行

为序列，若

（１）犽＝２，３，…，狀，狓（犽）－狓（犽－１）＞０，称犡 为单调

增长序列；

（２）犽＝２，３，…，狀，狓（犽）－狓（犽－１）＜０，称犡 为单调

递减序列；

（３）若存在犽１，犽２∈｛２，３，…，狀｝，使得不等式狓（犽１）－

狓（犽１－１）＞０和狓（犽２）－狓（犽２－１）＜０同时成立，称犡为振

荡序列。

传统的灰色预测模型对单调增长或单调递减序列进行

预测具有较高的精度，而对于振荡序列的建模往往难以取

得令人满意的结果。

２．２　犌犕（１，１）幂模型对振荡序列的适应性分析

ＧＭ（１，１）幂模型最重要的特点是模型中的幂指数可以

更灵活地决定模型的形式。而ＧＭ（１，１）模型和灰色 Ｖｅｒ

ｈｕｌｓｔ模型则难以做到这一点。

ＧＭ（１，１）模型的时间响应函数为

狓
（１）（狋）＝

犫
犪
＋犮ｅ

－犪狋 （７）

即取式（４）中γ＝０。

灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型的时间响应函数为

狓
（１）（狋）＝

１

犫／犪＋犮ｅ
犪狋

（８）

即取式（４）中γ＝２。

这两种经典的灰色预测模型分别对应于两类比较特殊

的单调曲线，而ＧＭ（１，１）幂模型则更加一般化，其单调性

随着幂指数γ取值的变化而变化。ＧＭ（１，１）幂模型的预测

函数既可能单调递增，也可能单调递减，还可能是振荡的。

因此，只要我们处理好幂指数γ的取值问题，ＧＭ（１，１）幂模

型完全可以适用于振荡序列的建模和预测。

２．３　模型检验

将第犽 时刻的相对误差（ｒｅｌａｔｉｖｅｐｅｒｃｅｎｔａｇｅｅｒｒｏｒ，

ＲＰＥ）记为ＲＰＥ（犽），其公式为

ＲＰＥ（犽）＝狘
狓^
（０）（犽）－狓

（０）（犽）

狓
（０）（犽）

狘×１００％

　　所有时点的相对误差平均值（ａｖｅｒａｇｅｒｅｌａｔｉｖｅｐｅｒｃｅｎｔ

ａｇｅｅｒｒｏｒ，ＡＲＰＥ）记为ＡＲＰＥ，其公式为

ＡＲＰＥ＝
１

狀－１∑
狀

犽＝２

ＲＰＥ（犽）

　　对于给定α，当ＡＲＰＥ＜α且ＲＰＥ（狀）＜α成立时，称模

型为残差合格模型，一般取α＝５％。
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２．４　基于犌犕（１，１）幂模型的振荡序列建模方法

文献［１７］根据灰色系统信息覆盖的原理先估计出幂指

数γ的值，然后对参数犪和犫进行估计。然而，对于一个小

样本振荡序列，文献［１７］的方法就未必适用。因为该方法

是由灰信息的覆盖为准则得到的，而不以最终的预测精度

为依据，因此虽然该方法能够较好地反应数据的一阶和二

阶灰导数特性，但并不一定能够获得最佳的预测精度。为

了使得模型更好地反映原始数据的波动特征，获得最佳的

预测精度，我们可以利用非线性规划的方法来求解模型的

参数犪、犫和幂指数γ。

设γ已知，将参数列（犪，犫）
Ｔ 最小二乘估计公式进行展

开，以确定参数犪、犫和幂指数γ的关系。

由于（犪，犫）Ｔ ＝（犅Ｔ犅）－１犅Ｔ犢，所以首先计算（犅Ｔ犅）－１

和犅Ｔ犢。

（犅Ｔ犅）－１ ＝
１

狘犅
Ｔ犅狘

（犅Ｔ犅） ＝
１

∑
狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））２γ∑

狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））２ （－ ∑

狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））γ＋ ）１

２×

∑
狀

犽＝２

［狕
（１）（犽）］２γ ∑

狀

犽＝２

［狕
（１）（犽）］γ＋１

∑
狀

犽＝２

［狕
（１）（犽）］γ＋１ ∑

狀

犽＝２

［狕
（１）（犽）］

熿

燀

燄

燅

２

犅Ｔ犢＝

－狕
（１）（２） （狕

（１）（２））γ

－狕
（１）（３） （狕

（１）（３））γ

 

－狕
（１）（狀） （狕

（１）（狀））

熿

燀

燄

燅
γ

Ｔ

狓
（０）（２）

狓
（０）（３）



狓
（０）（狀

熿

燀

燄

燅）

＝
－∑

狀

犽＝２

狕
（１）（犽）狓

（０）（犽）

∑
狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））γ狓

（０）（犽

熿

燀

燄

燅
）

所以

（犪，犫）Ｔ ＝ （犅
Ｔ犅）－１犅Ｔ犢＝

１

∑
狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））２γ∑

狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））２ （－ ∑

狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））γ＋ ）１

２
·

∑
狀

犽＝２

［狕
（１）（犽）］２γ ∑

狀

犽＝２

［狕
（１）（犽）］γ＋１

∑
狀

犽＝２

［狕
（１）（犽）］γ＋１ ∑

狀

犽＝２

［狕
（１）（犽）］

熿

燀

燄

燅

２

－∑
狀

犽＝２

狕
（１）（犽）狓

（０）（犽）

∑
狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））γ狓

（０）（犽

熿

燀

燄

燅
）

＝

∑
狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））γ＋１∑

狀

犽＝２

狓
（０）（犽）（狕

（１）（犽））γ－∑
狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））２γ∑

狀

犽＝２

狓
（０）（犽）狕

（１）（犽）

∑
狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））２γ∑

狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））２ （－ ∑

狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））γ＋ ）１

２

∑
狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））２∑

狀

犽＝２

狓
（０）（犽）（狕

（１）（犽））γ－∑
狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））γ＋１∑

狀

犽＝２

狓
（０）（犽）狕

（１）（犽）

∑
狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））２γ∑

狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））２ （－ ∑

狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））γ＋ ）１

熿

燀

燄

燅

２

　　基于以上参数犪和犫的表达式，可建立以下非线性优

化模型，以便求出最优的幂指数，使得模型的平均相对误差

绝对值在理论上达到最小。

ｍｉｎ
γ
ＡＲＰＥ＝

１

狀－１∑
狀

犽＝２

狓^
（０）（犽）－狓

（０）（犽）

狓
（０）（犽）

ｓ．ｔ．

γ≠１

狓^
（０）（犽）＝狓^

（１）（犽）－狓^
（１）（犽－１）

狓^
（１）（犽） ｛＝ 犫

犪 ［＋ （狓
（０）（１））１－γ－

犫］犪 ｅ－
犪（１－γ）（犽－１ ｝）

１
１－γ

犽＝２，３，…，

烅

烄

烆 狀

　　为了去掉以上优化模型目标函数的绝对值，引入以下

定理。

引理１
［１２］
　对于任意狀个实数犳１，犳２，…，犳狀 有

∑
狀

犻＝１

狘犳犻狘＝∑
狀

犻＝１

ｍａｘ｛犳犻，－犳犻｝＝

｛ｍａｘ ∑
狀

犻＝１

犳犻，∑
狀

犻＝１

犳犻－２犳１，∑
狀

犻＝１

犳犻－２犳２，…，

∑
狀

犻＝１

犳犻－２犳狀，…，∑
狀

犻＝１

（－犳犻 ｝） ＝ｍａｘ｛犃狀犅狀｝

式中，犃狀＝（犳１，犳２，…，犳狀），犅狀 为狀×２
狀 矩阵，犅狀 的每一列

都是１或－１允许重复的排列。
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因此，本文优化模型中的目标函数可以转化为以下等

价目标

ｍｉｎＡＲＰＥ＝ｍｉｎｍａｘ（犃狀－１犅狀－１）

式中，犃狀－１＝（ＲＰＥ（２），ＲＰＥ（３），…，ＲＰＥ（狀）），犅狀－１的每一

列都是１或－１允许重复的排列。

通过运筹学软件Ｌｉｎｇｏ（或 Ｍａｔｌａｂ、Ｅｘｃｅｌ等）可以很方

便地求解以上模型，得到参数γ、犪和犫的优化值。将以上

方式获得的参数值代入ＧＭ（１，１）幂模型求解过程，便可以

获得较好的预测结果。

３　算例验证

３．１　数值算例

设一个振荡序列犡＝（５，６．５，４．５，７），由其曲线形状

（图１）可见，该序列上下波动，没有明显的规律性。对于这样

振荡序列，直接应用ＧＭ（１，１）模型和灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型难以

取得令人满意的预测结果。下面将分别利用ＧＭ（１，１）模型、

灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型以及本文提出的ＧＭ（１，１）幂模型建模方

法，对Ｘ进行预测，结果如表１和图１所示。

表１　３种模型对振荡序列犡的预测误差比较

犽
原始

数据

ＧＭ（１，１）模型 灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型 ＧＭ（１，１）幂模型

预测值 ＲＰＥ／％ 预测值 ＲＰＥ／％ 预测值 ＲＰＥ／％

１ ５ ５．００ ０ ５．００ ０ ５．００ ０

２ ６．５ ５．７２ １２．０７ ４．３４ ３３．２８ ６．６９ ２．９７

３ ４．５ ５．９９ ３３．１８ ６．０４ ３４．２７ ４．８９ ８．６３

４ ７ ６．２８ １０．２３ ６．３８ ８．８８ ６．９３ １．０５

ＡＲＰＥ／％ １８．４９ ２５．４８ ４．２２

图１　３种模型对振荡序列犡的预测曲线

由表１可以看到，直接应用ＧＭ（１，１）模型和灰色Ｖｅｒ

ｈｕｌｓｔ模型进行预测的平均误差分别为１８．４９％和２５．４８％；

而ＧＭ（１，１）幂模型的平均误差仅为４．２２％，精度高达

９５．７８％。ＧＭ（１，１）幂模型对每个时点的预测误差均小于

ＧＭ（１，１）模型和灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型。若取误差检验标准

α＝５％，３种模型中，只有ＧＭ（１，１）幂模型符合残差合格模

型的条件，从图１同样可以看出，对于给定的振荡曲线，

ＧＭ（１，１）幂模型的预测效果要显著好于ＧＭ（１，１）模型和

灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型。我们认为，主要原因就在ＧＭ（１，１）幂

模型的幂指数γ可以根据原始数据的波动特征，灵活地调

整预测曲线的形状。这就说明，只要我们取得适当的参数，

ＧＭ（１，１）幂模型完全可以胜任小样本振荡序列的预测。

３．２　南京民用航空国际航线里程的预测

２００６年～２００９年南京民用航空国际航线里程序列是

一个振荡序列（数据来源于２００７～２０１０年《南京统计年

鉴》）（单位：公里）

犡
（０）
＝ （１７８０，１０４６０，９０７４，６３８７）

　　由于２００６年以前《南京统计年鉴》并未公布该指标的数

据，目前仅能获得２００６年～２００９年４个数据，且上下波动，

因此，它是典型的小样本振荡序列。本文分别采用传统的ＧＭ

（１，１）模型、灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型以及本文提出的ＧＭ（１，１）幂

模型建模方法进行预测，结果如表２所示。

表２　３种模型对南京民用航空国际航线里程的预测误差比较

犽
原始

数据

ＧＭ（１，１）模型 灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型 ＧＭ（１，１）幂模型

预测值ＲＰＥ／％ 预测值 ＲＰＥ／％ 预测值 ＲＰＥ／％

２００６ １７８０ １７８０ ０ １７８０ ０ １７８０ ０

２００７１０４６０１０６５２ １．８３ ５２１８ ５０．１２ ９９９７ ４．４３

２００８ ９０７４ ８４７３ ６．６２ １０５３８ １６．１４１ ９０７４ ０．００

２００９ ６３８７ ６７４０ ５．５２ ７８３３ ２２．６３ ６４５５ １．０７

ＡＲＰＥ／％ ４．６６ ２９．６３ １．８３

由表２可以看到，直接应用ＧＭ（１，１）模型和灰色Ｖｅｒｈｕｌｓｔ

模型进行预测的平均误差分别为４．６６％和２９．６３％；而

ＧＭ（１，１）幂模型的平均误差仅为１．８３％，精度高达９８．１７％。

若取误差检验标准α＝５％，３种模型中，只有ＧＭ（１，１）幂模

型符合残差合格模型的条件，可见本文的建模方法对振荡

序列的预测能够取得满意的精度。

４　结　论

由于ＧＭ（１，１）幂模型的幂指数可以根据原始数据的

波动特征，灵活地调整预测曲线的形状。因此，对于给定的

一个小样本振荡序列，只要我们采取恰当的方法找到最优

的参数，ＧＭ（１，１）幂模型的预测效果一定会超于传统模型，

并且可以获得高精度的预测结果。
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