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提　　　要

该文介绍了解算直角坐标系下不可压缩 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的大型有限差分并行软件包
ＮａＳｔ３ＤＧＰ。介绍了其采用的区域分解算法、差分格式及计算流程；对并行效率进行了测试，作出了
处理器数目和计算效率的关系曲线；把此程序应用到旋转的行星流体动力学中，分别用自检验和互

检验的方法证明了修改后程序的可靠性，并且得到了满意的非线性数值模拟结果。

主题词：：流体动力学 — 软件包 — 区域分解 — 有限差分 — 数值模拟

分类号：ＴＰ３１７，Ｏ３５１．２

１　引　　言

大型有限差分并行软件包 ＮａＳｔ３ＤＧＰ由德国波恩大学 ＭｉｃｈａｅｌＧｒｉｅｂｅｌ、ＲｏｂｅｒｔｏＣｒｏｃｅ、
ＦｒａｎｋＫｏｓｔｅｒ和ＭｉｃｈａｅｌＭｅｙｅｒ用Ｃ＋＋语言编写而成，主要用于解算三维直角坐标系下不可压缩
的ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程。这是一个开源软件，很容易进行修改，以便应用于求解更复杂的流体动力
学问题。例如，在行星流体动力学研究中，应用此软件可以得到行星流场的非线性数值解［１］。

２　程序的实现及使用方法

该程序求解的方程为：
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式（１）是速度场方程。式中 ｕ表示流体的运动速度；ｇ表示重力加速度；Ｆｒ称为弗劳德
（Ｆｒｏｕｄｅ）数，其物理意义是表示惯性力与重力之比，流体动力相似的流动其 Ｆｒ值相同；Ｒｅ称
为雷诺（Ｒｅｙｎｏｌｄｓ）数，其物理意义为惯性力与粘性力的比值。两种流动的粘性力作用相似，它
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们的雷诺数必定相等。式（２）表示不可压缩流的连续性方程。式（３）表示温度（或能量）方
程。式中Θ表示热力学温度，无量钢Ｐｒ称为普朗特（Ｐｒａｎｄｔｌ）数，它表征了流体中动量扩散与
热量扩散能力的比值。此程序可以求解出任意时刻的速度场和温度场。

ＮａＳｔ３ＤＧＰ采用的是并行算法。并行计算的原理是：整个计算区域分割成多个子区域，然
后分配给多个处理器同时计算。子区域的初始信息和几何信息分别装载入各子区域对应处理

器的内存中，在每一个处理器中启动计算进程，由主进程调度各处理器的计算工作。在每一次

全场的扫描过程中，由各处理器完成子区域的计算并在边界完成数据交换。

对非均匀网格的空间离散化采用了有限差分的格式，该方法是直接将微分问题变为代数

问题的近似数值解法。其数学概念直观，表达简单，是发展较早且比较成熟的数值方法。

２．１并行的实现
并行的实现方法有很多种，例如区域分解并行（ＤｏｍａｉｎＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄ，ＤＤＭ）、矩阵

运算并行（主要是将方程归结为大规模矩阵的并行求解）和上述两种方法的综合并行等。

区域分解并行在进行区域分解时就考虑了实际的物理效应，所以其并行效率是最高的，而

且各子域的计算可以独立进行，在不同的子区域可以采用不同的算法［２］。

矩阵运算是把实际问题通过一系列的模型转化，归结为大型稀疏矩阵的求解。对于此类

问题，一般有通用的并行解算包。

２．１．１本程序的并行算法：
本程序基于区域分解法，并在ＭＰＩ上实现。在整个运行过程中，仅执行了一次区域分解，

此后所有流场的运算全部在子区域中进行。数据交换只限于相邻区域的网格上，整个过程十

分简洁高效。流场区域为长方体，分解策略为将流场分解为若干个小长方体，参见图１。

图 １　流场分解示意图
Ｆｉｇ．１　Ｆｌｏｗｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ

２．１．２并行效率测试
在不考虑通讯延迟的情况下当计算使用的处理器数目越多，计算速度会越快，但实际上并

不可能如此。为此我们在６０×６０×６０的网格数下测试了使用不同处理器数时的运算速度。
测试结果见表１。
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表 １　处理器数与运算速率关系表
Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｐｒｏｃｅｓｓｏｒｓｎｕｍｂｅｒｓａｎｄｓｐｅｅｄｓｏｆＯｐｅｒａｔｉｏｎａｌ

处理器数目 ４ ６ ８ １２ １８ ２７

每步计算时间／ｓ ０．０４６１ ０．０３１７ ０．０２５２ ０．０１９１ ０．０１６２ ０．０１３６

处理器数目 ３２ ４２ ４８ ６４ ８０

每步计算时间／ｓ ０．０１３５ ０．０１３４ ０．０１３３ ０．０１４０ ０．０１４５

从表中我们容易看到，运算速度并不随参加运算的处理器数的增多而单调上升。这是因

为计算速度不仅和处理器的数目有关，还和交换信息量有关。在网格点数目确定的情况下，当

分配给程序的处理器增加的时候，运算能力也会随之增强，但是同时处理器之间需要交换的信

息也越来越多，信息交换所需要的时间也越多。起初交换信息的增长速度远小于运算能力的

增强速度，因此表现为计算速度明显加快；但不久以后随着需要交换的信息的增长，抵消了运

算能力的增强，这时表现为计算速度不再明显加快；随着交换信息进一步增多，最终将导致计

算速度开始下降。在图２中，我们可以更加清晰地看到这一过程。所以，在进行并行计算之
前，必须进行并行效率测试。以便找到一个合适的处理器数目来获得最快的运算速度，以提高

并行运算的效率。

图 ２　某网格下处理器数与运算速率的关系
Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｐｒｏｃｅｓｓｏｒｓｎｕｍｂｅｒｓａｎｄｓｐｅｅｄｏｆＯｐｅｒａｔｉｏｎａｌａｔｔｈｅｃｅｒｔａｉｎｇｒｉｄｓ

２．２时间差分格式的实现
该程序解算步骤如下：

ｕ～ｎ－ｕｎ

Δｔ
＝－ｕｎ· ｕｎ＋νΔｕｎ　　　ｕ～ （４）

Δｐｎ＋１ ＝１Δｔ
·ｕ～　　　　　　　　　ｐｎ＋１ （５）

ｕｎ＋１－ｕ～

Δｔ
＝ｐｎ＋１　　　　　　　　ｕｎ＋１ （６）
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上式中ｕｎ表示第ｎ时刻的速度值，ｕ～ｎ表示速度的一个中间变量，ｐｎ表示第ｎ时刻的压强值。
本方法的思想是把压强和速度分开解。使用的是将压强和速度分开来的时间分裂离散格

式。从上式中我们可以看出第一步忽略压强项求解中间变量 ｕ～；第二步将第一步求解出来的
ｕ～代入Ｐｏｉｓｓｉｏｎ方程得到压强ｐｎ＋１；第三步由前两步求解得到的中间变量 ｕ～和压强 ｐｎ＋１解出
ｕｎ＋１。

对（６）变换如下：

ｕ
ｎ＋１－ｕ～

Δｔ
＝ｐｎ＋１ （７）

上式与（５）相减得：
·ｕｎ＋１ ＝０

所以整个解算过程是满足不可压缩条件的。

２．３空间差分格式的实现
ＮａＳｔ３ＤＧＰ基于Ｃｈｏｒｉｎｔｙｐｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ方法，采用有限差分格式对非均匀网格在空间离散

化。对对流项的离散可以选用 ＤｏｎｏｒＣｅｌｌ，ＨＬＰＡ，ＱＵＩＣＫ，ＳＭＡＲＴ和 ＶＯＮＯＳ五种方法。在对
低速流体的计算中，比较困难的是对对流扩散项的处理和求解ｐｏｓｓｉｏｎ方程。

图 ３　交错网格示意图
ｕｘ（ｉ，ｊ）和ｕｙ（ｉ，ｊ）为速度分量，Θ（ｉ，ｊ）为温度，三者所在的节点相互交错

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｓｔａｇｇｅｒｅｄｇｒｉｄｄｉａｇｒａｍ
ｕｘ（ｉ，ｊ）ａｎｄｕｙ（ｉ，ｊ）ａｒｅＶｅｌｏｃｉｔｙｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ，Θ（ｉ，ｊ）ｉｓｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ，ｔｈｅｉｒｇｒｉｄｓａｒｅｓｔａｇｇｅｒｅｄ

表 ２　速度、温度、压力的坐标
Ｔａｂｌｅ２　Ｖｅｌｏｃｉｔｙ，ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄ

ｐｒｅｓｓｕｒｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

各分量 坐标

ｕｉ，ｊ，ｋ （ｘｉ，ｙｊ＋１２，ｚｋ＋１２）

ｖｉ，ｊ，ｋ （ｘｉ＋１２，ｙｊ，ｚｋ＋１２）

ｗｉ，ｊ，ｋ （ｘｉ＋１２，ｙｊ＋１２，ｚｋ）

Ｔｉ，ｊ，ｋ （ｘｉ＋１２，ｙｊ＋１２，ｚｋ）

Ｐｉ，ｊ，ｋ （ｘｉ＋１２，ｙｊ＋１２，ｚｋ＋１２）

　　在介绍具体解法之前，首先介绍一下本程
序的网格系统。本程序采用交错网格的形式。

如图３所示［３］，速度在ｘ、ｙ、ｚ三个方向的分量
ｕ、ｖ、ｗ、温度Ｔ及压力Ｐ分别定义在如表２所
列的结点上。

空间差分格式：Δｘｉ＝ｘｉ－ｘｉ－１，Δｘｉ＋１２ ＝
ｘｉ＋ｘｉ＋１
２ ；Δｙｊ，Δｙｊ＋１２，Δｚｋ，Δｚｋ＋１２分别在ｙ方向

和ｚ方向也如此定义。
由于交错网格能成功地解决压力梯度离
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散时所遇到的问题，该方法得到了广泛应用。现以Ｐｏｉｓｓｉｏｎ方程的解法为例，来说明采用交
错网格后，差分格式的特点。

在解ｐｏｓｓｉｏｎ方程时，为便于子区域数据传输且在子区域边界点实现差分格式，每一子区
域均向相邻区域扩展一个网格，如图４所示［３］。其他方向上的数据交换与此类似。

图 ４　区域间数据传输示意图
Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｄｉａｇｒａｍｏｆｒｅｇｉｏｎａｌｄａｔａｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ

本程序中Ｐｏｉｓｓｉｏｎ方程写成差分格式为：
２ｐ
ｘ[ ]２

ｉ，ｊ，ｋ

＝ １
Δｘｉ

ｐｉ＋１，ｊ，ｋ－ｐｉ，ｊ，ｋ
Δｘｉ＋１２

－
ｐｉ，ｊ，ｋ－ｐｉ－１，ｊ，ｋ
Δｘｉ－

( )
１
２

２ｐ
ｙ[ ]２

ｉ，ｊ，ｋ

＝ １
Δｙｊ
ｐｉ，ｊ＋１，ｋ－ｐｉ，ｊ，ｋ
Δｙｊ＋１２

－
ｐｉ，ｊ，ｋ－ｐｉ，ｊ－１，ｋ
Δｙｊ－

( )
１
２

２ｐ
ｚ[ ]２

ｉ，ｊ，ｋ

＝ １
Δｚｋ
ｐｉ，ｊ，ｋ＋１－ｐｉ，ｊ，ｋ
Δｚｋ＋１２

－
ｐｉ，ｊ，ｋ－ｐｉ，ｊ，ｋ－１
Δｚｋ－

( )
１
２

　　 ２ｐ
ｘ[ ]２

ｉ，ｊ，ｋ

＋ ２ｐ
ｙ[ ]２

ｉ，ｊ，ｋ

＋ ２ｐ
ｚ[ ]２

ｉ，ｊ，ｋ

＝ＲＨＳ［ｉ］［ｊ］［ｋ］

式中ＲＨＳ［ｉ］［ｊ］［ｋ］是 ·ｕ～／Δｔ的离散形式。这是三维 ７点模式。程序中采用了 ＳＯＲ、
ＳＳＯＲ、ＲｅｄＢｌａｃｋ、８ＣＯＬＯＲ及ＢｉＣＧＳＴＡＢ等多种方法。其中 ＢｉＣＧＳＴＡＢ方法（预条件双共轭
梯度法）精度最高收敛最快，是程序默认的解法。

２．４软件包的构成及使用方法
ＮａＳｔ３ＤＧＰ是一个标准的ＵＮＩＸ压缩包，在使用前需要输入如下命令进行解压缩：ｇｚｉｐｄｃ

ｎａｓｔ３ｄｇｐ．ｔａｒ．ｇｚ———ｔａｒｘｖｆ或者ｔａｒｘｖｚｆｎａｓｔ３ｄｇｐ．ｔａｒ．ｇｚ，然后在新创建的子目录 ｎａｓｔ３ｄｇｐ输
入如下命令进行编译配置：．／ｃｏｎｆｉｇｕｒｅ，在编译完成后键入ｍａｋｅ或ｍａｋｅｉｎｓｔａｌｌ命令程序就可
以运行了。如果想在ｗｉｎｄｏｗｓ操作系统下运行此程序，则只要安装一个软件ｃｙｇｗｉｎ就可以了，
此软件模拟了ＵＮＩＸ的系统环境。

此软件包由以下几部分组成：源代码部分在ｓｒｃ文件夹中，参数可在外部文件 ｐ．ｎａｖ中修
改，此程序还提供了ｍａｔｌａｂ、ＶＴＫ等图形接口。
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３　在行星动力学中的应用

应用此软件对旋转行星流体的非线性对流进行模拟，取得了令人满意的结果。

在研究行星流体对流问题时我们所选取的模型为：底部被均匀加热，且底部的温度要高于

顶部温度的圆环。该圆环绕着竖直重力场方向以常角速度 Ω匀速旋转，假设此圆环的宽度要
远远小于圆环的外半径，则可忽略圆环的曲率，而将此圆环近似地看作在ｘ方向具有周期性边

图 ５　简化模型示意图
Ｆｉｇ．５　ＳｃｈｅｍａｔｉｃＭｏｄｅｌＳｉｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎ

界条件的方盒子（如图５所示）。图形中的Γ表示模
型宽高之比；Ω表示模型旋转的角速度。

需要求解的方程组为：

ｕ
ｔ
＋ｕ·ｕ＋Ｔ

１
２
ακ·ｕ＝－ｐ＋ＲΘκ＋

２ｕ

（８）

ＰｒΘ
ｔ
＋ｕ·( )Θ ＝ｕ·κ＋２Θ （９）

·ｕ＝０ （１０）
上式中：

Ｒ＝
αβｇ０ｄ

４

κμ
，　Ｐｒ＝ν

κ
，　Ｔａ＝τ２ ＝４Ω

２ｄ４

μ２

在我们以后的讨论中，将使用参数τ代替泰勒数 Ｔａ作为旋转参数。参数中 β是一个正常数。
上下界面温差越高，β越大，对流越容易形成。κ是平行于角速度Ω的垂直单位矢量。α为流体
的膨胀系数。κ表示热扩散率。ν表示运动学粘性系数。Θ表示偏离纯传导状态的温度差。Ｒ是
Ｒａｙｌｅｉｇｈ数，表示对流强度的物理量。当Ｒ小于某一个临界值Ｒｃ时，没有对流产生，此时流体
只有热传导；当 Ｒ超过临界值 Ｒｃ时，就会有对流发生，Ｒ越大，系统发生对流的强度就越大。
Ｐｒ是Ｐｒａｎｄｔｌ数，表示流体本身的一种性质，是动量扩散和热扩散的比值，是流体的特性。τ表
示旋转系数。τ越大，系统旋转得越快。
３．１程序修改后的检验

为了保证修改后程序的正确性，现分别用自检验和互检验的方法对其进行检验。

３．１．１自检验
（１）检验方法
自检验就是选取一个测试函数，如：

ｕｘ ＝（ｃｏｓ（ｘπ）１）ｓｉｎ（ｙπ）ｃｏｓ（２ｚπ）ｃｏｓ（ｔ）

ｕｙ ＝ｓｉｎ（ｘπ）（ｃｏｓ（ｙπ）１）ｃｏｓ（２ｚπ）ｃｏｓ（ｔ）

ｕｚ＝ｓｉｎ（ｘπ）ｓｉｎ（ｙπ）ｓｉｎ（２ｚπ）ｃｏｓ（ｔ）

Θ ＝ｓｉｎ（ｘπ）ｓｉｎ（ｙπ）ｃｏｓ（ｚπ）ｃｏｓ（ｔ）
所选取的测试函数满足不可压缩假设，所以要求解的控制方程减少为两个：

ｕ
ｔ
＋（ｕ·）ｕ＋τκ·ｕ＝－ｐ＋ＲκΘ＋２ｕ＋ｆ （１１）
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ＰｒΘ
ｔ
＋（ｕ·）( )Θ ＝κ·ｕ＋２Θ＋θ （１２）

将选取的测试函数代入上述方程中后，可以得到 ｆ和 θ的表达式。将这两个表达式代回控制
方程（１１）和（１２）消去ｆ和θ可得一组新控制方程。这时，我们选取的测试函数一定是新方程
组的一组解析解。将ＮａＳｔ３ＤＧＰ程序解算新方程组得到的温度场、速度场与测试函数进行比
对，即可完成自洽检验。

在进行自洽检验时，我们选取的边界条件和初值（此初值要满足不可压缩假设）分别如

下：

边界条件：选取模型长度为４，模型的宽度为４，高度为１。
ｘ方向：周期边界条件；

ｙ方向：ｕ＝０；　Θ
ｙ
＝０；

ｚ方向：
ｕｚ
ｚ
＝
ｕｙ
ｚ
＝ｕｚ，　Θ ＝０

初值：

ｕｘ ＝（ｃｏｓ（ｘπ）－１）ｓｉｎ（ｙπ）ｃｏｓ（２ｚπ）

ｕｙ ＝ｓｉｎ（ｘπ）（ｃｏｓ（ｙπ）－１）ｃｏｓ（２ｚπ）

ｕｚ＝ｓｉｎ（ｘπ）ｓｉｎ（ｙπ）ｓｉｎ（２ｚπ）

Θ ＝ｓｉｎ（ｘπ）ｓｉｎ（ｙπ）ｃｏｓ（ｚπ）
　　（２）检验结果

现对测试函数给出的解析解和通过本程序求解的数值解进行比较。为了更直观地说明问

题，本文给出两种解在ｚ＝０．５平面的ｕｘ、Θ等值线图形。从图６和图７中可以看到由本程序
求解出来的速度场和温度场与测试函数给出的速度场和温度场的值是吻合的（限于篇幅本文

没有给出速度另外两个分量的数值解与解析解的比较图，但它们也是一致的）。这说明修改

后的程序是自洽的。

图 ６　自洽检验时ｕｘ的解析解　（左）和数值解（右）等值线图

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｕｘ（ｌｅｆｔｐａｎｅｌ）ａｎｄｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｕｘ（ｒｉｇｈｔｐａｎｅｌ）ｉｎｉｔｓｅｌｆｔｅｓｔ
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图 ７　自洽检验时Θ的解析解　（左）和数值解（右）等值线图
Ｆｉｇ．７　ＣｏｎｔｏｕｒｓｏｆａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆΘ（ｌｅｆｔｐａｎｅｌ）ａｎｄｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

Θ（ｒｉｇｈｔｐａｎｅｌ）ｉｎｉｔｓｅｌｆｔｅｓｔ
３．１．２互检验

（１）检验方法
程序的互检验就是将用修改过的程序计算得到的速度场、温度场的数值解和通过线性理

论得到的速度场、温度场的解析解进行比对。前者是非线性数值解，后者是线性解析解，二者

之所以能够进行比对是因为算例中 Ｒ与 Ｒｃ很接近（Ｒ是数值模拟计算时所使用的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ
数，Ｒｃ是由线性理论得到的发生对流时的临界Ｒａｙｌｅｉｇｈ数），所以在数值模拟时的非线性效应
不强，可以将其结果与线性理论得到的结果相比较。

（２）检验结果
用上一节所给出的边界条件计算了２组算例。把两者的ｚ＝０．５平面上 ｕｚ、Θ的等值线

图进行比较（分别见图８，９和图１０，１１）。具体算例分述如下：

图 ８　互检验算例（１）中ｕｚ解析解　（上）及其数值解（下）等值线图

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｕｚ（ｕｐ）ａｎｄｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｕｚ（ｂｏｔｔｏｍ）ｉｎｍｕｔｕａｌｔｅｓｔｏｎｅ

图 ９　互检验算例（１）中Θ解析解（上）及其数值解（下）等值线图
Ｆｉｇ．９　ＣｏｎｔｏｕｒｓｏｆａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆΘ（ｕｐ）ａｎｄｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎΘ（ｂｏｔｔｏｍ）ｉｎｍｕｔｕａｌｔｅｓｔｏｎｅ
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ａ）Γ＝０．３７５，　τ＝１０３，　Ｐｒ＝７，　Ｒｃ ＝２．４４×１０
４，　Ｒ＝２．６×１０４。

从图８和图９中可以看出在狭窄模型（当Γ≤Ｏ（τ－１／３）时）中解析解和数值解吻合得很
好（两个图形在ｘ轴方向有位移，这是因为我们在ｘ方向选取的边界条件是周期性边界条件，
所以实质上二者是完全相同的）。

ｂ）Γ＝２，　τ＝１０３，　Ｐｒ＝７，　Ｒｃ ＝３．５３×１０
４，　Ｒ＝３．７×１０４。

从图１０到图１１中可以看出在宽模型（当Γ≥Ｏ（τ－１／３）时）中解析解和数值解的图形吻
合得也很好。需要说明的是在宽模型中发生边界流的时候有两组解共同存在，这两组解恰好

图 １０　互检验算例（２）中ｕｚ解析解（上）及其数值解（下）等值线图

Ｆｉｇ．１０　Ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｕｚ（ｕｐ）ａｎｄｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｕｚ（ｂｏｔｔｏｍ）ｉｎｍｕｔｕａｌｔｅｓｔｔｗｏ

图 １１　互检验算例（２）中Θ解析解（上）及其数值解（下）等值线图形
Ｆｉｇ．１１　ＣｏｎｔｏｕｒｓｏｆａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆΘ（ｕｐ）ａｎｄｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎΘ（ｂｏｔｔｏｍ）ｉｎｍｕｔｕａｌｔｅｓｔｔｗｏ
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是方向相反的。我们给出的解析解的等值线图形仅仅是其中的一组解。

通过对修改后程序进行的自检验及互检验，可以证明修改后程序的可靠性。

３．２旋转行星流体非线性动力学特性数值模拟
用解析的方法很难得到旋转行星内部的非线性对流，特别是强非线性对流。现用修改后

的程序对旋转行星的非线性对流问题进行研究。

本节对旋转模型中的非线性对流进行了数值模拟。该模型的上下表面均为 ｓｔｒｅｓｓｆｒｅｅ边
界。以后凡未指明何处的边界条件均指模型的侧边界。这些数值模拟集中于如下两种不同的

情况：宽模型（Γ≥ Ｏ（τ－１／３））中，１）ｓｔｒｅｓｓｆｒｅｅ边界条件下发生的边界流；２）ｎｏｎｓｌｉｐ边界条
件下发生的定常对流。

就这两种情况，本文模拟了不同Ｐｒａｎｄｔｌ数及不同Ｒａｙｌｅｉｇｈ数下发生的非线性对流。模拟
结果显示了从定常对流到湍流过程中的各种非线性效应。

本节对宽模型ｓｔｒｅｓｓｆｒｅｅ边界条件下的１２组算例进行了数值模拟。具体算例信息参见表
３。表中Ｒｃ表示发生对流时的临界Ｒａｙｌｅｉｇｈ数，这是通过线性理论计算出来的。

表 ３　宽模型ｓｔｒｅｓｓｆｒｅｅ边界条件下算例表
Ｔａｂｌｅ３　Ａｓｕｍｍａｒｙｏｆｔｈｅｒｕｎｓｆｏｒｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｉｎａｗｉｄｅｃｈａｎｎｅｌ

ｗｉｔｈｔｈｅｓｔｒｅｓｓｆｒｅｅｓｉｄｅｗａｌｌｓ

算例号 Γ Ｐｒ Ｒｃ Ｒ

１ ２．０ ７．０ ２．５５×１０４ ４．０×１０４

２ ２．０ ７．０ ２．５５×１０４ ７．０×１０４

３ ２．０ ７．０ ２．５５×１０４ １．０×１０５

４ ２．０ ７．０ ２．５５×１０４ ２．５×１０５

５ ２．０ ７．０ ２．５５×１０４ ５．０×１０５

６ ２．０ ７．０ ２．５５×１０４ １．０×１０６

７ ２．０ ７．０ ２．５５×１０４ ２．５×１０６

８ ２．０ ０．７ ２．５５×１０４ ４．０×１０４

９ ２．０ ０．７ ２．５５×１０４ １．０×１０５

１０ ２．０ ０．７ ２．５５×１０４ ５．０×１０５

１１ ２．０ ０．７ ２．５５×１０４ １．０×１０６

１２ ２．０ ０．７ ２．５５×１０４ ２．５×１０６

模拟结果参见图１２～１５。
从图形１２～１５可以得出如下结论：当Ｒ比较小的时候，无论Ｐｒａｎｄｔｌ数为７．０还是０．７，均

只发生边界流（见图１２（左）和图１４（左））；但当Ｒ增大到大约１０Ｒｃ时，边界流和内部对流同
时发生（见图１２（右）和图１４（右））；当Ｒ增大到大约１００Ｒｃ时就会发生湍流（见图１３和
图１５）。

把此程序应用到宽模型（Γ≥Ｏ（τ－１／３））中，ｎｏｎｓｌｉｐ边界条件下，通过模拟结果（由于篇
幅原因在这里不能把结果一一列出）可发现速度边界条件在决定强非线性对流主要性质时并

没有起很重要的作用。此结论在地球物理学和天体物理学的应用方面是非常有意义的［１］。
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根据需要应用此程序可以模拟在不同的宽高之比（即不同Γ值）的模型中流体发生对流的
情况。

图 １２　ｘｙ平面上ｕｘ（顶部）、Θ（中部）、ｕｚ（下部）的等值线图

Ｒ＝７×１０４（左），Ｒ＝２．５×１０５（右），τ＝１０３，Γ＝２，Ｐｒ＝７．０，ｓｔｒｅｓｓｆｒｅｅ边界条件

Ｆｉｇ．１２　Ｉｎｅａｃｈｐａｎｅｌ，ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｕｘ（ｔｏｐ），Θ（ｍｉｄｄｌｅ）ａｎｄｕｚ（ｂｏｔｔｏｍ）ａｒｅｓｈｏｗｎｉｎａｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｘｙ

ｐｌａｎｅｆｏｒτ＝１０３，Г＝２，Ｐｒ＝７．０．ＴｈｅＲａｙｌｅｉｇｈｎｕｍｂｅｒｓａｒｅＲ＝７×１０４（ｌｅｆｔｐａｎｅｌ），Ｒ＝２．５×１０５

（ｒｉｇｈｔｐａｎｅｌ）．Ｔｈｅｓｉｄｅｗａｌｌｓａｒｅｓｔｒｅｓｓｆｒｅｅ

图 １３　ｘｙ平面上ｕｘ（顶部）、Θ（中部）、ｕｚ（下部）的等值线图

Ｒ＝１×１０６（左），Ｒ＝２．５×１０６（右），τ＝１０３，Γ＝２，Ｐｒ＝７．０，ｓｔｒｅｓｓｆｒｅｅ边界条件

Ｆｉｇ．１３　Ｉｎｅａｃｈｐａｎｅｌ，ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｕｘ（ｔｏｐ），Θ（ｍｉｄｄｌｅ）ａｎｄｕｚ（ｂｏｔｔｏｍ）ａｒｅｓｈｏｗｎｉｎａｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｘｙ

ｐｌａｎｅｆｏｒτ＝１０３，Г＝２，Ｐｒ＝７．０．ＴｈｅＲａｙｌｅｉｇｈｎｕｍｂｅｒｓａｒｅＲ＝１×１０６（ｌｅｆｔｐａｎｅｌ），Ｒ＝２．５×１０６

（ｒｉｇｈｔｐａｎｅｌ）．Ｔｈｅｓｉｄｅｗａｌｌｓａｒｅｓｔｒｅｓｓｆｒｅｅ
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图 １４　ｘｙ平面上ｕｘ（顶部）、Θ（中部）、ｕｚ（下部）的等值线图

Ｒ＝４×１０４（左），Ｒ＝１×１０５（右），τ＝１０３，Γ＝２，Ｐｒ＝０．７，ｓｔｒｅｓｓｆｒｅｅ边界条件

Ｆｉｇ．１４　Ｉｎｅａｃｈｐａｎｅｌ，ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｕｘ（ｔｏｐ），Θ（ｍｉｄｄｌｅ）ａｎｄｕｚ（ｂｏｔｔｏｍ）ａｒｅｓｈｏｗｎｉｎａｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｘｙ

ｐｌａｎｅｆｏｒτ＝１０３，Г＝２，Ｐｒ＝０．７．ＴｈｅＲａｙｌｅｉｇｈｎｕｍｂｅｒｓａｒｅＲ＝４×１０４（ｌｅｆｔｐａｎｅｌ），Ｒ＝１×１０５

（ｒｉｇｈｔｐａｎｅｌ）．Ｔｈｅｓｉｄｅｗａｌｌｓａｒｅｓｔｒｅｓｓｆｒｅｅ

图 １５　ｘｙ平面上ｕｘ（顶部）、Θ（中部）、ｕｚ（下部）的等值线图

Ｒ＝１×１０６（左），Ｒ＝２．５×１０６（右），τ＝１０３，Γ＝２，Ｐｒ＝０．７，ｓｔｒｅｓｓｆｒｅｅ边界条件

Ｆｉｇ．１５　ｎｅａｃｈｐａｎｅｌ，ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｕｘ（ｔｏｐ），Θ（ｍｉｄｄｌｅ）ａｎｄｕｚ（ｂｏｔｔｏｍ）ａｒｅｓｈｏｗｎｉｎａｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｘｙ

ｐｌａｎｅｆｏｒτ＝１０３，Г＝２，Ｐｒ＝０．７．ＴｈｅＲａｙｌｅｉｇｈｎｕｍｂｅｒｓａｒｅＲ＝１×１０６（ｌｅｆｔｐａｎｅｌ），Ｒ＝２．５×１０６

（ｒｉｇｈｔｐａｎｅｌ）．Ｔｈｅｓｉｄｅｗａｌｌｓａｒｅｓｔｒｅｓｓｆｒｅｅ
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４　程序的优点及局限性

本程序的主要优点有：

（１）由于可以进行并行计算，所以对于网格点数较大的计算可以提高运算速度。
（２）采用区域分解的算法，并行效率较高。
（３）可以求解非均匀网格问题。
（４）功能强大，可以解很复杂的流体力学问题。
（５）提供了环境变量文件，这样更方便修改参数及一些环境变量。
（６）开源软件。可以根据自己的需要进行修改，自由度高。
（７）为多种画图软件提供了数据接口。
本 程序中存在的局限性是：

（１）由于差分格式是二阶显式的方法，所以很难达到更高精度。
（２）差分方法虽然比较简单，但稳定性和计算效率比有限元等办法要差，特别是在非线性

情况下更是如此。

（３）因该软件运行中存在大量数据通讯，故对并行计算机的网络速度要求较高。
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