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摘 要:本文探讨了多约束条件下的路径选择问题。本文的工作在于对多约束条件下的路径选择问题进行了规范

的描述和分类,并针对各类问题讨论了典型的求解算法, 同时对现有算法进行了改进,使其更适用于求解管理科学

领域中的 MCP 问题,从而拓展了该问题的应用空间。
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1 引言

在生产流水线管理、交通线路的调度、QoS

( Quality of Serv ice)路由等应用场合下, 我们会面临

很多需要考虑多约束条件的路径( Mult-i const rained

Paths,简称 MCP)选择问题。例如, 在进行生产流

水线管理时,我们在选择一条加工路线的时候,不仅

要考虑该路线总的加工时间, 还要考虑这条路线的

优质品率。又如,在进行多媒体通信的时候, 通常需

要 QoS 路由的支持, 此时, 衡量一条路径的有效性

一般会包含两个约束条件:延时和带宽。为了方便

讨论, 本文只考虑双约束条件下的路径选择问题。

如果没有特别指出, 文中 MCP 问题即指双约束条

件下的路径选择问题。

Dijkst ra[ 1]算法、Bellman-Ford[ 1]算法作为计算

最短路径的经典算法已为大家所理解和接受, 并得

到了广泛的应用。但是这两种算法是为解决单约束

条件问题而设计的,并不能直接应用于以上描述的

MCP问题。

本文根据约束条件对应的权函数性质把 MCP

问题划分 类问题和 类问题两种类型: 类问题

较容易求解, 可以通过改进的 Dijkstra 算法、Bel-l

man-Ford算法直接求解; 类问题属于 NP 完全问

题[ 2] ,求解比较困难, 目前解决该类问题的通常思

路是构造启发式算法[ 3] [ 4] [ 5] , 即通过简化问题求取

近似解。

以往,研究人员对 MCP 问题的关注较多集中

在计算机科学领域内, 尤其是网络的 QoS 路由领域

内[ 2] [ 5] [ 7]。本文的贡献在于对 MCP 问题进行了规

范的描述和分类, 然后再针对各类问题讨论了典型

的求解算法。同时对现有算法进行了改进,使其更

适用于求解管理科学领域中的 MCP 问题。重点讨

论了适用于求解 类问题的启发式算法。

接下来,文章按以下结构进行组织:第 2部分是

对约束条件对应的权函数性质的分析; 第 3部分根

据权函数的性质对 MCP 问题进行了描述和分类;

最后, 第 4 部分讨论了解决各类 MCP 问题的常用

算法,并对现有算法进行了改进。

2 权函数性质分析

本文把约束条件对应的权函数分成了三类:单

性权函数、加性权函数和乘性权函数。权函数的性

质决定了路径的总权植与组成该路径各边分权值的

关系。

单性权函数指的是,对于某一路径,其总权值等

于组成该路径各边分权值中的最大值或最小值。生

产流水线管理中工序的最大负荷是一个单性权函

数,因为整个流水线的最大负荷是由组成该流水线

各工序最大负荷中的最小值决定的。

加性权函数指的是,对于某一路径,其总权值是

由组成该路径各边的分权值相加而成。生产流水线

管理中工序的加工时间就是一个典型的加性权函

数。

乘性权函数指的是,对于某一路径,其总权值是

由组成该路径各边的分权值相乘而成。生产流水线

管理中工序的优质品率是一个典型的乘性权函数,
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因为整个流水线的优质品率等于各工序优质品率的 乘积。

w 1= 4, w 2= 2, w 3= 0 3 w 1= 3, w 2= 1, w 3= 0 4 w 1= 6, w 2= 3, w 3= 0 2

图 1 约束条件的性质

如图 1, 假设路径 p = A B C D, w 1, w 2,

w 3 分别为单性(最小值)权函数、加性权函数和乘

性权函数,则相对于该路径:

w 1( p )= m in{ w 1 ( A , B ) , w 1 ( B , C ) , w 1 ( C ,

D ) }= min{4, 3, 6} = 3

w 2( p )= w 2( A , B ) + w 2( B, C )+ w 2 ( C , D )

= 2+ 1+ 3= 6

w 3( p )= w 3( A , B ) * w 3( B, C )* w 3 ( C , D )

= 0. 3* 0. 4* 0. 2= 0. 024

3 MCP问题的分类

本文把 MCP 问题分成两类: 类问题的两个

约束条件中必须有一个约束条件对应的权函数是单

性权函数, 另一个约束条件对应的权函数可以是加

性权函数,也可以是乘性权函数。例如,生产流水线

管理中当给流水线的最大负荷和加工时间同时设定

约束条件时,这个问题就属于 类问题。因为工序

的最大负荷是单性权函数, 而加工时间是加性权函

数。

类问题的两个约束条件对应的权函数必须都

是加性权函数或者乘性权函数, 不可以包括单性权

函数。生产流水线管理中当给加工时间和优质品率

都设定约束条件时, 就是一个典型的 类问题。

本文第 4节将详细讨论分别适用于这两类问题

的求解算法。

4 MCP问题的求解

4. 1 适用于 类问题的求解方法

我们可以使用改进的 Dijkst ra 算法( M odif ied

Dijkstra Algorithm)求解 类问题。算法的基本思

路是先把网络图中不满足相应于单性权函数约束条

件的边去掉, 然后再在剩下的子图中应用 Dijkst ra

算法计算出在另一约束条件(相应于加性权函数或

乘性权函数)下的可行路径。参考文献[ 2]详细讨论

了使用改进的 Dijkst ra 算法求解 类问题的步骤。

设 N 表示网络图中节点的数目,我们可以证明

改进的 Dijkst ra算法的计算复杂度为 O (N
2
)
[ 2]

, 和

Dijkstra算法的计算得杂度相同。因此, 使用该算法

我们可以在多项式时间内求解 类问题。

需要说明的是,使用改进的 Dijkstra 算法,求得

的解只是满意解,并不一定是最优解。原因是我们

在把网络图中不满足相应于单性权函数约束条件的

边去掉时,使用的是约束条件的最低限值,假设这个

值为 L min。但事实上, 我们完全有可能在放松约束

条件 L min的情况下(设定一个大于 L min的约束条件

L ) ,同样求出满足另外一个约束条件(相应于加性

权函数或乘性权函数的约束条件) 的满意解。在不

知道用户对约束条件偏好的情况下, 我们无法判断

设定约束条件 L min和设定约束条件 L 求得的解中,

哪一组解更符合用户的偏好,因此也就无法判断那

一组解是最优解。

由于改进的 Dijkst ra算法能够在多项式时间内

求出 类问题的满意解, 而且算法的计算复杂度也

不高,因此该算法是目前求解 类问题的常用算法。

4. 2 适用于 类问题的求解方法

4. 2. 1 算法描述

类问题属于 NP 完全问题[ 2]。由于 NP 完全

问题目前找不着可以在多项式时间内求解的算法,

通常我们会构造一些与原问题类似的问题,这些问

题能够在多项式时间内求解,而且又不失原问题的

重要特征,通过求解这些问题我们可以得到原问题

的近似解。

下面将要讨论的启发式算法借鉴了参考文献

[ 3]中提出的启发式算法的思想。由于参考文献[ 3]

中提出的启发式算法在原问题有解的情况下,很有

可能得出原问题无解的结论,这点在管理科学领域

中通常是不能接受的。本文对该算法进行了改进,

使其可以确保在原问题有解的情况下能求出原问题

的解/近似解。在这里,近似解表示该解有可能是原

问题的解,也有可能虽然不是原问题的解,但是原问

题解的一个近似。下面, 我们通过一个典型的问题

来描述这个算法。

假设一个有向连通图 G ( V, E ) , 设定一个乘性

权函数 w 1: E R
+
,一个加性权函数 w 2: E R

+
,

两个常数 C1 R
+
, C 2 R

+ 。

问题:定义问题 MCP ( G , s , t , w 1, w 2, c1, c2)
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为寻找一条从 s 至t 的路径 p ,使得 w 1( p ) c1, w 2

( p ) c2。

由第 3 节的定义, 我们知道该问题属于 类问

题。下面用启发式算法求出该问题的解/近似解。

算法包含两个步骤:

Step1:创建一个新的权函数 w 2: E Z

w 2( u, v )=
w 2( u , v ) x

c2
( 4)

其中 x 是一个给定的正整数, [ ]为向上取整符

号。

Step2:构造两个新的问题 MCP ( G , s , t , w 1,

w 2, c1, x )和 MCP ( G , s , t , w 1, w 2, c1, x + N - 1) ,

其中 N 为图G 中顶点的数目。由 F 面给出的两个

定理,我们知道通过求解这两个问题,我们可以求出

原问题的解/近似解。

定理 1: 问题 MCP( G , s, t , w 1, w 2, c1, c2)的解

必定也是问题 MCP( G , s, t , w 1, w 2, c1, x + N - 1)

的解。

证明: 假设路径 p 是原问题 MCP( G , s , t , w 1,

w 2, c1, c2)一个解,有 w 1( p ) c1, w 2( p ) c2。因

此,要证明 p 也是问题 MCP ( G , s, t , w 1, w 2, c1, x

+ N - 1)的解,只需证明 w 2( p ) x+ N - 1。

首先,由于本问题考虑的图中所有边的权值都

是正数,因此从 s 至 t 的最短路径最多含有N - 1条

边。根据等式 4有 w 2( u , v )
w 2( u , v ) x

c2
+ 1,于

是

w 2( p )=
( u, v ) p

w 2( u, v )
( u , v ) p

(
w 2( u, v) x

c2
+ 1)

( u, v ) p

w 2( u , v ) x

c2
+ N - 1=

w 2( p ) x

c2
+ N - 1

c2 x

c2
+ N - 1= x + N - 1

w 2( p ) x+ N - 1, 定理 1成立。

定理 2: 问题 MCP( G , s, t , w 1, w 2, c1, x )的解

必定也是问题 MCP( G , s, t , w 1, w 2, c1, c2)的解。

证明: 假设路径 p 是问题 MCP ( G , s, t , w 1,

w 2, c1, x )的一个解, 有 w 1 ( p ) c1, w 2( p ) x。

因此,要证明 p 也是问题 MCP( G , s, t , w 1, w 2, c1,

c2)的解, 只需证明 w 2( p ) c2。

根据等式 4有 w 2( u , v )
w 2( u , v ) c2

x
,于是

w 2( p )=
( u , v ) p

w 2( u , v )
( u, v ) p

w 2( u , v ) c2
x

=
c2

x ( u , v ) p
w 2( u, v )=

c2 w 2( p )

x

c2 x

x
= c2

w 2( p ) c2,定理 2成立。

接下来, 我们采用参考文献 [ 3]中给出的扩展

Dijkst ra 算法 ( EDSP) 在多项式时间内求解问题

MCP( G , s , t , w 1, w 2, c1, x + N - 1) , 该算法可以

同时计算出满足问题 MCP ( G , s, t , w 1, w 2, c1, x )

的解。算法基于以下原理:

由于 MCP( G , s , t , w 1, w 2, c1, x + N - 1)问题

中权函数 w 2 的取值始终是整型值,这样对于每一

个顶点 v V ,从 s 至 v 的路径的w 2 权值总和 k 必

定也是整数,当 k x + N - 1时,该路径 w 2权值总

和满足约束条件 x + N - 1。实际上, 在所有从 s 至

v 的路径中, w 2 权值总和满足约束条件 x + N - 1

的路径不一定是唯一的。但由于 0 至 x + N - 1的

整数集[ 0. . x + N - 1]是一个有限的空间, 对于任

意整数 k [ 0. . x + N - 1] , EDSP 算法可以在多项

式时间内计算出所有从 s 到 v 的 w 2 权值总和 k 的

可能路径。

同时,由于对于每一个 k 值, 从 s 至 v 的路径中

满足 w 2 权值总和为 k 的路径不一定是唯一的,

EDSP算法应用了与 Dijkstra算法类似的思路, 在多

项式时间内从这些路径中计算出具有最小 w 1 权值

总和(假设为 d )的路径。如果 d 小于 c1, 那么该路

径就是问题 MCP( G , s, t , w 1, w 2, c1, x + N - 1)的

一个可行解, 因为其 w 2 权值总和 k x + N - 1,

w 1 权值总和 d c1。如果该路径 w 2 权值总和满

足 k x。那么该路径同时也是问题 MCP( G , s , t ,

w 1, w 2, c1, x )的解。

在图 2中,我们使用伪代码描述了 EDSP 算法。

算法开始时会调用 Int ialize( G , s ) ,对算法中需要用

到的变量进行初始化, 接下来运行一个 while循环,

在这个循环中会调用到函数 Relax ( u , k, v ) , 该函

数会判断路径是否满足约束条件 x + N - 1, 并保留

问题所有可能解的路径信息在变量 中。

如图 2所示, 对于每一个顶点 v V 和每一个

整数 k [ 0. . x + N - 1] , 当从 s 至 v 的路径的 w 2

权值总和为 k 时, d [ v , k ]表示所有这些路径中 w 1

权值总和最小的估计。假设:

( v , k )= min
p P( v , k)

{ w 1( p ) } (5)

其中, P( v , k )= { p | w 2( p ) = k , p 是从 s 至 v

的任何路径}。

最初, d [ v , k ]被设为无穷大( ) , 接下来在算
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法运行的过程中 d [ v , k ]将逐渐接近并最终等于

( v , k )。在算法结束时, d [ v , k] = ( v , k ) , v V ,

k [ 0. . x + N - 1]。

在图 2中, EDSP 算法的实现需要一个集合 Q :

Q= { v , k | d [ v , k ] > ( v , k ) , v V , k

[ 0. . x + N - 1] } (6)

其中符号 v , k 表示一个 v V , k [ 0. . x +

N - ]的二元组。

Init ialize ( G, s)

Begin

/ * V [ G] 表示图 G 中顶点的集合, [0. . x+ N- 1] 表示 0至 x 的所有整数集合* /

(1) for each v V [ G ] , each i [ 0. . x + N- 1] do

(2) d [ v , i ] =

(3) [ v , i ] = NIL

(4) for each i [ 0. . x + N - 1] do

(5) d [ s , i ] = 0

end

Relax ( u , k , v )

begin

(6) k = k+ w 2 ( u, v )

(7) i fk x + N - 1 then

(8) if d [ v , k ] > d [ u , k ] * w 1 ( u , v ) then

(9) d [ v , k ] = d [ u , k] * w 1 ( u , v )

(10) [ v , k ] = u

end

EDSP ( G , s)

begin

(11) Init ialize ( G , s)

(12) Q = { u , k | u V [ G ] , k [ 0. . x + N - 1] }

(13) w hile Q do

(14) f ind ( u , k) Q such that d [ u , k ] = min
( u , k ) Q

{ d [ u , k ] }

(15) Q = Q - { u , k }

/ * 下面的 for 循环遍历节点 u 的所有邻居节点 v . * /

(16) for each outgoing edge of u , ( u , v ) E do

(17) Relax ( u , k, v )

end

图 2 EDSP算法的伪码描述

如图 2所示,最初 Q = { u, k | u V [ G ] , k

[ 0. . x + N - 1] } ,接下来在算法的 13- 16 行, 每

一次 while循环都会从 Q 中删除一个元素,当 Q =

,算法终止。集合 Q 的使用体现了算法对权函数

进行取整的意义:在图 2中第 6行, 算法会设定从 s

到 v 路径的w 2权值总和, 也就是 k 的值,由 w 2 是

整数型权函数, 我们知道 k 必定也是整数, 这样, 加

上算法第 7行的判断我们就可以保证第 8- 9 行中

d [ v , k ]相应的二元组 v , k 依旧会属于集合 Q。

能够保证这一点, d [ v , k ]的取值才有意义。

根据上面的论述,在算法结束时,我们可以通过

下面三个推论来求解原问题。

推论 1:如果存在 k [ 0. . x ] , 使得 d [ t , k ]

c1,那么一定存在一条从 s 至 t 的路径 p 使得 w 1

( p ) c1, w 2( p ) x。这时,路径 p 就是问题 MCP

( G , s , t , w 1, w 2, c1, x )的一个可行解。根据定理

1, 路径 p 同时也是原问题的解。

推论 2:如果存在 k [ x . . x + N - 1] , 使得 d

[ t , k ] c1,那么一定存在一条从 s 至 t 的路径 p 使

得w 1( p ) c1, w 2( p ) x + N - 1。这时, 路径 p

是问题 MCP( G , s, t , w 1, w 2, c1, x + N - 1)的一个

可行解,但不是问题MCP ( G , s, t , w 1, w 2, c1, x )的

可行解。根据定理 1、2我们无法判断该路径是否是

原问题的可行解。在这种情况下,本文把路径 p 作

为原问题的一个近似解。

推论 3:如果对于所有 k [ 0. . x + N - 1] , d

[ t , k ] > c1, 那么问题 MCP ( G , s, t , w 1, w 2, c1, n

+ N - 1)无解。根据定理 2, 原问题也无解。

其中,对于每一条可行路径 p ,我们可以通过变

量 找到这条路径的完整信息。

EDSP 算法的计算复杂度为 O ( ( x + N )
2
V

2
)。

如图 2所示, 算法中集合 Q 的最大模数为( x + N )
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V,因此, 不考虑 while 循环, 第 14行的计算能够在

O( ( s+ N ) V )时间内完成。而 while 最多循环( x

+ N ) V 次,所以第 14行总的计算时间复杂度为 O

( ( x+ N )
2
V

2
)。另外,对于每一条边( u , v ) E , k

[ 0. . x + N - 1] ,函数 Relax( u, k , v )都会被调用

一次, 因此第 16- 17行的 f or 总共会循环( x + N )

E 次,而函数 Relax ( u, k , v )的计算时间复杂度为

O(1) ,所以算法中这部分代码的计算时间复杂度为

O( ( x + N ) E )。于是, EDSP 算法总的计算时间复

杂度为 O ( ( x + N )
2
V

2+ ( x + N ) E ) = O ( ( x +

N )
2
V

2
)。

在上面的讨论中,原问题中两个约束条件相应

的权函数一个是乘性权函数, 另一个是加性权函数。

对于其他类的 类问题, 我们只需在算法的第 6 行

和 9行把加号 + 和乘号 * 作相应的变化, EDSP

算法同样适用。因此, 本文提出的启发式算法是适

用于求解各种 类问题的算法。

本文提出的启发式算法的意义在于它通过求整

构造了两个与原问题类似的问题,通过求解这两个

问题我们可以在多项式时间内求出原本属于 NP 完

全问题的原问题的近似解。求解 类问题的启发式

算法并不是唯一的, 参考文献[ 4]、[ 5]也提出了各自

的启发式算法, 但这些算法的讨论都是针对 QoS 领

域中的特定问题,在管理科学领域中不具有良好的

适用性。

4. 2. 2 算例分析

在这一节中,我们将通过具体的算例来验证本

文 4. 2. 1节论述的启发式算法。我们设计了两个算

例,一个针对原问题有解的情况,另外一个针对原问

题无解的情况。

先讨论原问题有解的情况。如图 3( a)所示,原

问题 MCP( G , s , t , w 1, w 2, 7. 0, 20. 0)的解为 s u

v t。我们使用 4. 2. 1 论述的启发式算法来求

解该问题,先设 x= 5,如图 3( b)所示。根据算法的

要求,我们需要求解一个新的问题: MCP ( G , s, t ,

w 1, w 2, 7. 0, 8)。我们知道, 在使用 EDSP 算法求

解问题 MCP( G , s, t , w 1, w 2, 7. 0, 8)的同时, 我们

可以求解问题 MCP( G , s , t , w 1, w 2, 7. 0, 5)。在本

算例中求解的结果为: 问题 MCP ( G , s , t , w 1, w 2,

7. 0, 8)有解, 其解为 s u v t ,但是问题 MCP

( G , s , t , w 1, w 2, 7. 0, 5)无解。根据本文 4. 2. 1节

推论 2,此时,我们把解 s u v t 作为原问题的

一个近似解。实际上, 这个近似解就是原问题的解。

在图3( c)中,我们设 x= 10, 同样使用 EDSP 算

法求解得到:问题 MCP ( G , s, t , w 1, w 2, 7. 0, 10)有

解,其解为 s u v t。根据本文 4. 2. 1节推论

1, 我们可以确定 s u v t就是原问题的解。

再计论原问题无解的情况。如图 4( a)所示, 原

问题 MCP( Gs , t , w 1, w 2, 7. 0, 15. 0)无解。设 x =

5,如图 4( b)所示, 使用 EDSP 算法求解得到: 问题

MCP( G , s , t , w 1, w 2, 7. 0, 5)无解, 但是问题 MCP

( G , s , t , w 1, w 2, 7. 0, 8)有解,其解为 s u v

t。根据本文 4. 2. 1节推论 2, 此时, 我们把 s u

v t 作为原问题的一个近似解。事实上,这个近似

解不是原问题的解。

设 x = 10,如图 4( c)所示,使用EDSP 算法求解

得到:问题 MCP( G , s , t , w 1, w 2, 7. 0, 13)无解, 根

据本文 4. 2. 1节推论 3, 我们可以确定原问题无解。
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从上面两个算例的讨论我们可以看出: 当 x 取

值较大时, 如 x= 10, 我们使用启发式算法求得的解

与原问题的解是一致的;而当 x 取值较小时, 如 x

= 5, 我们使用启发式算法求得的近似解与原问题的

解不一致。这较好的说明了本文论述的启发式算法

的特点:在使用该启发式算法求解时, 当 x 取值较

大,求得的解比较接近于原问题的真实解; 否则, 我

们只能得到原问题的近似解, 这个近似解有可能是

原问题的解,也很有可能不是原问题的解。

但是, 根据本文 4. 2节对算法计算复杂度的分

析,我们知道, x 的值越大, 算法的计算时间复杂度

也就越高。因此, 在实际求解时, 我们在选取 x 值

的时候,要在求解成功率和计算复杂度之间作一个

权衡。通常,我们会根据节点的数目以及实际问题

对解精确度的要求选择一些经验值。

5 结语

本文探讨了多约束条件下的路径选择问题

( MCP问题)。文章首先根据约束条件对应的权函

数性质对 MCP 问题进行了描述和分类,把 MCP 问

题分为 类问题和 类问题。接下来, 在第 4 部分

我们讨论了适用于解决这两类问题的典型算法。重

点讨论了适用于求解 类问题的启发式算法, 在这

个算法中参数 x 的选取很关键, x 越大, 算法求解

的成功率就越高,求得的解也越理想,但同时计算的

时间复杂度也越高。如何在提高算法计算成功率的

同时又保持较低的计算复杂度, 是 类问题求解下

一步研究中关注的重点。
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Abstract: In this paper, w e discussed the mult-i const rained path( M CP) f inding problem. The contributions of

this paper lie in illustrating and classifying the MCP problem normat ively .And for each kind of problem, it dis-

cusses typical algorithms. At the same time, the algorithms are extended to be more appropriate in solv ing MCP

problem in the areas of management sciences.
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