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魏紫赛 吴 力

中国科学院计算中心
,

北京
,

摘 要 本文叙述在仿射变换下对偶 内点方法的数值实现及应用 拉朗日乘子

的高阶估计提高最优解的精度
,

同时给出一些数值试验结果
。

关链词 线性规划
,

对偶内点法
,

拉格朗日乘子
,

高阶估计

引言

近年来求解线性规划间题的各种不同形式的多项式时间算法的相继 出现
,

使得对线

性规划间题的研究耳 目一新
。

有趣的是人们发现这些算法产生的搜索方向是由两个基本

向量的线性组合 目标函数在变换空间中的最速下降方向和
“
中心

”

方向
,

而且它们都可以

由对数障碍函方法推得
,

只是选取的参数不同而已
。

在实践上人们发现应用仿射变换下的

线性规划间题的原始及对偶内点法于求解实际问题是十分有效的
,

尽管它们在理论上不

具有多项式时间的性质 它们的主要优点是可以直接应用线性规划的标准形式
,

对于其不

等式约束的对偶形式
,

可以放松对搜索方向计算的精度要求
,

因为它只要求选代的点列在

可行域内
。

本文讨论在仿射变换下对偶内点法的计算步骤及其实现
,

在适当的假设下其拉格朗

日乘子在最优解的邻域内有高阶估计值
,

因而当迭代点列进入最优解的邻域时
,

可以应用

这一估计来确定间题的解
,

从而减少迭代次数
,

提高解的精度
。

我们进行的数值测试的结

果表明应用这一估计值是非常有饮的
。

算法的描述

首先考虑如下标准形式的线性规划间题

人

其中 人任
, “ ,

〔 “ , 、 、 、

是给定的
,

〔
“

是未知向量
。

假设矩阵 的行秩

为
,

且其约束 的可行区域是非空的
。

当可行 区域的严格内点集合非空时
,

可以应用

仿射变换定义求解 问题 一 的算法
,

它的实际运行的效果是很好的
,

然而应用它

解
。一 间题时

,

如果初始点选取得太靠近可行项点
,

要用指数次幕的迭代次数才
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能收敛到最优解
。

与之相似的另一方法是在仿射变换下的对偶 内点法
,

现考虑问题

簇

令 镇
,

任
, ,

对给定的问题 一
,

我们直接考虑其对偶形式

一
,

假设 是非空的
,

其内点的集合 护曰
,

即存在 任
,

使得

一

成立
。

显然
,

我们可以定义内点算法的一般形式
,

即对任意的 〔
。 ,

如果存在一搜索方向

和一适当的正常数
,

使对歹 恒有 呀 即 》
,

且 石 一 歹
,

如果给出如何确定搜索方向 的方法
,

那么由一个内点搜索至另一个 内点的算法就完全

确定了
。

现在我们定义在仿射变换下求解问题 一 的内点算法
。

算法

设  是 的一已知严格 内点
, ￡, , ￡

是给定的充分小的允许误差
,

令
,

执行以下

计算步骤

定义
七, ,

⋯ ⋯ 二
’

其中
‘’ 万一 ‘ ,

计算
伍 圣 一‘

并生成向量
。

若
‘七 , 。, ,

终止计算
,

问题 一
续 」‘象,

的目标函数值 为无界 否则转
。

选取适当的步长
,

并产生新的迭代点
,

。 七 吸 》

使得
住、

若
氏

· 主

丽燕不而奋歹下不二万戈
“,

则终止计算
, ‘十 ”

是间题 一 的的近似最优解 否则返回
。

本算法 尚未被证 明具有多项式时间性质
,

但亦没有一反例说明其迭代次数为指数次

幕的其计算复杂性尚需探索
。

在上述算法的定义中
,

如令

又
‘ 七,

容易验证
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因而
,

如果问题 ”一 是非退化的
,

且其解为唯一时
,

由 所定义的又亦是间

题 一
·

的一近似最优解
,

但在一般情况下
,

式仍成立
,

而又 的所有分量的

非负性是不能保证 的
,

于是求得问题 一 幻的近似最优解
,

并不能得到相应间题

一 的近似最优解
。

然而尚若把又作为问题 一 的近似最优解
,

则有

一  , 伍 , 伍 , 又一 伍 ‘

爪
, , ,

又
伍 , ’一 , 。 , ,

刃

式恰是最优性条件中的互补松驰性

分
“

簇艺 又 , 产
, , 。

其中 为给定的允许误差
,

‘ , ‘
瓦 护

, ,
 ! ∀

在一般情况下以(2
.
8) 式为终止规则就可以了

,

而 (2
.
12) 或(2

.
13) 式亦可以同时作为

计算的终止规则
。

3

.

算法的实现

在上述所定义的算法 A 中
,

最重要的是确定一初始的严格内点和计算搜索方向
u ,

本

节简要地叙述计算初始严格内点和搜索方向
u
的方法

。

为计算问题 (2
.
3) 一 (2

.
钓的初始可行 解

,

我们定义以下算法
:

设
。
是给定的允许误差

,

令

!}C }}
,

y

、 ’ ,

二币吮渭斤产
. b

11八
一

,} 2

计算

丽(o)二e 一^
Ty (o)

如果 万(0) >
￡e

(
e 任R

“ ,

且其分量均为 l)
,

则 y ‘0) 为所求的严格可行内点
;否则令

6= m in {可
o,

}

‘ I (
-

容易验证
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v (0)二e 一^ Ty (o)一z oe )0 ,

v 二竿
,
= 一 26) 0

,

其中 z
。
~ 2 6

,

令 K ~ 0
,

执行以下计算步骤
:

(1) 定义

D ‘
= d i

a
g

{
l
/
v

{

t ’,

⋯
,

l / 诊
,

}

A
t

~ A D
七

( 2 ) 计算

石‘
k)
= ( A

:
A 万)

一 ‘̂ :
D
: e

和

g(七) = e 一^ Tu 伍)

( 3 )

.

选取最小比率 从= m in {v 1(
k,

/ g 介
’,

g 荟
k,

)
o

}

l
(

i
(

n

( 3
.

1 )

( 3
.

2 )

若 从( V 否竿
, ,

则转 (4)
;否则令 吸 , v 二军

1,
按下式计算 y

伪+ ” ,
v
。+ ‘’:

y ‘
七+ ’)

= y ‘
七)一 入石

(k)

v (t+ 1)= v (k)一at s (七)

( 3

.

3 )

( 3

.

4 )

y
伍十”
是 间题(2

.
3一 (2

.
4) 的严格可行内点

。

( 峨) 按公式(3
.
3)一 (3

.
d)产生新的 迭代点 y

‘t+ ” ,
v
‘k+ , , ,

并计算

Z(:+1)~ Z ,

+ 吸

v 黝
, ’
~ v 男

, 一吸

其中 呢 二a
·

从
, a 任(0

,

1 )

,

若 at >
￡
令 k = k + 1

,

返回 (1)
;否则终止计算

,

且当 }zx
十 ,

} >
。

向题 (2
.
3)一 (2

.
峨)是不相容的 ;当 !z

;+ ,

{ <
。
时

,

y
〔k+ ‘’
是 问题(2

.
3)一(2

.
召)的一可行解

。

大量的数值试验表明当问题 (2
.
3) 一(2

.
4) 的可行域的内点集合非空时

,

算法产生的

点列 皆终止于步骤 (3)
.
本算法的详细叙述见 [8〕

。

无论是算法 A 还是计算初始严格可行内点的算法
,

在每次迭代中都必须求解一系数

矩阵为 A
: ·

A 盖(对称正定)的线性代数方程组来确定搜索方向
u “和 子

。

对此有许多可供

选择的方法
,

我们反对讨论数值计算较稳定的 c hol
esk y 分解方法

,

其中 A
、

可以是大型的

稀疏结构形式
。

由表达式(2
.
6) 和 (3

.
1) 可见

,

在每次迭代中只是 D
;
发生了变化

,

这说明当A 是稀疏

矩阵时
,

矩阵 A D畏A
T
的稀疏性是与 D

;
无关的

,

而与矩 阵 A A
T
的稀疏性相同的

,

因而为

了得到矩阵 A
‘ ·

A 姜的 c h
。le s k y 分解的下三角矩阵 L

,

的稀疏结构形式
,

我们只要研究

人A T 的 chol
esky 分解的下三角矩阵 L 的稀疏结构就可以了

。

要使 A
·

人r 的 c h
。】es

ky 分解下三角矩阵 L 有较好的稀疏性 (即非零元素的个数最

少)
,

必须对矩阵 A 的行的顺序进行重新排列
。

在理论上必定存在一置换矩阵 P
,

使得



魏紫安等
:
线性规划对偶内点法

PA A 年
T
的 Ch

oles ky 分解的下三角矩阵 L 的非零元素的个数为最少
,

而要找到这样的置

换矩阵 P 的代价是很昂贵的
,

实际上 只是采用局部极小化方向确定 P
,

使得 P A A
T
PT 的

Ch
oles ky 分解的下三角元素有较少的非零元素的个数

.

在找到置换矩阵 P 后
,

最重要的问题就是要确定 P A A
TP T 的 cho les ky 分解的下三角

矩阵中非零元素的位置和个数
。

如果可以预先知道这些信息
,

就可以预先分配其存储空

间
,

而在数值计算时只濡按照已排好的非零元素的位置进行计算
。

这一过程称之为形式分

解
。

它不需要真正计算下三角矩阵 L 的非零元素的值
,

只是根据 PA A
T
PT 的非零无结构

的信息
,

模拟其 c hol es ky 分解的过程
,

确定 L 的非零元素的位置和个数
。

由于 P A D老A
TP T 和 P A A

TPT 有相同的非零结构形式
,

因而在每次迭代中
,

只需根据

D; 的值计算 P A D扭
rP T的各非零元素的值

,

然后由形式分解的信息
,

进行 数值分解确定

下三角矩阵的各非零元素的的值
,

最后求解两个三角方程组就得到所求的搜索方向
u田

(或石份
,
)

。

有关本算法详细叙述见【10]

4
.
拉格朗日乘子的估计及应用

以上我们讨论了求解问题(2
.
3) 一 (2

.
4) 的算法 A 及其实现

。

更多的实际问题则是直

接计算问题(2
.
1) 一 (2

.
2) 的解

,

显然一般说算法 A 并不能得到 问题(2
.
1) 一 (2

.
2) 的解

,

然而在适当的假设下也可以做到这一点
,

这就是本节所要叙述的问题 (2
.
3) 一 (2

.
封的拉

格朗日乘子的估计并应用它求解问题(2
.
1) 一 (2

.
2)

。

不失一般性
,

设 y
’

是间题(2
.
3) 一(2

.
幻的最优解

,

且存在 m 个线性独立的向量
a;,

a :
,

⋯、 使得

v 厂~ cl 一
a
行
.
~ O ,

i 二 1
,

2

,

一m (4
.
1)

v I’= cl 一可y’ > O
,

i ~ m + 1

,

⋯n (4
.
2)

N (y
’ ,

6) 表示以 y
.
为中心

,

6 为半径的欧氏超球
,

于是我们有以下的定理
。

定理 4
.
1 ,

设问题 (2
.
3) 一 (2

.
钓的可行域是非空的

,

且 So 笋曰
,

其最优解 y
’

满足 (4
.

l) 一(召
.
2)

,

则必存在一充分小的 6> 0
,

使得当歹任N (y
. ,

6) n
s

。

时有

X ~ X
’

+
O ( 6

2
)

其中x
’

是问题 (2
.
1) 一 (2

.
2) 的最优解

,

又是由 (2
.
9) 式定义的

,

如果令

石= (A D 双A
T
)
一‘b

又二 D , A ,
石

并且定理 峨
.
1 的假设条件成立

,

则以下的估计式

X = X
.
+ 0 (6汉 ) (4

.
4 )

成立
。

(其中
,

K
)

1

. ,

K 为整数)
.

如果对 6能够给 出估计值
,

就可以应用估计式 (4
.
3) 或(召

.
4 )

。

由上节的叙述可知为求

得搜索方向
u ,

通常对 人D ZA T 进行 c hol
esky 分解

,

即

^ D Ẑ T = L
·

L
T

( 弓
.
弓)

其中 L 是下三角矩阵
,

令

二m in l
。

1 ‘ l‘ .
( 4
.
6 )
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其中 1
。

是下三角矩阵L 的对角线元素
,

以 A百表示 (4
.
幻式中的行向量形成的矩阵

, u

表示

A 百最大奇异值
,

对任意的歹e s
。 ,

令

0~ m in {V i} (4
.
7)

‘ I ‘ .

其中不是由(2
.
5) 定义的

,

于是有以下定理

定理 ‘
·

2

,

设定理 ‘
·

, 的假条件满足
,

”果对给定的了e s
’ , ·

/l. K 岩
,

则估计式

(4
.
3)亦成立

。

然而
,

在实际计算中要给出 卜 的值是很困难有
,

我们可以应用它的上界估计值
.

‘

推论 4
.
3 ,

设定理 ‘
.
1 的假设条件满足

,

如果对给定的 歹任so
,

有 m (n 一 m )M
Z
/l
2子<

会
,

则估计式 (4
,

”)成立
·

2

’
了
M

’曰
‘ ’

~

、 一 ’

一 ‘

~ 一
,

其中 M = m ax m ax {}
a,,

} }

1 《 . ‘

二
+1‘J‘ .

以上结论的证明详见【幻

根据以上的理论分析
,

我们可以对算法 A 进行适当修正
,

使之既能求得问题(2
.
3) 一

(2
.
4) 的解

,

又可以求得问题(2
.
1) 一(2

.
2) 的解

算法 Al
:

设 y(0) 是 s 的严格可行内点
, 。
是给定的允许误差

,

令 K = 0
,

执行以下计算步骤
:

(l) 定义

D ,
= d i a s { l / v

{

盆,⋯⋯
,

l
/

v 了
,
}

其中

v 。)
= e 一^

Ty 压)

( 2 ) 计算
u 伍)

= ( ^ D 斋A
,

)
一 , b

并生成向量

P 伍) = A T u 让)

若 m ax (p御) <
: ,

终止计算
,

问题(2
.
3) 一(2

.
钓的目标函数值 z 无上界

,

间题 (2
.
1) 一

1 ‘ 一 ‘
.

(2
.
2 )

没有可行解
;否则转(3 )

.

(3) 选取适当的步长 入 ,

并产生新的迭代点

y伍+ 1) = y 伍 ) + at
u (k )

使得
v‘七+ , ,

=
v ‘七,

+ 吸p 住 ,
> o

若 m (n一m )M Z/l 2子< 冬(其中M 一
‘

n l a X

. + 1‘且‘
.

{ 】
a.,

} ) )

则转 (4)
,

否则 K = K + l
,

返回(l)

(4) 计算

又= D
‘

(
^ D

‘
^
’
)
一 ,

b

令 I
,
= { i

:

I XI I >
￡ ,

i = l

,

2

,

⋯
, n

}

,
1

2
= { l

,

2 ⋯
, n

} \I

, ,

求解以下方程组

A 、xl
,

= b
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A天y
‘

~ C 、

令 Xl == 0
,
i 〔I:

,

于是 (踢
、

x 丢)
,
y

’

分别是间题(2
.
1)一(2

.
2)和(2

.
3)一(2

.
4)的解

。

在实际计算中可以把 v 哟的分量按其大小的顺序排列
,

取第 m 十1 个为
。
的值

5
·

数值试验

对实际的数值运算
,

应用拉格朗日乘子估计是十分有效的
,

对以下几组数据
,

我们对

直接应用算法 A 进行计算的和算法 A 的基础上应用拉格日乘子进行计算做了比较

间间题题 行数数 列数数 非零元个数数 算法 人 迭代次数数
.
算法A 十las

r
an , 乘子枯计迭代次数数

11111 2777 5111 10222 1555 1000

22222 4111 8777 17888 l888 1666

33333 9666 16222 77777 2555 2333

44444 11777 25333 117999 3555 2222

55555 28222 54888 994111 2888 2444

66666 44222 86888 1603666 3666 3444

77777 67444 160666 480888 3666 3222
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