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利用上凸函数对决策树算法的改进
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摘� 要:针对决策树分类方法的计算效率进行深入研究, 根据信息增益计算的特点, 引入了上凸函数的概念,用于

提高决策树分类过程中信息增益的计算效率。利用我们所提出的� 一致性定理�和� 特殊一致性定理� , 从理论上证

明了利用上凸函数对信息增益计算进行改进后,构造的决策树与原决策树具有相同的分类准确率。同时我们通过

对大数据集的实验,发现在相同规模的数据集下, 改进后的决策树算法比原算法有更高的计算效率, 并且这种计算

效率的提高有随着数据集规模的增加而增加的趋势。
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1 � 引言

目前在数据挖掘领域中, 存在许多解决分类问

题的模型, 诸如神经网络[ 1]、遗传算法[ 2]、模糊数

学[ 3]、贝叶斯分类[ 4]、粗糙集[ 5]等方法。分类知识

发现领域中这些方法的使用都已经取得了令人满意

的效果
[ 6, 7, 8]

,但使用最为广泛的分类模型仍然是决

策树算法
[ 9, 10, 11]

。决策树分类模型之所以被广泛

使用,主要有以下几个方面的原因:

( 1)与神经网络或贝叶斯发类等其他分类模型

相比,决策树的分类原理简单易懂,很容易被使用人

员理解和接受。

( 2)在决策树分类过程中,不需要人为设定任何

参数,更适合于知识发现的要求。

( 3)决策树分类方法不需要任何除训练数据集

和测试数据集以外的附加信息, 保证决策树与其它

分类方法相比具有更高的分在速度。

( 4)决策树分类方法与其它分类模型相比,具有

非常好的分类准确率。

2 � 决策树算法的改进

2�1 � ID3决策树改进算法的原理
ID3决策树算法的核心思想是利用信息熵原

理,选择信息增益最大的属性作为分类属性, 递归地

拓展决策树的分枝,完成决策树的构造。

信息增益计算公式的基本形式为 gain( A ) =

I ( P) - E ( A ) ,其中 E ( A ) 为属性 A 作为分类属性

后的信息熵, 其表达形式为 E( A ) = �
v

i= 1
Pi �

I ( p j ) , v 为分类属性的取值种类, I ( p j ) 称为信息

量。信息量 I ( p j ) 计算公式的基本形式为 I ( p j ) = -

�
n

i= 1
pj � logp j ,其中 n为类主属性的取值种类, p j 为

某一类主属性所覆盖的记录数占该分类属性上总的

记录数的百分比。

由公式 I ( p i ) = - �
n

i= 1

p j � logpj ,其中�
n

i= 1

p j =

1, n � N 的特点,我们提出针对信息量计算的改进

方法,用以简化信息量计算的复杂度。

信息量计算公式中, 用 log2 p 函数作为信息量

的计算单位(以下简写为 logp ) ,根据 logp 函数的基

本性质,推出信息量计算的改进方法。

定量 1: 设 f ( x ) 在[ a, b] 上连续, 在( a, b) 内

具有一阶和二阶导数, 那么

(1) 若在( a, b) 内, f �( x ) > 0,则 f ( x ) 在[ a,

b ] 上的图形是上凹( Concave) 的;

(2) 若在( a, b) 内, f �( x ) < 0,则 f ( x ) 在[ a,

b ] 上的图形是上凸( Convex ) 的。

信息量计算公式中所用的 logp 函数中, p 代表

某一类记录数占总记录数的百分比, 其定义域为[ 0,

1] ,并且当[ 0, 1]上任意两点 p 1, p 2,满足 p 1- p 2=

�p � �( o) 时, logp 函数在[ 0, 1] 区间上连续, 所以

第 12 卷 � 第 4 期

2004 年 � � 8月
� � � � � � � � � � �

中国管理科学

Chinese Journal of Management Science
� � � � � � � � � � �

Vol. 12, No. 4

Aug . , � 2004



可以根据定理 1, 检验 logp 函数的凹凸性。

因为( log�p ) = 1
p � ln 2, ( log�p ) = -

1
p
2 � ln 2

< 0,所以根据定理1可知, logp 函数在定义域[ 0, 1]

上是上凸函数。

由上凸函数的基本性质, 可得如下结论:

性质 1:若对于任意的 �, � � [ a, b ] , t � ( 0,

1) ,若 f ( x ) 在[ a, b ] 上为上凸函数,则有

tf ( �) + (1- t ) f ( �) � f [ t�+ (1- t) �]

(公式 2�1)
恒成立。

由于前面已经证明 logp 在[ 0, 1] 上是上凸函

数, 所以对于二值类主属性的信息量计算公式

I ( p 1, p 2) = - ( p 1logp 1+ p 2logp 2) ,其中 p 1+ p 2 =

1,根据上凸函数的性质, 可以简化为 I ( p 1, p 2) = -

( p 1logp 1+ p 2logp 2) �- log ( p 2
1+ p

2
2)。对于信息量

计算公式这样处理的好处是, 在利用 ID3算法,计算

分类属性的信息增益的过程中, 凡遇到与信息量计

算相关的内容都按上述方法进行简化处理, 可以减

小信息增益的计算费用。众所周知, 计算机对 logp

函数的取值计算是需要花费大量时间的, 上述二值

类主属性的信息量计算中,若按原 ID3算法, 则需要

对 logp 函数计算两次, 而利用改进的 ID3算法则只

需要对 logp 函数计算一次,就可以得出信息量的近

似值, 所以上述这种 ID3改进算法的使用会提高决

策树构造的效率。

以上是针对凸函数的基本性质, 处理二值类主

属性的信息量计算的简化问题。当类主属性取多值

时,信息量计算公式的形式为 I ( p j ) = - �
n

i= 1

p j �

logp j 时,其中 n � N ,应如何做相应的简化处理呢?

这时就需要用到凸函数基本性质的推广定理。

性质 2:设 f ( x ) 为凸函数, S 是非空凸集, x i �

S , �i � 0, �
m

i = 1
�i = 1, m � N , 则

�
m

i = 1
�if ( x i ) � f �

m

i= 1
�ix i (公式 2�2)

恒成立。

对于多值类主属性的信息量计算公式, 根据性

质 2可简化为- �
n

j = 1

p j logpj �- log �
n

j= 1

p
2
j 。

这种对多值类主属性的信息量计算的简化, 与

原 ID3算法计算 n个 log函数值相比,只需要计算一

次 log 函数值, 即可求出信息量的近似值,减少了( n

- 1)个 log函数值的计算过程,大大地提高了决策树

构造过程中信息量的计算效率。

2�2 � ID3决策树改进算法的理论证明
ID3决策树改进算法利用凸函数的性质, 简化

了信息量的计算复杂度, 但是采用改进算法选择出

的分类属性与原 ID3 算法选择出的分类属性是否

完全一致呢? 下面分别以二值类主属性和三值类主

属性为例,从理论上说明 ID3改进算法与原 ID3算

法可以获得完全相同的分类结果。

( 1)二值类主属性的情况

定理 2(一致性定理)在( 0, 1)区间上, 任意一点

p
�
1, 有 I ( p 1, 1- p 1) � I ( p�1, 1- p

�
1) 存在时,则-

log [ p
2
1+ (1 - p 1)

2
] �- log [ p

�2
1 + ( 1- p

�
1)

2
] 恒成

立。

证明: 信息量计算公式为 I ( p 1, p 2) = -

( p 1logp 1+ p 2logp 2) ,其中( p 1+ p 2) = 1,所以上述

公式可转化为 I ( p 1, 1 - p 1) = - [ p 1logp 1 + (1 -

p 1) log( 1- p 1) ]。对上述信息量计算公式求一阶导

数,得 I
�
( p 1, 1 - p 1) = log

1- p 1

p 1
。

当 p 1 =
1
2 时, I�( p 1, 1 - p 1) = log

1- p 1

p 1
=

0;

当 p 1 <
1
2
时, I�( p 1, 1 - p 1) = log

1- p 1

p 1
>

0, 此时函数 I ( p 1, 1- p 1) 单调递增;

当 p 1 >
1
2
时, I�( p 1, 1 - p 1) = log

1- p 1

p 1
<

0, 此时函数 I ( p 1, 1- p 1) 单调递减。

又 由 于 函 数 I ( p 1, p 2) = - ( p 1logp 1 +

p 2logp 2) 是关于 p 1 =
1
2 左右对称的,所以只讨论

p 1 <
1
2
或 p 1 >

1
2
其中的一种情况即可, 接下来,

我们选择 p 1 <
1
2
的情况进行讨论。

当 p 1<
1
2
时,由 I

�
( p 1, 1- p 1) > 0可知,在 p 1

� 0, 1
2
区间上,函数 I ( p 1, 1- p 1) 单调递增。又

根据凸函数的性质,有 I ( p 1, 1- p 1) = - [ p 1logp 1

+ (1- p 1) log(1- p 1) ] �- log[ p 2
1+ (1- p 1)

2
] 存

在, 其中函数 ( - log[ p 2
1 + (1 - p 1)

2
] )
�
= -

2
1

p
2
1 + ( 1- p 1)

2 � (2p 1- 1) > 0, 所以函数 -

log [ p
2
1+ (1- p 1)

2
] 在 0,

1
2 区间上也是单调递增
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的。

若在 0,
1
2
区间上, 任意一点 p

�
1,有 I ( p 1, 1 -

p 1) � I ( p�1, 1- p
�
1) 存在时,则有

1
2
> p 1 > p

�
1 恒

成立; 又由于函数 - log[ p 2
1 + (1 - p 1)

2
] 在

0, 1
2
区间上也是单调递增的, 进而推出- log [ p 2

1

+ (1- p 1)2] �- log[ p�21 + (1- p
�
1)

2
] 恒成立。同理

可证,在 0, 1
2
, 1 区间上, 上述证明过程仍然成立,

定理 2得证。

(2) 三值类主属性的情况

定理3(特殊一致性定理) 在(0, 1) 区间上,任意

两点 p
�
1, p

�
2,有 I ( p 1, p 2, 1- p 1- p 2) � I ( p�1, p �2,

1- p
�
1 - p

�
2) 存在,则 Con( p 1, p 2, 1- p 1 - p 2) �

Con( p
�
1, p

�
2, 1 - p

�
1 - p

�
2) 恒成立。其中 Con( p 1)

= - log ( p 1)
2
+

v - �1p 1

�2

2

+ (1- p 1 -

V - �1 p 1

�2
)
2

证明: 信息量计算公式为 I ( p 1, p 2, p 3) = -

( p 1logp 1 + p 2logp 2+ p 3logp 3) ,由于满足( p 1+ p 2

+ p 3) = 1, 所以信息量计算公式还可以表示为

I ( p 1, p 2, 1- p 1- p 2) = - [ p 1logp 1+ p 2logp 2+ (1

- p 1 - p 2) log(1 - p 1 - p 2) ] , 信息量计算公式

I ( p 1, p 2, 1- p 1 - p 2) 的空间形式表示为三维曲

面。由于三维曲面的空间形态难以表述, 我们利用

V = �1 p 1+ �2 p 2, ( �1 � 0, �2 � 0) 的平面截三维

曲面,研究三维曲面在平面 V = �1p 1+ �2p 2 上的

投影所形成的曲线的形状, 对比分析 ID3 算法和

ID 3改进算法的差异程度。

根据上述信息量计算公式可知,平面 V = �1p 1

+ �2p 2截曲面 I ( p 1, p 2, 1- p 1- p 2) 获得曲线的函

数形式如下: (为简化,以下用 I ( p 1) 替代 I ( p 1, p 2,

1- p 1 - p 2) 表示信息量)

I ( p 1) = - p 1logp 1 +
V - �1 p 1

�2
log

V - �1p 1

�2
+

(1- p 1
V - �1p 1

�2
) log( 1- p 1 -

V - �1 p 1

�2)

(公式 2�3)
对公式 2�3求一阶导数, 得

I�( p 1) = - logp 1 +
�1
�2

log
V - �1 p 1

�2
-

�1
�2
- 1 log 1 - p 1-

V - �1p 1

�2
(公式 2�4)

公式 2�4中, �1, �2 取不同的值, 表示不同的平
面截曲面 I ( p 1, p 2, 1- p 1- p 2) 获得不同的曲线,

当 �1 = �2时,公式2�4的形式转化为 I�( p 1) = log

V - �1p 1

�1 p 1
。

当 p 1 =
V

2�1
时, I�( p 1) = log

V - �1p 1

�1 p 1
= 0;

当 p 1<
V
2�1
时, I�( p 1) = log

V - �1 p 1

�1 p 1
> 0,此

时函数 I ( p 1) 单调递增;

当 p 1>
V
2�1
时, I�( p 1) = log

V - �1 p 1

�1 p 1
< 0,此

时函数 I ( p 1) 单调递减。

又由于用 V = �1p 1+ �2p 2, ( �1 = �2) 平面截

得的曲线 I ( p 1) 是关于 p 1 =
V

2�1
左右对称,所以只

讨论 p 1 <
V

2�1
或 p 1 >

V
2�1
其中的一种情况即可,接

下来,我们选择 p 1 <
V

2�1
的情况进行讨论。

当 p 1 <
V

2�1
时, 由 I�( p 1) > 0可知, 在 p 1 �

0, V
2�1

区间上,函数 I ( p 1) 单调递增。又根据凸函数

的性质, 有 I ( p 1) �- log ( p 1)
2
+

V - �1 p 1

�2

2

+

(1- p 1-
V - �1p 1

�2

2

] ,设

Con ( p 1) = - log ( p 1)
2
+

V - �1 p 1

�2

2

+ (1- p 1-
V - �1 p 1

�2
)
2

当 �1 = �2 时, 有 Con�( p 1) = -

2

( p 1)
2
+

V - �1p 1

�1

2

+ (1- p 1-
V - �1p 1

�1
)
2
�

2�1 p 1- V

�1
> 0, 所 以 函 数 Con( p 1) = -

log ( p 1)
2
+

V - �1 p 1

�2

2

+ (1 - p 1-
V - �1 p 1

�2

2

]

在 0,
V

2�1 区间上也是单调递增的。

若在 0,
V

2�1
区间上,任意一点 p

�
1,有 I ( p 1) �

I ( p
�
1) 存在时,则有

V
2�1

> p 1 > p
�
1恒成立; 又由于

函数 Con( p 1) = - log ( p 1)
2
+

V - �1 p 1

�2

2

+
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(1- p 1-
V - �1 p 1

�2
)
2
在 0,

V
2�1

区间上也是单

调递增的, 进而推出 Con( p 1) � Con ( p�1) 恒成立。

同理可证,在
V

2�1
, 1 区间上,上述证明过程仍然成

立,定理 3得证。

从上述的证明过程中,可以看出 ID3改进算法

与原 ID3算法在选择分类属性时,具有相同的分类

准确率。

2�3 � ID3决策树改进算法实例及对比分析
我们以十四条记录[ 12]为基础, 随机生成多条记

录组成多个数据集,仍然在 Celeron900, RAM256的

计算机上, 利用 PB8�0前端开发工具,实现 ID3 算

法和 ID3改进算法构造决策树的过程。然后, 利用

ID3算法和 ID3 改进算法构造的决策树, 分别从以

下几个方面进行对比分析:

( 1)生成决策树的形态

根据 ID3改进算法的基本原理以及 ID3 算法

和 ID3改进算法对比分析, 可以发现, ID3改进算法

在构造决策树的过程中, 计算出的信息量与信息量

的实际数值非常接近。同时根据我们提出并证明的

两个�一致性定理�, 可以保证决策树节点分类属性
选择的一致性,所以经过实验分析,我们发现在不同

规模的数据集中, 利用 ID3算法和 ID3改进算法构

造的决策树,在�节点数量�, �叶节点数量�, �树的深
度�, �规则数量�等几个方面完全相同,说明 ID3改

进算法构造的决策树具有与 ID3算法构造的决策

树完全相同的分类准确率。

( 2)生成决策树节省的时间率

ID3改进算法在计算信息量时, 花费的计算时

间在绝大多数情况下,比 ID3算法花费的时间少许

多,这就决定了利用 ID3 改进算法构造决策树花费

的时间也应该比 ID3算法花费的时间少。为了证

明上述结论, 我们分别以不同规模的数据集, 利用

ID3算法和 ID3改进算法构造决策树。在每一个数

据集中, 分别利用上述两种方法对决策树逐级拓展

过程中, 计算决策树每个节点上的信息增益所花费

的计算时间进行测试, 取十次计算时间的平均值作

为算法确定信息增益花费的计算时间。然后通过上

述实验数据,对比分析在构造决策树的过程中, 随着

数据集规模的变化, ID3改进算法比 ID3算法在计

算信息增益过程中节省时间率的变化情况。

表 1 � ID3 算法和 ID3 改进算法计算信息增益所用的计算时间 � (单位:毫秒) �

记录数量 n 102 5* 102 103 5* 103 104 5* 104 105 1�3* 105 5* 105 106

ID3所用时间- 平 3�74 3�74 3�72 3�67 4�76 3�60 3�55 3�45 3�82 3�90
ID3改进所用时间- 平 3�45 3�48 3�45 3�40 4�54 3�34 3�28 2�85 3�14 3�34

节省时间 0�29 0�26 0�26 0�27 0�22 0�26 0�27 0�60 0�68 0�56

节省时间率( %) 7�73 6�83 6�88 7�36 4�52 6�85 7�21 17�14 17�78 14�40

� � 从表 1中, 可以看出,在 100- 10万条记录的数

据集规模下构造决策树时,改进的 ID3算法计算信

息增益的效率比原算法平均提高 8%左右; 在 10万

- 100万条记录的数据集规模下构造决策树时, 改

进的 ID3算法计算信息增益的效率比原算法平均

提高 15%左右,这充分说明使用 ID3改进算法能够

以更高的效率构造决策树。

根据表 1中的实验数据, 得出 ID3 改进算法节

省时间率随数据集规模的变化趋势, 如图 1所示:

图 1� ID3改进算法节省时间率随数据集变化趋势

� � 从图 1中, 可以看出, 在构造决策树的过程中,

随着数据集规模的增大, ID3 改进算法与 ID3 算法

相比,所节省的计算时间有增多的趋势,这说明在处

理大规模数据集的决策树构造过程中, ID3改进算
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法在计算效率上比 ID3算法有更大的优越性。

从上述�生成决策树的形态�和�生成决策树的

节省时间率�两个实验得到的结果可以得出如下结

论:

( 1) ID3改进算法构造的决策树与 ID3 算法构

造的决策树有完全相同的形态和分类准确率。

( 2)在相同规模的数据集中, ID3改进算法构造

决策树所用的计算时间比 ID3 算法构造决策树所

用的计算时间少,充分说明 ID3 改进算法提高了决

策树构造的效率。

3 � 结论

本文根据 ID3 算法中的信息增益计算原理的

特点,利用上凸函数的性质简化信息增益的计算, 进

而提高 ID3算法中信息增益的计算效率。同时从

实验和理论两方面证明, 改进的 ID3算法与原 ID3

算法相比,具有相同的准确率和更高的计算速度。

在实际应用方面,我们以武钢 1995- 2002年的

销售数据为基础, 经过对原始数据集的预处理, 以

�钢材利润率�作为类主属性,选择�销售地区�、�销

售产品�、�客户行业�、�销售渠道�等属性作为候选

属性, 利用改进的 ID3算法对武钢销售数据进行分

类知识发现。得出诸如� 产品大类= 线材 �客户行

业= 电力 �销售地区= 华南 钢材利润率= 低�此类

的规则,为武钢销售公司对钢材销售市场的预测分

析提供有力的决策支持。
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An Improved Algorithm of Decision Trees by Using the Convex Function

GAO Xue- dong, YIN A- dong, ZHANG Jian, GONG Yu, WU Sen

( School of Management, Beijing University of Science and Technology, Beijing 100083, China)

Abstract: In this paper, we research deeply the theory of decision trees induct ion. According to the character of

expected informat ion and the quality of convex function, w e propose a new algorithm to raise the eff iciency of

calculating expected informat ion in the process of inducing the decision trees. By using the theory of consistency

and special consistency, w e also prove that the accuracy of decision trees const ructed by the improved algorithm is

equal to the one of ID3 algorithm. At the same t ime, through the experiment of testing the large datasets, w e find

that the new algorithm has higher calculat ive efficiency than the old one in the same datasets. Moreover w ith the

larger scale of datasets, the calculat ion of expected informat ion has more rapid ef ficiency.

Key words: decision tress; ID3 Algorithm; convex function; expected information
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