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风险资产市场组合的替代品问题的理论探讨
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摘 要:探讨 CAPM 中风险资产市场组合的替代品选择问题。指出只有算术平均指数(拉斯贝尔指数)表示的市场

指数组合才适宜用来代替真正的市场组合。通过选取 s 个代表风险资产, 得出从中选取有效资产组合作为真正的

市场组合的替代品的条件。
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1 引言

美国诺贝尔经济学奖获得者 M arkow itz[ 1]

( 1952)第一次从风险资产的收益率与风险之间的关

系出发,讨论了不确定经济系统中最优资产组合的

选择问题,获得了著名的基金分离定理,为资产定价

理论奠定了坚实的基础。在此基础上, 另一位美国

诺贝尔经济学奖获得者 Sharpe[ 2] ( 1964)和其他二

位学者Lintner
[ 3]

( 1965)及Moosin
[ 4]

( 1966) , 在比较

强的市场和投资者行为假设下, 各自独立地得出了

M arkowitz均值- 方差的均衡版本, 即资本资产定

价模型( CAPM )。这是 Sharpe 等人对金融经济学

一个重要的贡献。

虽然 CAPM 奠定了现代资本市场均衡定价理

论的核心基础, 但它却建立在一系列严格的假设基

础上, 从而使其对市场的实际指导作用受到较大限

制。于是,从 7- 80年代以来,以 Breeden [ 5] ( 1979)、

Rubinstein[ 6] ( 1976)、Elton 和 Gruber[ 7] ( 1978)等人

为代表的一大批金融经济学家致力于研究寻找更接

近实际的资产定价均衡理论, 并推出了一系列的

CAPM 衍生 模型, 如 消费 导向 CAPM ( 即

CCAPM )。此外, Fama[ 8] ( 1970)研究了多个持有期

的CAPM。Merton[ 9] ( 1973)研究了连续时间跨期

CAPM ( 即 ICAPM )。Cox、Ingersoll 和 Ross[ 10]

( 1985)、Fama 和 French [ 11] ( 1993)、Magill 和 Quzi

i
[ 12]

( 2000)的研究则将 ICAPM 作了一般性的推广。

CAPM 的主要假设之一是关于所有资产都市

场化的假设,即市场组合包含所有资产,这即使在资

本市场高度发达的西方国家也难以达到, 因为像人

力资本投资、珍品收藏、黄金珠宝投资等难以包括在

资本市场中[ 13- 16]。因此, 市场组合在实际市场中

就成为一个无法实际观测的概念, 任一资产与市场

组合的相关性以至于系统风险都无从观测和分析。

本文针对 CAPM 这条假设的不足,从理论上探讨在

什么条件下, 选取的代表资产组合可以用来代替真

正的资产市场组合。

2 问题的提出

从 20世纪 70年代以来,西方学者对 CAPM 进

行了大量的实证检验。如 Black、Jensen 和 Sc

holes[ 17] ( 1972)对 1931 年至 1956 年间美国证券交

易所所有股票数据所作的研究; Fam a 和 M ac

beth[ 18] ( 1973)对美国证券市场所作的研究, 等等。

早期的检验结果表明, 西方成熟证券市场中股票定

价基本符合 CAPM。

近年来, 随着多因子模型的发展, 大大提高了

CAPM 的经验检验效果。例如, Shanken
[ 19]

( 1990)、

Ferson和 Schadt [ 20] ( 1996)、Jagannathan和Wang[ 21]

( 1996)、Cochrane[ 22] ( 1996)利用可揭示市场期望信

息的 价格比 变量描述市场因子, 从而扩展了传统

的 CAPM ,使 CAPM 的经验检验效果得到加强。

然而,前面已经说过,真正的市场组合包含了所

有资产,其中某些资产的收益率不可观测,故难以得

到真正的市场组合 m,也就是说,市场组合在实际市
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场中是一个无法观测的概念, 只能使用它的替代品

m。比如对 NYSE 和 AMEX, 大多数检验使用其股

市的价值权指数或等权指数, 如标准普尔 500 股指

等。

Roll[ 23] ( 1977)对当时的实证检验提出了质疑。

他认为:由于无法证明市场指数组合是有效市场组

合,因而无法对 CAPM 进行检验。

正因为如此,基于 CAPM 的实证检验在更多的

场合下是不成功的, CAPM 不能同时解释时变利率

以及证券平均报酬率的横截面模式,对国际横截面

数据不能显著通过检验。有关横截面层面上的个股

股价异常证据, 一般又称 个股的横截面可预测性证

据 , 主要包括两方面,其一为规模效应,其二为价值

效应。一般地, 前者是指股票报酬率与公司规模负

相关的一种经验现象; 后者是指股票报酬率与账面

市值比正相关的一种经验现象。对于这两个显著悖

于 CAPM 的异常现象,西方学者进行了大量的较系

统的研究。例如, Banz[ 24] ( 1981 )、Reinganum[ 25]

(1981)、Keim
[ 26]

( 1983)等学者专门对规模效应进

行了研究, Stat tman[ 27] ( 1980)、Rosenberg、Reid 和

Lanatein [ 28] ( 1985)、Chan、H amao 和 Lakonishok [ 29]

( 1991)等学者专门对价值效应进行了研究, 而 Let

tau和 Ludvigson[ 30] ( 1999)、Chui和 Wei[ 31] ( 1998)

等学者则对这两种异常现象同时开展研究。

近年来,我国学者在进行类似的检验时, 对上海

股市,一般用上海A 股综合指数作为市场组合的替

代;对深圳股市, 一般用深圳 A 股成份指数作为市

场组合的替代。但这些市场指数组合是否为有效市

场组合也并没有经过证实。高道德和娄静
[ 32]

( 2002)利用 1996年至 2000年初的日收益率数据,

找出了一些资产组合作为市场指数组合的反例, 它

们的收益率均值与上证综合指数收益率均值相等,

但其方差比上证综合指数收益率的方差小。从而说

明上证综合指数组合严格地说不能代替真正的市场

组合。

因此, 很有必要在理论上探讨一下 m̂ 在什么情

况下可用来代表真正的市场组合 m。尤其对存在较

多问题的我国证券市场[ 33, 34] 更有必要。从而使

CAPM 的实证检验建立在较可靠的理论基础上。

3 关于市场组合的替代品

3 1 能成为市场组合替代品的市场指数组合的形式

退一步说, 如果允许存在一定误差的前提下, 用

市场指数组合代替真正的市场组合,也要注意市场

指数的形式。证券的加权指数通常有如下两种形式

(略去固定乘数) :

( )加权算术平均指数(又称拉斯贝尔指数)

It =

n

i= 1
P itQ i 0/

n

i= 1
P ioQi 0 (1)

( ) 加权调和平均指数(又称派氏指数)

It =

n

i= 1
P itQ it /

n

i= 1
P ioQ it (2)

其中 P io , P it 分别表示第 i 证券在基期、第 t 期的价

格; Q i 0, Q it分别表示第i证券价格在基期、第 t期的

权数,它可以是证券的流通量、成交量、总股本、成交

金额,等究竟用哪一种,由证券交易所依情况而定。

常用的证券收益率的形式有 R i t = ( P it+ 1 -

P it ) / P it , R it = P it+ 1/ P it , 或它们的自然对数形式。

相应的市场指数收益率的形式为 r m̂t = ( I t+ 1 -

It ) / It , r m̂t = It+ 1/ I t。

若选用加权算术平均指数, 则可化为

r m̂t =

n

i= 1

( P it+ 1- P i t ) Q i 0/

n

i= 1

P itQ io =

n

i= 1

ri t ( P itQ i 0/

n

i= 1

P i tQ i 0) =

n

i = 1

r itw m̂i t (3)

Rm̂ t =

n

i= 1
P it+ 1Q io /

n

i = 1
P itQi 0 =

n

i= 1
R it ( P i tQ i 0/

n

i= 1
P itQ i0) =

n

i= 1
R i tw m̂ it (4)

其中 w
m̂
jt = P itQi 0/

n

i= 1
P itQ i 0, j = 1, 2, , n;

n

j= 1
w
m̂
it = 1 (5)

所以, w m̂
t = ( w

m̂
1t , w

m̂
2 t , , w

m̂
nt ) 完全符合一

个资产组合的形式。

但若选用加权调和平均指数, 则无法化为上述

形式。因此, 只有用加权算术平均指数表示的市场

指数组合, 才可近似地用来代表真正的市场组合。

在我国,上证综合指数是加权算术平均指数,而深证

成分指数是加权调和平均指数, 故后者不宜用来近

似地代表真正的市场组合。

3 2 市场组合的替代品的条件

3 2 1 选择代表风险资产的基本假设

我们可以对证券市场的所有可交易风险资产进

行分类,比如将同一行业的股票看作一类,又如将同

一信用级别的公司债券看作一类,等等,使得

( i)同一类里面的资产收益率可近似地互相线

性表示;

( ii)不同类之间的资产收益率则不能互相线性
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表示,即不同类之间的资产收益率是线性无关的。

要做到第二点,可计算不同种类风险资产的收

益率相互之间的相关系数, 使得相互之间的相关系

数近似于 0, 否则, 重新分类, 直至满足这一条件。

为避免代表风险资产选择的随意性,可选择一种便

于计算的价值指标(如证券帐面价值, 市盈率, 净资

产收益率,每股收益,等等) ,每一类中以该价值指标

值最好的资产作为代表。

假设无摩擦证券市场上这样的类有 s个, 每一

类中选出一个代表风险资产, 则这 s个代表风险资

产的收益率可近似地表示整个市场上风险资产的收

益率。

我们既可用投资额的比例权重向量表示资产组

合,也可以用投资于各种资产的数量构成的向量表

示资产组合。在这里, 为区别起见, 我们用 w
p
=

( w
p
1, w

p
2, , w

p
s ) (满足

s

i= 1

w
p
i = 1) 表示资产组合

p ,其中 w
p
i 为投资于第 i个代表资产的投资额的比

例,而用 x
p
= ( x

p
1, x

p
2, , x

p
s ) 表示投资组合 p ,其

中 x
p
i 为投资于第 i个代表资产的数量, x pi > 0表示

买入(或称做多) , x
p
i < 0表示卖出(或称做空)。由于

假设证券市场无摩擦,即证券市场无任何交易成本、

税收,无卖空限制, 资产数量无限可分, 故 x
p
i 可以取

某区间(- a, a) ( a > 1) 内的任意实数。

设第 i 类代表风险资产的收益率为 r i , 其均值

为 E ( r i ) = r i , i = 1, 2, , s, 记 r = ( r 1, r 2, ,

rs) 。令 ij = cov ( r i , r j ) , i , j = 1, 2, , s, 其中 ii

=
2
i = Var ( r i )

2
i ( r i ) 为 r i 的方差, =

( ij ) s s 为 s 个代表风险资产收益率的协方差矩阵,

显然, 是对称的。又对于任意 s 维常数向量 x =

( x 1, x 2, , x s) 0(但有可能
s

i= 1
x i = 0) , 令 | x

| = max( | x 1 | , | x 2 | , , | x s | ) 0,显然 x / | x

| 可看作某投资组合,该投资组合的收益率为 x r / |

x | ,由于 r 1, r 2, , rs 线性无关,故 x r / | x | 0,

于是可得

x x = | x |
2
( x / | x | ) ( x / | x | )

= | x |
2
Var ( x r / | x | > 0 (12)

所以, 是正定的。

下面设除了所有资产都市场化和证券市场处于

均衡状态的假设之外, CAPM 的其它基本假设仍成

立。

3 2 2 与 CAPM 类似的结果

仿 CAPM 的推导, 可得出由 s个代表风险资产

构成的证券市场上相应的资产定价关系式。为了后

面主要结论证明的需要,仍给出简略的推导。

按照 M arkow itz的资产组合均值- 方差准则,

投资者选择资产组合的规律是: 对给定的收益率均

值 r p , 选择风险资产组合使其总风险最小。用数学

语言它可描述为以下的二次规划问题

min
2
p / 2 = w w / 2 (13)

s t w r = rp ; w l = 1

其中 l 表示分量均为 1的 s 维向量。

用拉格朗日 ( Lagrange)系数法求解问题 ( 13) ,

得其解为

w
p
=

- 1
( ( C - Brp ) l + ( Ar p - B ) r ) / D

(14)
2
p = ( A r

2
p - 2Br p + C) / D = A ( r p -

B/ A )
2
/ D + 1/ A (15)

其中 A = l
- 1
l , B = l

- 1
r , C = r

- 1
r , D

= A C- B
2。因 正定易知 A > 0, C > 0, D > 0。

现在假设无摩擦证券市场上除了上述 s 个代表

风险资产外,还存在一个无风险资产,其收益率为无

风险利率 rf ,
2
f = Var ( r f ) = 0。现在的资产组合 p

是( w
p
0, w

p
1, w

p
2, , w

p
s ) , 满足

s

i= 0
w
p
i = 1。若仍用

w
p
= ( w

p
1, w

p
2, , w

p
s ) 表示资产组合 p 对应的风

险资产组合部分, 则有, w p
0 = 1 - ( w

p
) l。于是, 与

式(13) 相应的最小方差资产组合问题可以表示成

以下的二次规划问题

min 2
p / 2 = w w / 2

s. t . w r + (1 - w l ) rf = r p (16)

同样用拉格朗日( Lagrange) 乘数法求解问题

( 16) ,得其解为

w
p
= ( rp - r f )

- 1
( r - rf l ) / H (17)

2
p = ( r p - rf )

2
/ H 或 r p = r f H p (18)

其中 H = ( rf l - r )
- 1
( rf l - r ) = A r

2
f - 2Brf

+ C = A ( rf - B / A )
2
+ D / A > 0。

命题 1[ 35] 设资产组合 p 是不为无风险资产

组合 w
f
= (1, 0, 0, , 0) ( s + 1维向量) 的任一给

定的有效资产组合(在射线上!) ,则对任意的资产组

合 q (不一定有效) ,有

r q = rf + qp ( r p - rf ) , qp = cov( r q , r p ) /
2
p

(19)

由式(19) 可得相应的单因素模型
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r q = q + qprp + q (20)

其中 q为资产组合q的特殊收益率, 系数 qp 表示资

产组合 q 的收益率随有效资产组合p 的收益率变化

的幅度, q 为随机误差顶, 服从正态分布, 且满足

cov( r p , q ) = E ( q) = 0。

命题 2[ 35] 当 rf < B / A 时,射线 Rp : r p = r f

+ H p 与双曲线H p :
2
p = A ( rp - B / A )

2
/ D +

1/ A 的右上半支有唯一切点 T ( t , r t ) , 其中 t =

H / (B - Ar f ) , rt = ( C- Br f ) / ( B - Arf ) ,对应

的有效资产组合为 w
t
=

- 1
( r - rf l ) / ( B -

A rf ) , w
t
0 = 1- ( w

t
) l = 0。

将切点组合 t 代替式(21) 中的有效资产组合

p , 可得类似的资产定价关系式和单因素模型。

3 2 3 成为市场组合替代品的条件

接下来讨论从上述 s 个代表资产中选择的有效

资产组合在什么条件下可用来代替真正的市场组

合。

为了区别起见, 设第一段所述的 n 个风险资产

的收益率均值现在用 r i , i = 1, 2, , n , 表示, 其它

字符的意义与本节相同。则真正的市场组合收益率

均值 r m =

n

i= 1
w

m
i r i。由 s个代表资产的选择原则, 近

似地有

r i =

s

j= 1
w
i
jr j ,

s

j

w
i
j = 1, i = 1, 2, , n (21)

令 w
m
= ( w

m
1 , w

m
2 , , w

m
s ) , w

m
j

=

n

i = 1

w
m
i w

i
j , j = 1, 2, , s,则

( w
m
) l =

s

j= 1
w
m
j =

s

j = 1

n

i= 1
w
m
i w

i
j =

n

i = 1

s

j= 1

w
m
i w

i
j =

n

i= 1

w
m
i (

s

j= 1

w
i
j ) =

n

i= 1

w
m
i = 1

rm =

n

i = 1
w

m
i r i =

n

i = 1
w

m
i (

s

j = 1
w

i
j r i ) =

s

j = 1

(

n

i = 1

w
m
i w

i
j ) r j =

s

j = 1

w
m
j r j (22)

下面给出本文的主要结论。

命题 3 对于给定的 w
m
,存在唯一的有效资产

组合 m̂ , 使 m̂m = 1。若进一步满足: 对任一资产组

合 q, rq = q + qm̂r m̂ + q , 有 cov( q , r m) = 0, 则

qm = qm̂ , 即真正的 Beta系数可以通过 m̂ 来估算。

证明 根据式(17) , 取有效资产组合 w
p
= ( rp

- rf )
- 1
( r - r f l ) / H , w

p
0 = 1- ( w

p
) l , 并使

( w
p
) w

m
= ( w

m
) w

m
(23)

可 得 ( ( rp - rf ) / H ) ( r - rf l ) w
m

=

( w
m
) w

m
,它有唯一解

rp = r m̂ = H ( w
m
) w

m
/ ( r - rf l ) w

m
+ rf

(24)

对应地

w
p
= w

m̂
= ( r m̂ - rf )

- 1
( r - rf l ) / H , w

p
0

= w
m̂
0 = 1- ( w

m̂
) l (25)

且由式(23) ,得

m̂m = cov ( rm̂ , r m) / cov( r m , rm ) =

( w
m̂
) w

m
/ ( w

m
) w

m
= 1 (26)

由命题假设和式( 26) , 可得

qm = cov( r q , r m) / cov( r m , rm ) = cov( q +

qm̂rm̂ + q , rm ) / cov( r m , r m) = qm̂ cov( r m̂ ,

r m) / cov( r m , r m ) = q m̂ m̂m = q m̂。 证毕。

3 2 4 市场组合替代品的条件的讨论

由于市场组合受个别资产组合的影响很小,故

条件 cov( q , r m) = 0近似地成立。因此,成为市场组

合 m的替代品m̂ 的关键条件是: m̂m = 1,即替代品

m̂ 具有单位 Beta系数。

现在的问题是, 我们无法观测到 m, 因而无法

得到 w
m
,从而求不出 m̂。下面给出几种解决方法。

(1) 取 m = m 0为证券市场指数, 计算 m 0 由 s

个代表风险资产表示的 w
m
, 再根据命题 3求出 m̂。

注意,这里 m 0 不一定是有效资产组合, 但 m̂ 一定

是。

( 2)根据标准 CAPM 的结论, 市场组合= 切点

组合, 故在 s个代表风险资产构成的证券市场上,取

w
m
= w

t
=

- 1
( r - r f l ) / ( B - Ar f ) 也是较合理

的。这时,必有 w
m̂
= w

t
, 且 cov( q , r m) = 0自然成

立,从而 qm = qt , 即真正的 Beta系数可以通过切

点组合 t 来估算,而这时的 w
t 是可求出的。

( 3)其实上述问题在近似计算中是经常遇到的,

常用的解决办法是用迭代算法。借助于这一思想,

下面给出求替代品 m̂ 的近似算法。

若 m̂m = 1,由 CAPM标准方程(4) 可得: r m̂ =

rf + m̂m ( r m - rf ) = r m ,即有

( w
m̂
) r = ( w

m
) r (27a)

( w
m̂
) w

m
/ ( w

m
) w

m
= 1 (27b)

方程组(27)可化为 w
m̂
= F( w

m
) 的形式, 用标

准的非线性方程组的迭代算法即可求得替代品 m̂。
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但此过程过于复杂, 不适合应用的需要。下面给出一

种简化的算法。

我们选取 m 的初值为证券市场指数 m 0, 由命

题3求出 m̂ 0;再求 m 的修正值; m 1 = m 0+ ( m̂ 0-

m 0) / 2 = ( m 0 + m̂ 0) / 2(为书写方便, 这里将关于

w
p
的运算写成关于 p 的运算形式) , 并由命题 3 求

出 m̂ 1;依此类推,求得两个序列{ mk}、{ m̂ k} 及相应

的{ r m
k
}、{ rm̂

k
} 使方程(27) 成立。若 m 0 取在 m 近

旁,易知{ r m
k
} 和{ rm̂

k
} 是收敛的, { r m

k
} 的极限自然

认为是 rm (注意,因 m 无法观测,故 r m 亦未知)。由

柯西收敛定理, 随着 k的增大, | r m̂
k
- r m̂

k- 1
| 可任意

小, 所以可用 | rm̂
k
- r m̂

k- 1
| 来控制迭代次数。算法如

下:

设置初值: 给定精度 e0,令 k = 0, m = m 0(证

券市场指数) ,由命题 3求出 m̂ 0 和 r m̂
0
。

第一步: 修正 m、m̂k = k + 1mk = mk- 1 +

( m̂ k- 1 - mk- 1) / 2 = ( m k- 1 + m̂k- 1) / 2

由命题 3求出 m̂ k 和 rm̂
k

第二步:排列 m̂ k和 rm̂
k
, 并进行判断

将 m̂k 和 r m̂
k
列成表格

若 | r m̂
k
- r m̂

k- 1
| < e0,结束; 否则, 转第一步。

运算结束时所求得的 m̂ k 即为 m 的替代品。
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Study of Choosing a Substitute for the Market Portfolio of Risk Assets

ZOU Hui- wen1, 2, TANG Bing- yong1

( 1 Glor ious Sun School of Business and M anagement , Donghua University, Shanghai 200051, China;

2 Donghua Institute of Technology , Fuzhou 344000, China)

Abstract: The problem of choosing a subst itute for the market port folio of risk assets in CAPM is discussed It is

pointed out that only the market index portfolio formed by arithmet ic average index can properly replace the real

market portfolio By select ing s representat ives of risk assets, the condit ions of choosing a valid assets portfolio

from the s representat ives as a subst itute for the real market protfolio are obtained The new and comparat ively

complete proofs in w hich the two kinds of valid forw ard posit ions of asset portfolios are tangent have been

shown

Key words: capital assets pricing model( CAPM) ; valid assets portfolio; market port folio
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