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摘 � 要:在经济系统的分析研究中, 由于资源的有限性,我们总想以最少的投入获得最多的产出。本文给出了决策

单元输入总量最小且输出总量最大时的一种双准则 DEA模型, 并用线性加权和法对其进行了求解, 该模型能使所

有决策单元同时达到相对效率最优。
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1 � 引言

数据包络分析方法 ( Data Envelopment Analy-

sis,简称 DEA)是一种线性规划问题, 属于非参数评

价方法。它用来评价同类决策单元(简称 DMU )的

相对有效性。自 1978年著名运筹学家 A�Charnes�
等人提出第一个模型- CCR 模型[ 1, 2]以来, 新的模

型和理论不断涌现。现在数据包络分析方法已成为

管理科学与系统工程领域一种重要而有效的分析工

具。该方法借助单目标线性规划,在所定义的生产

可能集内,或固定投入, 将产出尽可能增大, 或固定

产出, 将投入尽量缩小。因此有基于输入型和基于

输出型两种 DEA模型。传统的 DEA模型是对被评

价决策单元逐个进行评价的, 是将决策单元逐一投

向有效前沿面, 找出其投影点[ 3- 5]等)。目前也有

不少国内外学者从输入和输出角度出发, 分别给出

了基于输入- 输出型的 DEA 模型[ 3, 4]。这些文献

的研究只注重了单个决策单元的输入最小和输出最

大, 没有考虑所有决策单元的总输入和总输出。

Golany (
[ 6, 7]

)、Beasley
[ 8]
、Athanassopoulos

[ 9]
等人从

输入或者输出角度考虑出发, 给出了如何在同类决

策单元种分配资源的新方法, 他们虽然考虑了所有

决策单元的输入或者输出, 却没有顾及到总资源在

各决策单元中的分配,因此会出现极端现象, 即资源

的分配相对集中于某一个或少数决策单元上, 使得

某些决策单元非有效, 因而有它的不合理性。文献

[ 10]给出了一种新的模型, 它克服了上述极端现象,

在保证决策单元总输入最小或者总输出最大的同

时,也能同时确定每个决策单元的投影点。本文在

此基础上将研究进一步深入,从全局出发即从输入

和输出两个角度同时出发,提出了一种新的投入-

产出型双准则 DEA 模型。在保证最大化各个决策

单元的相对效率的同时, 使得所有决策单元的总输

入最小,总产出最大。这些都是传统的 DEA模型所

不能解决的。该模型的优点在于它能将所有决策单

元同时投向有效前沿面, 得到使它们达到相对效率

最优的投影点。最后实例分析充分说明了此方法切

实可行。因此该方法为决策者提供一个新的决策方

向,这也是资源有效利用研究的一个重要课题。

2 � 传统 DEA模型回顾

假设有 n个决策单元DM Uj ( j = 1, 2, �n ) ,每
一个决策单元有 m 种输入,用向量 X j = ( x 1 j , x 2 j ,

�x mj )
T
> 0 表示输入值; 有 s 种输出, 记 Yj =

( y 1 j , y 2 j , �y sj ) T > 0为输出值。对于某个被评价的

决策单元 DM Uj 0, 其基于输入的 BCC模型( P)和基

于输出的 BCC模型( D)分别为:

m in�

s� t� �
n

j= 1
�jx j � �x 0

�
n

j= 1
�jyj � y 0

�
n

j= 1

�i = 1

�j � 0, �无约束

( P)
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max �

s� t� �
n

j = 1

�jyj � �y 0

�
n

j = 1

�j xj � x 0

�
n

j = 1
�j = 1

�j � 0, �无约束

(D )

( P)的经济含义是在保持产出 y 0 不变的前提下, 将

输入 x 0的各个分量按同一比例 �( � � 1) 减少。如

果 �< 1,则表明决策单元可以用比 DM Uj 0更少的

输入而获得相同的输出, 这说明 DM Uj 0必不是有效

的生产活动。( D) 的意义是在不增加输入量的情况

下,使输出量较 y 0以同比例 �( �� 1) 扩大。若 �>

1,此时的 DM Uj 0也不是有效的生产活动。我们看

到传统 DEA模型是将被评价决策单元逐个进行评

价,从而找到它们的投影点的。鉴于此,文献[ 10]给

出了一个新的 DEA 模型,将所有决策单元同时投向

有效前沿面,得出它们的投影点。它分为两个阶段,

第一阶段模型为:

min�

s� t� �
n

r = 1
�
n

j = 1

�jrx ij � ��
n

j = 1

x ij , � i

�
n

r = 1
�
n

j = 1
�jrykj � �

n

j= 1
y kj , �k

�
n

j = 1
�j r = 1, �r

�j r � 0, �无约束

这是一个含有 n
2
+ 1个变量, m + p + n 个约

束的线性规划问题,设 �
*
是该模型的最优解, 则模

型的第二阶段为:

max �
m

i= 1
si + �

p

k= 1
t k

�
n

r = 1
�
n

j = 1
�jrx ij = �

* �
n

j = 1
x ij - si , � i

�
n

r = 1
�
n

j = 1
�jrykj = �

n

j= 1
y kj + t k , � k

�
n

j = 1

�j r = 1, �r

�j r , si , t k � 0

该模型的突出特点是在所有决策单元总输出不减的

前提下,能使所有决策单元总输入达到最小。然而,

我们知道决策单元相对效率的高低并非只与投入水

平或产出水平因素有关系,而是受两种水平的共同

影响。在实际情况中, 从资源有限的角度出发, 我们

往往需要考虑当所有决策单元总输入量最少的同

时,它们的总输出量达到最大。因此,我们提出了如

下投入- 产出型模型。

3 � 新的投入- 产出型 DEA模型

如前所述,我们给出一种投入- 产出型综合评

价模型, 先来考虑当输入和输出都分别按同一比率

减少和增加时的情况。为此我们构造如下模型, 分

两个阶段。第一阶段为:

m in�

max �

s� t� �
n

r = 1
�
n

j= 1
�j rx ij � ��

n

j= 1
x ij , � i

� � 1

�
n

r = 1
�
n

j= 1

�j ry kj � ��
n

j= 1

y kj , �k

�� 1

�
n

j= 1
�jr = 1, � r

�jr � 0

(1)

这是一个含有 m+ p + n + 2个约束, n
2
+ 2个

变量的双目标规划问题。设 �
*
, �

*
是模型( 1)的最

优解,则第二阶段的模型 ( 2) 可如下构造 (第二阶

段) :

max( �
m

i = 1

si + �
p

k= 1

t k)

s� t� �
n

r = 1
�
n

j= 1

�j rx ij = �
* �

n

j= 1

x ij - si , � i

�
n

r = 1
�
n

j= 1
�j ry kj = �

* �
n

j = 1
ykj + tk , �k

�
n

j= 1
�jr = 1, � r

�jr , si , tk � 0

(2)

解模型( 2)得到相应向量 ( �*1r , �
*
2r ��*

nr ) 给每

一个 DM Ur 确定了一个目标点(即投影点)。这个投

影点可如下求得:

x
^

ir = �
n

j= 1

�*jr x ij , � i

y
^

kr = �
n

j= 1
�*jry kj , � k

由文献[ 10]知如下结论成立:

定理 1 � 对于任一 DM Ur , 由上述模型的第二阶段
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确定的投影点

( x
^

1r , x
^

2r , �, x
^

mr , y
^

1r , y
^

2r , �, y
^

p r ) 是 pareto 有效

的。

证明 � 用反证法。假设点 P 是非技术有效的, 那么

用BCC模型就会解得一个向量 ( �1r , �2 r , ��mr ) ,

满足 �
n

j = 1
�jr = 1, 从而确定了一个新的投影点

( x
-

1r , x
-

2r , �, x
-

mr , y
-

1 r, y
-

2r , �, y
-

p r ) 使得:

x
-

ir = �
n

j = 1
�j rx ij � x

^

i r , � i

y
-

kr = �
n

j = 1
�j rykj � y

^

k r , �k

因此至少对某一输入或输出, 上述的不等式是严格

的。假设输入 r
� 满足:

x
-

ir
� = �

n

j = 1
�j rx i�j < x

^
i r
�, 则对 DM Ur 来说,由异

于( �*
1r , �

*
2 r��*nr ) 的向量 ( �1r , �2r , ��nr ) 确定了

模型( 2)的一个可行解,其目标函数值如下:

�
m

i = 1
s

*
i + �

p

k= 1
t

*
k + �

m

i = 1
( x

^

i r - x
-

ir ) + �
p

k= 1
( y
-

kr -

y
^

kr ) > �
m

i = 1
s

*
i + �

p

k= 1
t

*
k

显然矛盾� 同理对输出 k
� 满足: y

-

kr = �
n

j = 1

�jryk�j >

y
^

k
�
r 时也有矛盾,定理得证。

针对双目标规划( 1)的特点,我们用线性加权和

法讨论其最优解的求解方法。

具体求解( 1)时,我们可以按照两个目标的重要

程度, 分别乘以一组权系数, 然后相加作为目标函

数,即求解模型( 1)转化为求解如下的单目标问题:

min�1�- �2�

( �, �, �) � R
( 3)

其中 R 是模型( 1) 的可行域,这里, ( �1 �2)
T � � 或

��。

其中 � = { � = ( �1, �2)
T
; �i � 0, 且�

2

i = 1
�i = 1} ,

�� = { � = ( �1, �2)
T
; �i > 0,且 �

2

i= 1

�i = 1}。�称

为 E
2
中的一个权向量。或 �1, �2 称为一组权系数。

关于权向量的选取方法后面将会提及。

下面讨论模型( 3)的最优解与模型( 1)的解之间

的关系。为了叙述上的方便我们将模型( 1)写成如

下多目标规划形式:

( VP ) minf ( x ) , x � R。

其中 f ( x ) = ( f 1( x ) , f 2( x ) ) = ( �, - �)。因而模

型(3) 可记为如下形式:

m in�Tf ( x )

x � R
(3- 3)

其中 x = ( �, �, �)。这样, 研究模型( 3)的最优解与

模型( 1)的解之间的关系就转化成了研究模型( 3-

3)与( VP)之间的关系

定理 2 � 对每个给定的 �
-

� �� (或 � ) , 则相应于模

型( 3- 3)的最优解必是( VP)的有效解(或弱有效

解)

证明 � 我们只证 �
-

� ��时的情形,因为 � � �的情

形类似可证。今设 x
*
是(3 - 3) 的最优解, 但不是

( VP) 的有效解,则必存在某个 x
-

� R 使得f ( x
-

) �

f ( x
*
)。因为 �

-

� �� 故知 �
- T
f ( x

-

) < �
- T
f ( x

*
) ,此

式说明 x
* 不是( 3- 3)的最优解, 矛盾。于是定理

得证。

由这个定理可知,当我们在 �
�
或 �中取不同的

�,一般可通过相应的( 3- 3) 求得( VP) 的不同的有

效解(或弱有效解)。于是我们自然要问:当我们遍取

�
�
或 �中所有的�时,是否能求得( VP)的所有有效

解(或弱有效解) 呢?换句话说,当取遍 � � ��或 �

时,由( 3- 3)得到的最优解集与( VP) 的有效解集

(或弱有效解集)是否相等? 也即定理 2的逆定理是

否成立? 一般说来,回答是否定的,但又有如下结论

成立:

定理 3 � 若( VP)是凸多目标规划,那么对( VP)的任

一弱有效解(或有效解) x
-

,都必存在一个 � � � ,使

得 x
-

是(3 - 3) 的最优解。

证明 � 因为 x
-

是( VP) 的若有效解, 故不存在 x �

R ,使 f ( x ) < f ( x
-

) ,即不存在 x � R 使f j ( x ) <

f j ( x
-

) , j = 1, 2。换句话说, 不等式组 f j ( x ) - f j ( x
-

)

< 0, j = 1, 2, 在 R上不相容。由于( VP)是凸多目

标规划,即诸 f j ( x ) 是凸函数, R是凸集, 于是由不

等式组的不相容定理知,必存在 2个不全为零的数

�
-

j � 0, j = 1, 2。使得对任意 x � R , 有:

�
2

j = 1

�
-

j [ f j ( x ) - f j ( x
-

) ] � 0

即 �
- T
f ( x ) � �

- T
f ( x

-

) , 其中 �
- T

= ( �1, �2) , 注意

�
-

j � 0且不全为 0, 故不妨认为�
n

j= 1

�
-

j = 1, 即 �
-

�

�。于是上式说明,确实存在一个 �
-

� � , 使 x
-

是相

应的(3 - 3) 的最优解。因为有效解一定是弱有效

解,因此当 x
-

是( VP)的有效解时定理自然也成立。

至此定理证毕。
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以上两个定理说明, 对凸多目标规划来说,当遍

取 � � � 时,通过求(3) 的最优解便可得( VP) 的全

部弱有效解。但当取遍 � � �� 时, 虽然也可以通过

(3) 求得( VP) 的有效解, 但却不一定能求得 ( VP)

的全部有效解。不过,当( VP) 为线性多目标规划, 即

f ( x ) 为线性向量函数, R = { x | A ( x ) = b, x �

0} 时,可以证明: 当遍取 � � �� 时, 仍可通过( 3-

3)求得( VP)的全部有效解。因此由以上过程知: 通

过求解本文给出的模型( 3)就可以得到模型( 1)的全

部最优解。

本文介绍的方法涉及到权系数, 它是直接反映

目标函数的重要程度的, 一般说来, 目标重要的, 相

应的权系数就给的大些(当然最大也不能超过 1)。

而不很重要的目标函数, 其相应的权系数就要给的

小些(甚至可为 0)。我们具体应用时可根据实际情

况选择我们的权系数确定方法。比如 �- 方法, 排

序法,老手法等。

我们也可以讨论当决策单元的输入总和及输出

总和分别按不同比率减少与增加时的情况。为此,

建立如下模型:

min�i

max �k

s� t� �
n

r = 1
�
n

j = 1
�jrx ij � �i �

n

j= 1
x ij , � i

� � 1

�
n

r = 1
�
n

j = 1

�jrykj � �k �
n

j= 1

y kj , �k

�� 1

�
n

j = 1
�j r = 1, �r

�j r � 0

( 4)

这也是一个双目标规划问题。类似对同比率模

型的研究, 求解该模型时可化为解如下单目标线性

规划:

� �

min�
m

i= 1
�i�i - �

p

k= 1
�k�k

s�t� �
n

r= 1
�
n

j = 1

�j rx ij � �i �
n

j= 1

x ij , � i

�
n

r= 1
�
n

j = 1

�jrykj � �k �
n

j = 1

ykj , �k

�� 1

�
n

j = 1
�j r = 1, �r

�jr � 0

(5)

由模型 ( 4) 求得最优解对应的向量 ( �*1 r,

�
*
2r ��*

nr ) 给每一个 DM Ur 确定了一个目标点(即

投影点)。这个投影点可如下求得:

x
^

ir = �
n

j= 1
�

*
jr x ij , � i

y
^

kr = �
n

j= 1

�*jry kj , � k

同样我们会有如下结论:

定理4 � 对于任一 DM Ur ,由上述模型(4) 确定的投

影点 P ( x
^

1r , x
^

2r , �, x
^

mr, y
^

1r , y
^

2r , �y
^

p r ) 是 pareto

有效的。

证明过程类似于定理 1(略)。

4 � 实例分析

为了便于横向比较,我们采用文献[ 4]中的例子

(表 1)。表 1列出了 10个决策单元的双输入、双输

出数据以及输入总和输出总和( Golany et al, 1993)。

我们分别用不同模型对其进行评价, 评价结果如下

各表。(表 2- 表 7中给出了不同权重下的输入输

表 1 � 10 个决策单元的双输入和双输出数据(见文献[ 4] )

DMU 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 总和

输入 1 9 12 7 6 10 8 12 14 12 8 98

输入 2 9 8 12 10 5 10 10 6 12 8 90

输出 1 2 3 2 5 4 3 6 8 1 3 37

输出 2 1 1 2 3 4 3 6 2 6 5 33

表 2 � 用 BCC- I模型测算的各决策单元的效率评价指数以及它们的投影点

DMU 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 总和

效率值 0�86 0�76 0�86 1�00 1�00 0�88 1�00 1�00 1�00 1�00

输入 1 7�76 9�12 6 6 10 7 12 14 12 8 91�88

输入 2 7�8 6�1 10 10 5 8�75 10 6 10 8 81�65

输出 1 4�56 4�22 5 5 4 4�75 6 8 6 3 50�53

输出 2 3�44 3�78 3 3 4 3�25 6 2 6 5 39�47

出值均指决策单元在相应模型下的投影的输入输出

值。总和均指决策单元在相应模型下的投影的输入

总和与输出总和。)

下述表 3引用文献[ 10]中的模型仅从决策单元
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的输入总和最小(总输出不减)角度出发, 将各个决 策单元的投影点(输入、输出数据)逐一给出。

表 3 � 用文献[ 10]中的模型测算的各决策单元的效率评价指数以及它们的投影点

DMU 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 总和

输入 1 6 6�71 6 6 6 10 10 10 10 10 80�71

输入 2 10 9�12 10 10 10 5 5 5 5 5 74�12

输出 1 5 4�82 5 5 5 4 4 4 4 4 44�82

输出 2 3 3�18 3 3 3 4 4 4 4 4 35�18

� � 下面我们分别用本文提出同比率的投入- 产出

综合模型和不同比率的投入- 产出综合模型来评价

决策单元,评价结果如表 4- 表 7所示。

表 4� 用模型( 1)测算的各决策单元的效率评价指数及它们的投影点( �1= 1/ 2, �2= 1/ 2)

DMU 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 总和

输入 1 10 11�98 6 12 9�81 6 12 6�19 12 12 97�98

输入 2 5 9�97 10 10 5�28 10 10 9�75 10 10 97�98

输出 1 4 5�97 5 6 3�91 5 6 4�95 6 6 52�83

输出 2 4 5�99 3 6 4�09 3 6 3�05 6 6 47�13

表 5� 用模型( 1)测算的各决策单元的效率评价指数及它们的投影点( �1= 1/ 3, �2= 2/ 3)

DMU 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 总和

输入 1 12 6 10 12 12 6 9�85 6�18 12 11�96 97�99

输入 2 10 10 5 10 10 10 5�18 9�81 10 9�99 89�98

输出 1 6 5 4 6 6 5 4�04 4�81 6 6�00 521 85

输出 2 6 3 4 6 6 3 31 96 31 19 6 51 98 471 13

表 6 用模型( 1)测算的各决策单元的效率评价指数及它们的投影点( X1= 2/ 3, X2= 1/ 3)

DMU 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 总和

输入 1 6 10 61 34 6 10 8174 8 10 10 6 811 08

输入 2 10 5 91 57 10 5 6188 8 5 5 10 741 45

输出 1 5 4 41 92 5 4 3137 3 4 4 5 421 29

输出 2 3 4 31 09 3 4 4163 5 4 4 3 371 72

表 7  用模型( 4)测算的各决策单元的效率评价指数以及它们的投影点( X1= 1/ 4, X2= 1/ 4, X3= 1/ 4, X 4= 1/ 4)

DMU 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 总和

输入 1 12 6 12 6 6 10 12 10 12 12 86

输入 2 10 10 10 10 10 5 10 5 10 10 80

输出 1 6 5 6 5 5 4 6 4 6 6 53

输出 2 6 3 6 3 3 4 6 4 6 6 47

  由此可见, 用输入- 输出综合评价模型兼顾到

了被评价者的输入总和最小且输出总和最大。这为

我们充分利用和开发有限的资源提供了理论指导。

5  结束语

本文提出了一种基于输入- 输出的综合评价

DEA模型,它保证所有决策单元输入总和最小的同

时使所有决策单元的总输出最大,并且该模型能同

时确定所有决策单元的投影点。在上述例子中, 表

4- 表 7所示结果充分说明了本文给出的方法确实

能够将所有决策单元投向有向前沿面的同时又能使

所有决策单元总输入最小和总输出最大, 尤其从表

6当权系数取为 X1 = 2/ 3, X2 = 1/ 3时, 相对于以

前所给方法而言都有明显改进。当然本文所给方法

与所选取的权系数息息相关。因此实际应用中我们

应该根据实际情况确定合适的权系数。
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A New DEA Model Based on Two Objective Programming

MA Li- jie1 , CUI Yu- quan1 , LI Zhen- bo2

( 11 School of M at hemat ics and System Sciences, Shandong University, Jinan 250100, China;

21Department o f M athematics and Statistics, Shandong Economic University, Jinan 250014, China)

Abstract: In the analysis of economic system, w e alw ays w ant to obtain the most production of output for the

least input consumption because of the limited resources1In this paper we proposed a new DEA model based on

tw o object ive prog ramming in input- output oriented w ay, this DEA model is capable of max im izing the ef ficien-

cy of individual units at the same t ime that total input on consumption is m inim ized and total output product ion

is max im ized1At last we g ive a new method for solving the model1

Key words: DEA; relative ef ficiency; decision- making units; ef ficiency front ier
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