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区间数互补判断矩阵的一致性及其排序研究

巩在武,刘思峰

(南京航空航天大学经济与管理学院,江苏 南京 210016)

摘 要:由于目前国内外文献对区间数互补判断矩阵的性质研究较少, 从而使得对排序方法的相关研究缺乏理论

依据。针对这些缺陷, 本文研究了区间数互补判断矩阵的性质及其排序方法问题。根据区间数互补判断矩阵的定

义, 给出了区间数互补判断矩阵的一致性、严格强传递性与弱传递性等定义, 并研究了一致性判断矩阵的性质,

并说明这些性质更符合人们的思维特征。在一致性性质的基础上建立了区间数互补判断矩阵排序的非线性规划

模型, 算例分析表明该方法是有效可行的。
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1 引言

层次分析法[ 1, 2]是一种将定性分析与定量分析

相结合的方法, 它广泛应用于社会、经济以及科学

管理等领域的各种复杂问题的分析之中。其核心思

想就是运用简单的两两比较方法对系统中各有关因

素进行比较评判, 构造判断矩阵, 最后通过对这种

比较评判结果进行综合计算处理。在实际决策过程

中, 由于受决策者的知识结构、判断水平等诸多主

观因素的影响, 加上客观事物本身的模糊性与不确

定性, 专家所掌握的信息不足以把握事物的真实状

态。因此, 专家在构造判断矩阵时往往会给出一些

未确知的判断值, 即用区间数判断矩阵来表达两两

比较得到的不确定性偏好信息。由于不确定模糊偏

好信息更符合人们的思维习惯特点, 因此对于区间

数互补判断矩阵问题的研究具有重要理论价值与现

实意义。

区间数判断矩阵一般包括区间数互补判断矩阵

与互反判断矩阵。有关区间数判断矩阵的排序与一

致性问题的研究一直是最为重要的研究课题[ 3- 10]。

例如文献[ 4]从区间除法运算的客观属性出发, 引

入了区间数互反判断矩阵的一致性的概念, 给出了

一致性条件, 讨论了区间数判断矩阵的特征根排序

方法; 文献[ 5]提出了不确定 AHP 判断矩阵的一致

性逼近与排序方法; 文献[ 6]借助于集值统计原理,

构造了与区间数判断矩阵群信息等价的具有一定可

靠度的确定数判断矩阵, 建立了计算这类群信息集

结值可靠度的模型, 得到一种方案排序方法; 文献

[ 7]利用可能度公式, 提出了一种基于可能度的区

间数判断矩阵排序方法;文献[ 8]根据误差传递理论

以及 OWA 算子, 对区间数互补判断矩阵进行排

序。

根据公开的文献报道, 有关区间数互补判断矩

阵一致性理论研究较少, 从而使得众多的排序方法

研究缺乏理论依据。思维的一致性是专家构造判断

矩阵的最基本前提, 基于此, 本文给出区间数互补

判断矩阵的一致性、严格强传递性与中分传递性等

定义, 对一致性区间数互补判断矩阵的性质进行研

究, 并对所给定义的合理性进行论证, 在一致性性

质的基础上建立区间数互补判断矩阵排序的非线性

规划模型, 最后进行算例分析。

2 相关概念

首先给出正区间数的一些运算与性质[ 5] : 设 a

= [ a
-
, a

+
] , b= [ b

-
, b

+
] , 0< a

-
a
+
, 0< b

-

b
+
, 则 a + b = [ a

- + b
-
, a

+ + b
+
] ; a

- 1=

[
1

a
+ ,

1

a
- ] ; a b= [ a

-
b
-
, a

+
b
+
] ; a b a

+

a
-

b
+

b
-
; a= b a

- = b
-
, a

+ = b
+
; 对于任

意实数 a, 都可以写成区间数的形式, 即 a = [ a,

a]。
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设 X = { X 1, , X n }为方案集, 记 N = {1, ,

n}。

若区间数判断矩阵 B = ( bij ) n n满足: 对任意

的 i , j N , 都有 bij = [ b
-
ij , b

+
ij ] , bij = b

- 1
ji , 即

[ b
-
ij , b

+
ij ] = [

1

b
+
ji
,

1

b
-
ji
]则称矩阵 B 为区间数互反判

断矩阵
[ 4, 6]
。若区间数互反判断矩阵 B = ( bij ) n n

满足: 对任意的 i , j N 都有 bij = b
- 1
ji , bij bjk = bjj

bik , 则称 B 为一致性区间数互反判断矩阵。若 =

( 1, 2, n )
T
为一致性区间数互反判断矩阵B

的排序向量[ 4]
, 则 bij = i

- 1
j , i , j N , 其中 i =

[
-
i ,

+
i ]。若区间数判断矩阵 A = ( aij )

n n满足:

对任意的 i , j N , 都有 a ij= [ a
-
ij , a

+
ij ] , 0< a

-
ij

a
+
ij < 1, a

-
ij + a

+
ji = a

+
ij + a

-
ji = 1 则称矩阵 A 为区

间数互补判断矩阵
[ 8]
。

3 区间数互补判断矩阵的一致性和传递性

研究

区间数互反判断矩阵与区间数互补判断矩阵之

间在一定程度上可以相互转换。

定理 1 区间数互补判断矩阵 A = ( aj ) n n与

区间数互反判断矩阵B= ( bij ) n n之间可以通过公

式

a ij= (1+ bj i )
- 1
, bij = a

- 1
j i - 1, i , j N

相互转换。

证明 略。

下面讨论区间数互补判断矩阵一致性的概念。

设 V = ( v 1, v 2, , vn )
T 是一致性区间数互反

判断矩阵 B= ( bij ) n n的排序向量, 显然有 bij =

v iv
- 1
j , i , j N。令 aij= (1+ bj i )

- 1
, 即

a ij=
1

1+
v j

v i

=
1

1+
[ v

-
j , v

+
j ]

[ v
-
i , v

+
i ]

= [
v
-
i

v
-
i + v

+
j
,

v
+
i

v
-
J + v

+
I
]

从而若设 = ( 1, 2, , n)
T 是区间数互补

判断矩阵A = ( aij ) n n的排序向量, 且有

aij = [ a
-
ij , a

+
ij ] =

1

1+
j

i

= [

-
i

-
i +

+
j
,

+
i

-
j +

+
i
]

(1)考虑到

1
aij

- 1= [
1
a
+
ij
- 1, 1

a
-
ij
- 1] = [

-
j
+
i
,

+
j
-
i
]

1
ajk

- 1= [
1

a
+
jk
- 1,

1

a
-
jk
- 1] = [

-
k
+
j
,

+
k
-
j
]

1
aki

- 1= [
1

a
+
ki
- 1,

1

a
-
ki
- 1] = [

-
i

+
k
,

+
i

-
k
]

而

[
1

a
+
ij
- 1] [

1

a
+
jk
- 1] [

1

a
+
ki
- 1] =

-
j
+
i

-
k
+
j

-
i
+
k
=

-
i
+
j

-
j
+
k

-
k
+
i
= [

1

a
+
j i
- 1] [

1

a
+
kj
- 1] [

1

a
+
ik
- 1] (2)

同理可证

[
1
a
-
ij
- 1] [ 1

a
-
jk
- 1] [ 1

a
-
ki
- 1] = [ 1

a
-
ji
- 1] [ 1

a
-
ki
- 1] [ 1

a
-
ik
- 1]

(3)

即

[
1
aij

- 1] [
1
ajk

- 1] [
1
aki

- 1]= [
1
aji

- 1] [
1
aki

- 1] [
1
aik

- 1]

(4)

从而可得一致性区间数互补判断矩阵的概念。

定义 1 若区间数互补判断矩阵 A = ( a ij ) n n

中的元素满足条件( 4) , 则称该判断矩阵具有一致

传递性。具有一致传递性的区间数互补判断矩阵称

为一致性区间数互补判断矩阵。

同一致性互补判断矩阵[ 3]相类似, 区间数互补

判断矩阵的一致传递性同样反映了人们思维的一致

性。为了更好的说明这个问题, 下面给出比一致传

递性更强的一个概念严格强传递性。

定义 2 区间数互补判断矩阵 A = ( a ij ) n n中

的元素若满足如下条件: 如果 aij [
1
2
,
1
2
] , ajk

[
1
2 ,

1
2 ] , 则当 a

-
j k a

-
ij 且a

+
jk a

+
ij 时, 有 a

-
ik a

-
j k

或者a
+
ik a

+
jk ; 当 a

-
ij a

-
jk且a

+
ij a

+
jk时, 有 a

-
ik

a
-
ij 或者a

+
i k a

+
ij 。则称矩阵 A 具有严格强传递性。

定义 2的含义是: 若方案 X i 优于X j 的程度为

a ij ,方案 X j 优于X k 的程度为 ajk , 则 X i 优于X k 的

程度至少为a ij与 ajk两区间数左端点值的最大者或

者右端点值的最大者。

定理 2 一致性区间数互补判断矩阵 A =

( a ij ) n n具有严格强传递性。

证明 由 a ij [
1
2
,
1
2
] , aj k [

1
2
,
1
2
] , 只需证

明:若 a
-
jk a

-
ij 且 a

+
j k a

+
ij , 则 a

-
ik a

-
j k或者a

+
ik

a
+
j k。

用反证法, 即假设 a
-
ik < a

-
j k , a

+
ik < a

+
j k成立,

则 1- a
-
i k> 1- a

-
jk , 也就是 a

+
ki > a

+
kj , 则

1

a
+
ik
- 1>

1

a
+
jk
- 1,

1

a
+
kj
- 1>

1

a
+
ki
- 1 (5)
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又因为 a ij [
1
2
,
1
2
] , 所以 aji [

1
2
,
1
2
] , 则

0<
1

a
+
ij
- 1 1,

1

a
+
j i
- 1 1 ( 6)

由公式(2)、(6)可知

(
1

a
+
j k
- 1) (

1

a
+
ki
- 1) (

1

a
+
ij
- 1) (

1

a
+
jk
- 1) (

1

a
+
ki
- 1)

= (
1
a
+
ji
- 1) ( 1

a
+
ki
- 1) ( 1

a
+
ik
- 1) (

1
a
+
kj
- 1) ( 1

a
+
ik
- 1)

但是, 由公式(5)可知,

(
1
a
+
j k
- 1) ( 1

a
+
ki
- 1)< (

1
a
+
kj
- 1) ( 1

a
+
ik
- 1) ( 7)

恰与公式(7)矛盾, 则 a
-
i k a

-
jk或者a

+
i k a

+
jk成立。

定理 2说明区间数 aik中的右端点值比a ij与a jk

两区间数的右端点值中最大者大, 区间数 a ij 中的

左端点值比aij与 aj k两区间数的左端点值中最大者

大。

中分传递性是一致性互补判断矩阵的另外一条

极为重要的性质, 它体现了人们决策思维的心理特

征,符合思维决策的一致性。对于区间数互补判断

矩阵, 同样需要建立中分传递性的概念, 并且一致

性区间数互补判断矩阵也应该具有中分传递性, 从

而体现人们思维的一致性。定义 3与定理 3说明了

这个基本的事实。

定义 3 设区间数互补判断矩阵 A = ( aij ) n n ,

若对任意的 i , j , k N , i j k ,都有

当 0. 5 1, 若 aij [ , ] , ajk [ , ] 则

a
+
ik ; 当 0< 0. 5, 若 a ij [ , ] , ajk [ ,

] , 则 a
-
ik 。则称矩阵 A 具有中分传递性。

定义 3的含义是: 若方案 X i 优于X j 的程度为

aij [ , ] , 方案 X i 优于X k 的程度为aik [ , ] ,

则方案 X i 与X k 相比, 其优越程度 a ik至少满足其

右端点值大于 ; 若方案 X j 优于X i 的程度为 aij

[ , ] , 方案 X k 优于X j 的程度为 ajk [ , ] , 则

方案 X k 与X i 相比,其优越程度 ai k至少满足其左端

点值小于 。

定理 3 一致性区间数互补判断矩阵具有中分

传递性。

证明 设 A = ( aij ) n n为一致性区间数互补判

断矩阵, 且对任意的 i , j , k N , 有 i j k。当

0. 5 1, 若 aij [ , ] , ajk [ , ] , 由定理 2

可知, a
+
ik 。当 0< 0. 5, 设 aij [ , ] , a jk

[ , ] , 则 aji [ 1- , 1- ] , akj [ 1- , 1-

]。

用反证法, 假设 a
-
ik > , 则 a

+
ik > , 也就是

ai k> [ , ] , 即 aki < [ 1- , 1- ]成立。显然可得

1

a
-
ij
- 1

1
- 1,

1

a
-
jk
- 1

1
- 1,

1

a
-
ji
- 1

1
1-

- 1,
1

a
-
kj
- 1

1
1-

- 1 (8)

由公式(3)和(8)知

(
1-

) (
1-

) (
1

a
-
ik
- 1) (

1

a
-
ji

- 1) (
1

a
-
ki
- 1) (

1

a
-
ik
- 1)

= (
1

a
-
ij
- 1) (

1

a
-
jk

- 1) (
1

a
-
ki
- 1) (

1-
) (

1-
) (

1

a
-
ki
- 1)

(9)

即

a
-
ik<

3

3+ (1- )
3

很容易证明当 0< 0. 5时,
3

3+ ( 1- )
3

恒成立。即

a
-
ik<

3

3+ (1- )
3 a

-
ik

矛盾。即 a
-
i k 成立。

所以命题成立。

定理 3说明, 当 0 5 1, 若 a ij [ , ] ,

aj k [ , ] , 则 a
+
ik , 即至少 aik中的最大值a

+
ik

比 大; 0< 0. 5, 若 a ik [ , ] , a jk [ , ] ,

则至少 ai k中的最小值a
-
i k比 小。

定义 4 区间数互补判断矩阵中的元素若 A =

( a ij ) n n满足如下条件:

aij [
1
2
,
1
2
] , aj k [

1
2
,
1
2
] a

+
ik

1
2
;或者

aij [
1
2
,
1
2
] , aj k [

1
2
,
1
2
] a

+
ik

1
2

则称矩阵具有弱传递性。

由定理 3, 若令 =
1
2
, 即可得到推论 1。

推论 1 一致性区间数互补判断矩阵 A =

( a ij ) n n具有弱传递性。

4 区间数互补判断矩阵的排序方法研究

假设 = ( 1, 2, n )
T 是区间数互补判断

矩阵 A = ( aij ) n n的排序向量, 其中 i = [
-
i ,

+
i ] , i N 则当A = ( aij ) n n是一致性矩阵时, 对

任意的 i , j N , 有(1)式成立, 即

a
-
ij (

-
i + +

j )=
-
i

a
+
ij (

+
i + -

j )=
+
i

(10)
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但是在实际决策过程中, 所给的区间数互补判

断矩阵往往并不是完全一致的, 即式( 10)很难成

立, 因此引入偏差函数

g
-
ij = [ a

-
ij (

-
i + +

j ) -
-
i ]

2

g
+
ij = [ a

+
ij (

+
i + -

j ) -
+
i ]

2 (11)

显然, 上述偏差函数总是越小越好, 建立下述

目标优化模型:

min g
-
ij = [ a

-
ij (

-
i +

+
j )-

-
i ]

2

min g
+
ij = [ a

+
ij (

+
i + -

j )-
+
i ]

2

s. t.

0 -
i

+
i 1

0

n

i= 1

-
i 1

n

i = 1

+
i , i , j N

由于每个目标函数总希望达到期望值均为 0,

并且目标函数之间没有偏好关系, 因此也可以建立

下列简单的非线性规划模型 1:

minJ =

n

j = 1

n

i= 1

[ a
-
ij (

-
i +

+
j ) -

-
i ]

2

+ [ a
+
ij (

+
i +

-
j ) -

+
i ]

2

s. t.
0

n

i= 1

-
i 1

n

i = 1

+
i

0 -
i

+
i 1, i N

也可以引入下列偏差函数

g
-
ij = | a

-
ij (

-
i +

+
j ) -

-
i |

g
+
ij = | a

+
ij (

+
i +

-
j ) -

+
i |

(12)

显然, 上述偏差函数也总是越小越好, 类似于

模型 1的构造方法, 可得非线性规划模型 2 :

minJ =

n

j = 1

n

i= 1

| a
-
ij (

-
i +

+
j ) -

-
i |

+ [ a
+
ij (

+
i +

-
j ) -

+
i |

s. t.
0

n

i= 1

-
i 1

n

i = 1

+
i

0 -
i

+
i 1, i , j N

5 算例分析

设某个决策者针对方案集合{ X 1, X 2, X 3, X 4}

给出的区间数互补判断矩阵为

[ 0. 5, 0. 5] [ 0. 2, 0. 4] [ 0. 3, 0. 6] [ 0. 5, 0. 7]

[ 0. 6, 0. 8] [ 0. 5, 0. 5] [ 0. 7, 0. 9] [ 0. 6, 0. 8]

[ 0. 4, 0. 7] [ 0. 1, 0. 3] [ 0. 5, 0. 5] [ 0. 7, 0. 8]

[ 0. 3, 0. 5] [ 0. 2, 0. 4] [ 0. 2, 0. 3] [ 0. 5. 0. 5]

根据模型 2, 利用 Matlab 优化工具箱 可求

得:

1= [ 0. 1234, 0. 2147] , 2= [ 0. 3619, 0. 4583]

3= [ 0. 1120, 0. 1901] , 4= [ 0. 0906, 0. 1370]。

这里利用文献
[ 7]
给出的区间数排序公式

p ij= P ( x i x j )= max {1- max (

+
j - -

i

l x
i
+ lx

j

, 0) , 0}

(13)

v i =
1

n( n - 1)
(

n

j = 1
p ij +

n
2
- 1) , i , j N (14)

其中 lx
i
= +

i - -
i , i N , P= ( p ij ) n n为可能度

矩阵, V= ( v 1, v 2, v 3, v 4 )是可能度矩阵的排序向

量。很容易得到 v 1= 0 2506, v 2= 0 3750, v 3=

0 2244, v 4= 0 1499。区间数 i , i = 1, 2, 3, 4的

排序为 2
1

1
0. 6062

3
0. 7992

4, 其中 p 21= 1, p 13=

0. 6062, p 34= 0. 7992。

最后用符号 表示方案{ X 1, X 2, X 3, X 4}之间

的可能度的优序关系, 得到相应的排序为 X 2
1
X 1

0. 6062
X 3

0. 7992
X 4。

6 结语

由于区间数互补判断矩阵更符合人的心理习

惯, 更容易为决策者掌握和接受, 所以对其基础理

论的研究有重要的实际意义。严格强一致性与中分

传递性是完全一致性区间数互补判断矩阵特有的重

要性质, 它反映了人们思维的一致性。由于本文给

出的区间数互补判断矩阵排序方法是建立在区间数

互补判断矩阵一致性性质基础之上的, 因此, 与其

它文献给出的排序方法相比较, 本文的算法更具有

理论依据。

最后需要指出的是, 由于对某些实际问题的背

景缺乏了解, 或者受自身知识结构等因素的限制,

很可能出现参与决策的某个专家对某些判断缺少把

握、不感兴趣, 或对某些比较敏感的问题不想发表

意见的情形, 这时得到的判断矩阵的元素必定会有

残缺, 对于具有残缺判断信息的区间数互补判断矩

阵的性质以及排序方法的研究[ 11] , 将是一个很有

意义的工作。
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Research on Consistency and Priority of Interval Number

Complementary Judgment Matrix

GONG Za-i wu, LIU S-i feng

( Colleg e of Economics and Management, Nanjing University of Aeronaut ics and Astronaut ics, Nanjing 210016, China)

Abstract: There is few research on propert ies of interval number complementary judgment matrix in literatures

at home and abroad, so the priority approach research is short of the base of corresponding theory. For the rea-

son that the flaw s are g iven above, this paper conducts the research on propert ies and priority of interval number

complementary judgment matrix. On the grounds of the definition of interval number complementary judgment

matrix , this paper proposes concepts of complete consistency, restricted max-max transit ivity and weak trans-i

t ivity for interval number complementary judgment matrix , studies their relat ions w hich show that these con-

cepts of consistency for interval number complementary judgment matrix are in accord w ith the consistency of

human thinking . Based on the consistent propriety, nonlinear programm ing methods for priorit ies of interval

number complementary judgment matrix w hich is illust rated by a numerical number are set up.

Key words: interval number complementary judgment matrix; complete consistency; rest ricted max-max trans-i

t ivity; priority
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