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基于 G1法的判断矩阵的一致性分析

王学军1, 2,郭亚军1

( 1 东北大学工商管理学院, 辽宁 沈阳 110004; 2 沈阳航空工业学院管理系,辽宁 沈阳 110034)

摘 要: 应用层次分析法( AHP)法的难点在于构造判断矩阵, 构造判断矩阵的难点在于其一致性问题, 本文用 G1

法分析造成 AHP判断矩阵不一致的原因, 指出了 G1 法与构造判断矩阵的本质区别, 解决了层次分析法的应用难

题。同时对一些文献基于构造判断矩阵得出的值得商榷的结论进行了讨论。
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1 引言

自从 20 世纪 70年代美国运筹学家 saaty 提出

层次分析法[ 1, 2] (以下简称AHP)以来,对 AHP的研

究就成了热门话题。作为一种定性与定量相结合的

工具,AHP 在相关领域得到了广泛的应用。然而,

在应用AHP 解决实际问题的过程中,判断矩阵的构

造一般不满足一致性条件。判断矩阵的一致性问题

就成了关注的焦点。针对这一难点许多学者作了大

量的工作, 提出多种提高判断矩阵一致性的修正方

法,文献[ 3]利用特征向量对判断矩阵进行修正; 文

献[ 4]采用遗传算法进行修正; 文献[ 5]将判断矩阵

与 GEM 方法相结合试图弥补其不足; 文献[ 6]利用

变精度粗集的依赖度因子构造判断矩阵;文献[ 7]给

出了诱导矩阵法。但这些方法都没有从根本上解决

问题, 难以得到完全一致的判断矩阵。为了协调实

际应用与判断矩阵一致性的关系, saaty 同时提出了

判断矩阵的一致性检验标准 C R < 0 1, 但此标准

的科学性受到了许多学者的质疑,同时一些基于此

标准得到的研究结论也是值得商榷的。因为满足此

判据标准的判断矩阵可能会有多个,那就意味着可

能产生多个结果,结果的不唯一就会让人对其科学

性产生怀疑。此文的目的是用 G1法对 AHP 判断

矩阵不一致性产生的原因进行分析,同时对一些文

献中值得商榷的结论进行讨论。

2 基础知识 G1法原理[ 8]

不失一般性, 设 x 1, x 2, , xm ( m 2)是经过

指标类型一致化和无量纲化处理的 m 个极大型指

标。

(1)确定序关系

定义 1 若指标 x i 相对某评价准则(或目标)

的重要程度不劣于 x j 时,则记为 x i x j (符号 表

示不劣于关系)。

定义 2 若指标 x 1, x 2, , xm 相对某评价准

则(或目标)具有关系式

x
*
1 x

*
2 x

*
m (1)

时,称评价指标 x 1, x 2, , xm 之间按 确立了序关

系。这里 x
*
i 表示{ x i }按序关系 排定顺序后的第

i 个评价指标( i = 1, 2, , m )。为书写方便, 以下

仍记 x
*
i 为 x i ( i= 1, 2, , m ) ,建立序关系( 1)式的

方法见文献[ 8, 9]。

(2)给出 x k- 1与 x k 间的相对重要程度的比值

判断

设专家关于评价指标 x k- 1与 x k 的重要程度之

比w k- 1/ w k 的理性判断分别为
表 1 rk 赋值参考表

rk 说明

1 0 指标 xk- 1与指标 xk 具有同样重要性

1 2 指标 xk- 1比指标 xk 稍微重要

1 4 指标 xk- 1比指标 xk 明显重要

1 6 指标 xk- 1比指标 xk 强烈重要

1 8 指标 xk- 1比指标 xk 极端重要

w k- 1/ w k= r k( k= m, m- 1, m- 2, , 3, 2)

(2)
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rk 的赋值可参考表 1。

(3)权重系数 w k 的计算

若专家给出 rk 的理性赋值, 则 w m 为:

w m = (1 +

m

k= 2

m

i= k

r i )
- 1

( 3)

w k- 1= r kw k( k= m, m- 1, m- 2 , 3, 2) ( 4)

公式(3)的证明见文献[ 8, 9]。

3 序关系对一致性问题影响的分析

G1法与构造判断矩阵区别的关键是在指标间

建立了序关系, 并在序关系基础上找出了指标间重

要性大小关系的内在联系, 而建立序关系的过程是

必然的。下面对建立序关系的必然性进行分析。

判断矩阵中的元素表示专家关于某两个指标重

要性程度之比的判断值。对于判断矩阵各行(列)通

过该值大小的比较可以列出指标间相对重要程度的

序关系,对 n 行(列)指标通过判断矩阵可以给出 n

个这种序关系,这种序关系用 S i ( i = 1, 2, , n )表

示。

以行为例, 将 a i1, ai 2, , a in按从小到大的顺

序排列为

S i : b
ik

1(1) b
ik

2( 2) b
ik

n( n) ( i= 1, 2, , n ) ( 5)

其中 b
ik

1( 1)= aik
1
, , b

ik
n( n)= a ik

n

其含义为按指标间的相对重要性程度由大到小进行

排序。

定理 1: 若矩阵 A = ( a ij ) n n为一致性判断矩

阵,既满足条件

aij= 1/ aj i

aikakj= aij

i , j , k= 1, 2, , n ; k i , j , 必有下

列关系成立。

(1)
ai 1

aj 1
=

ai 2

aj 2
= =

ai n

aj n
=

1 i= j

a ij i j

(2)将 a i1, ai 2, , ain按从大到小顺序排序, 对

任意的 i ,则均有式(2)中的 k 1, k2, , k n 不变。

证明(1) :由 a ij=
1
aj i

,对任意的 k, 有

aik

ajk
=

a ik

1
akj

= ai kakj= aij

证明( 2) : 用( 1)的结论,每一行与另一行相对应元素

的比值是一个正的常数, 则序关系不变。证毕

可见,序关系的一致是能否构造出一致性判断

矩阵的关键因素之一。所有对判断矩阵的修正, 最

终都表现为对序关系的调整, 尽管人们在修正之初

并没有把序关系作为修正目标。

应用 G1 法已无需再构造判断矩阵。通过式

( 2)、( 3)、( 4)我们可以得到任意两个指标间相对重

要性的比值,并方便的得到各指标的权重值,若以此

构造判断矩阵,那么得到的判断矩阵一定是完全一

致的,且没有对指标数量的限制。从对多个不一致

判断矩阵的检验结果看,大都不满足式( 5)的序关系

一致性条件。其实,人们在构建AHP 判断矩阵时都

有一个假设前提, 那就是各指标间存在着按相对重

要性大小排定的一种序关系,没有这个前提也就失

去了构造判断矩阵的基础了。由于在构造判断矩阵

时没有明确这种序关系, 在对指标间进行两两比较

判断的时候产生混乱就很正常了, 尤其在指标数量

较多的时候,甚至会出现逆序或 循环克星 现象。

4 标度选择对一致性问题影响的分析

上述分析指出了序关系混乱是造成判断矩阵不

一致的一个重要原因。除了在指标较多时人们对指

标的比较产生混乱外, AHP 判断矩阵的不一致是否

还有其它原因。下面我们以一个简单的例子看一下

标度选择对判断矩阵不一致性的影响。

假定有三个指标 x 1, x 2, x 3,指标间存在序关系

x 1> x 2> x 3,其中 x 1 比 x 2 稍微重要、x 2 比 x 3 稍

微重要。设 w 1, w 2, w 3 是相对的重要性程度。

如果以 saaty 提出的 1- 9标度对指标间相对重

要性程度之比进行赋值,应有:

w 1

w 2
= 3;

w 2

w 3
= 3,按传递性可以得到

w 1

w 3
=

w 1

w 2

w 2

w 3
= 9

这里
w 1

w 3
= 9是满足一致性判断矩阵的定义,即

aijajk = aik。

既 x 1 比 x 3 绝对重要,显然这与人们的正常判

断是有很大出入的, 按文献[ 10, 11]的研究,人们认

为 x 1比 x 3明显重要是合理的,即 w 1/ w 3= 5 是相

对合理的。这里可以看出 1- 9标度在构建判断矩

阵时与人们的思维一致性相脱节。在指标较多的时

候以 1- 9标度构建判断矩阵产生不一致就很正常了。

再以表 1给出的比例标度法对指标间相对重要

程度进行赋值有

w 1

w 2
= 1 2;

w 2

w 3
= 1 2,按传递性得到

w 1

w 3
=

w 1

w 2

w 2

w 3
= 1 44
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即 x 1 比 x 3 明显重要, 这是与人们的感觉判断

是基本吻合的, 但如果没有建立序关系,靠人们的主

观判断是很难给出 w 1/ w 3= 1 44 这样的结果, 正

常的情况是 w 1/ w 3= 1 4。由于正常的赋值很难与

一致性的要求精确对应, 同样会造成判断矩阵的不

一致。相对来说指数标度更接近与人们的对应习

惯[ 11] , 但人们的思维习惯难以接受指数标度。其它

标度在不建立序关系前提下同样都难以准确表达出

指标间相对重要程度的内在关系。

由 G1 法知道在序关系建立以后, 并对相邻两

个指标进行比较给出理性赋值后,则任意两个指标

间的相对重要程度就唯一地确定了, 对于指标 x i ,

x j ( i> j ; i , j= 1, 2, , m )其关系为:

w j

w i
=

i

k= j- 1

r k ( 6)

这里我们看到尽管标度的选择出 在合理性问

题(标度的合理性评价问题将另文研究) , 但由 G1

法确定的指标间的内在联系确是唯一的, 与标度的

选择无关。这是由 G1法的序关系及标度的单调性

决定的。

以上分析可以得出以下结论:

结论 1 在一定的标度下, 标度间存在单调性

和传递性, 但不同的标度间的传递关系一般不具有

一一对应的关系。

结论 2 指标间按重要性程度建立序关系, 选

择不同的标度确定出的指标权重不改变原有的序关

系,权重的不同表现的仅是不同标度所产生的刻画

精度不同。

5 对一些值得商榷结论的分析

由于标度是定量刻画人们定性判断的一种尺

度,是反映人们判断意识的一种定量表现,因此它并

不仅仅是赋予每个重要程度的定性表现的一个简单

的数值, 而更重要的是其定量值也应符合各个定性

的重要程度之间的相互关系
[ 10]
。结论 1说明标度

选择的重要性在于标度的选择不仅要方便实用, 合

适的标度所建立的内在联系应与人们的思维和感觉

判断相一致, 而这种一致性正是指标间的传递性所

揭示出的指标间的相互关系。它也是判断标度合理

性的重要准则。不同标度的标定值的大小并不十分

重要,关键是其定量值之间所保持的相互关系能否

较为准确地反映人们有关定性的重要程度间的相互

判断关系,以及能否精确地反映这种关系。

( 1)商榷问题 1

文献[ 11]的定理 1给出结论,在 1- 9标度和指

数标度下同一判断的判断矩阵一致性相矛盾,即不

能同时产生一致性判断矩阵,这与事实是相矛盾的。

得出矛盾结论的前提是文献作者将这两种标度间的

内在关系看成是一一对应的了, 正如前面的例子所

示,不同的标度得出的指标 x 1 与指标 x 3 是不具有

标度间的对应关系的, 如果不同指标间都有相互对

应关系,人们也就没有必要对标度问题进行研究,也

就不存在标度的合理性问题了。表 2给出了几种不

同标度及表达式。按文献[ 11]的推理, 我们同样可

以得出其它不同的标度之间在构建同一问题的判断

矩阵时,如按表 2中对应关系赋值,判断矩阵之间也

不能同时产生一致性矩阵,这样的结论显然是不能

接受的。

不论我们选择何种标度, 标度层级之间都是单

调递增(减)的,如果我们按照指标的重要程度建立

指标间的序关系, 则不论我们选择何种标度,在结论

中都不会产生与序关系不一致的结果。

表 2 几种标度表达式

重要程度 同等重要 稍微重要 明显重要 非常重要 绝对重要 表达式

1- 9标度 1 3 5 7 9 k

指数标度 1 a 2 a 4 a6 a 8 ak- 1

分数标度 1 1 9/ 7 9/ 5 9/ 3 9/ 1 9/ ( 10- k )

分数标度 2 1 12/ 8 14/ 6 16/ 4 18/ 2 ( 9+ k ) / ( 11- k)

比例标度 1 1 2 1 4 1 6 1 8 1+ 0 1( k- 1)

( 2)商榷问题 2

文献[ 12]中采用四种不同的标度对同一问题用

构造 AHP 判断矩阵的方法进行决策时得到了三种

不同的结果,由此文献作者得出结论,不同的标度会

产生方案排序上的混乱, 并提醒人们注意这种现象。

笔者对文献[ 12]中的相同问题以相同的四种标度用

G1法重新进行计算。原问题如下:

例:对于某决策问题, 有四种方案可供选择, 专

家在同一准则下对四种方案 A 1, A 2, A 3, A 4 进行比

较,认为 A 1 比 A 2 非常重要, A 1 比 A 3 的重要程度

介于明显重要与非常重要之间, A 1 比 A 4 的重要程

度介于相同与稍微重要之间, A 4 比 A 3 的重要程度

介于非常重要与绝对重要之间, A 3 比 A 2 的重要程

度介于明显重要与非常重要之间。
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仔细研究上述问题, 文献[ 12]在对指标间进行

比较描述时,已经出现逻辑上的混乱的错误了,笔者

认为出现逻辑错误的主要原因是文献作者没能建立

明确的指标间的序关系。为了能更好地说明问题,

笔者在综合比较上述问题的基础上,建立符合逻辑

的方案间的序关系,并用结果说明文献中的结论是

不正确的。

按照以上问题的描述我们可以得出四种方案的

序关系为: A 1> A 4> A 3> A 2

按照 1- 9标度对比较判断的结果进行赋值得:

w 1/ w 4= 2 w 4/ w 3= 8 w 3/ w 2= 2

由 G1法得 w 1= 0 6276 w 4= 0 3136 w 3=

0 0392 w 2= 0 0196

即 w = (0 6276, 0 0196, 0 0392, 0 3136)

按照指数标度可以得到: w 1/ w 4= 1 13 w 4/

w 3= 6 25 w 3/ w 2= 1 13

由 G1法得 w 1= 0 4647 w 4= 0 4113 w 3

= 0 0658 w 2= 0 0582

即 w = (0 4647, 0 0582, 0 0658, 0 4113)

按照分数标度 1可以得到: w 1/ w 4= 1 125

w 4/ w 3= 4 5 w 3/ w 2= 1 125

由 G1法得 w 1= 0 4422 w 4= 0 3939 w 3

= 0 0873 w 2= 0 0776

即 w = (0 4422, 0 0776, 0 0873, 0 3929)

按照分数标度 2可以得到: w 1/ w 4= 1 222

w 4/ w 3= 5 667 w 3/ w 2= 1 222

由 G1法得 w 1= 0 4805 w 4= 0 3933

w 3= 0 0694 w 2= 0 0568

即 w = (0 4805, 0 0568, 0 0694, 0 3933)

通过以上在 G1 法下的计算, 四种标度得到的

结果只是每个方案的权重值不同,这是由于不同标

度的精度不同造成的, 方案重要性排序并没有因为

采用了不同的标度发生改变, 这一结论充分说明了

人们对判断矩阵检验标准 C R < 0 1 科学性的怀

疑。文献[ 12]中不同标度下得到的不同排序结果只

能解释为是由判断矩阵的不一致造成的。而并非像

文献所说是由选择了不同标度的结果。以上例子说

明是先建立指标间的序关系, 还是通过判断矩阵(事

后)确定序关系, 是 G1 法与构造 AHP 判断矩阵的

根本不同, 两种不同的思路, 导致了两种不同的结

果。

6 案例分析

本文以文献常引用的算例为例, 为了对比 G1

法与其他修正方法的不同,算例采用构造矩阵的方

法求解指标权重。假设专家给出的判断矩阵为:

A =

1 1/ 9 3 1/ 5

9 1 5 2

1/ 3 1/ 5 1 1/ 2

5 1/ 2 2 1

,对应的按行元素比较的

4个序关系分别为:

S1: x 2> x 4> x 1> x 3

S2: x 2> x 4> x 3> x 1

S3: x 2> x 1> x 4> x 3

S4: x 2> x 4> x 3> x 1

, 可以看到

初始判断矩阵中每一行(列)的序关系都不一致, 除

了指标 x 2 在各行比较中的位置没有变化外, 其它

指标的序位置都发生了变化,可见原始判断矩阵是

不一致的。

采用原始的 和积法 求得该矩阵的权值向量

为: (0 1133, 0 5336, 0 0896, 0 2636)。

用归一化判断矩阵的各列向量与特征向量的夹

角余弦法得到修正矩阵为:

A 1=

1 1/ 9 1/ 2 1/ 5

9 1 5 2

2 1/ 5 1 1/ 2

5 1/ 2 2 1

, 对修正后的判断矩阵,

对应的按行元素比较的 4个排序分别为:

S
1
1: x 2> x 4> x 3> x 1

S
1
2: x 2> x 4> x 3> x 1

S
1
3: x 2> x 4> x 3> x 1

S
1
4: x 2> x 4> x 3> x 1

,修正后的序关系得到了

调整, 其对应的向量为: (0 0583, 0 5528, 0 1202,

0 2687)。

用诱导矩阵法得到修正的矩阵为:

A 2=

1 1/ 9 1 1/ 5

9 1 5 2

1 1/ 5 1 1/ 2

5 1/ 2 2 1

, 对应的按行元素比较

的排序为:

S
2
1: x 2> x 4> x 3- x 1

S
2
2: x 2> x 4> x 3> x 1

S
2
3: x 2> x 4> x 3- x 1

S
1
4: x 2> x 4> x 3> x 1

, 修正后的序关系也

得到了调整, 其对应的权值向量为: ( 0 0723,

0 5527, 0 1048, 0 2688)。

用加速遗传算法得到修正后的矩阵为:
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A 3=

1 0 1111 2 9999 0 2000

9 1 4 9998 1 9999

0 3333 0 2000 1 0 5000

5 0000 0 5000 2 0000 1

,

对应的按行元素比较的 4个序关系分别为:

S
3
1: x 2> x 4> x 1> x 3

S
3
2: x 2> x 4> x 3> x 1

S
3
3: x 2> x 1> x 4> x 3

S
3
4: x 2> x 4> x 3> x 1

,可见修正后的序关系并没有

得到调整, 但一致性指标系数值确为: 0 0310, 其对

应的权值向量为(0 0609, 0 5495, 0 1099, 0 2797)。

应用 G1法,由于无法得到专家的重新判断, 为

了确定最终序关系, 引入变量 d ij , 实际判断过程应

该是专家按照自己的判断直接给出最终的序关系。

d ij的取值为- 1, 0, 1: 其含义为若初始矩阵中元素

a ij大于 1,即指标 x i 优于指标 x i , 则 d
ij = 1;若初始

矩阵中元素 a ij等于 1,即指标 x i 与指标 x j 无差异,

则 d ij = 0; 若初始矩阵中元素 a ij小于 1,即指标 x i

劣于指标 x j , 则 d ij = - 1,即

d ij =

1 x i> x j

0 x i~ x j

- 1 x i< x j

( 7)

最后对 d ij按行(列)的取值求和,即令

D i =

n

j = 1

d ij ( i = 1, 2, , n ) (8)

取按 Di 值由大到小排序所对应的序关系为指标间

最终的序关系。

根据初始判断矩阵及序关系 S i 得A 中各指标

的D i 值为

D 1= - 1; D2= 3; D3- 3; D4= 1

因 D 2最大, 故各指标间的序关系取为: x 2> x 4> x 1

> x 3。

同样在不能得到专家重新赋值的情况下, 为了

演示一致性判断矩的构造过程,这里 r l 直接取与初

始矩阵相对应的元素值, 按式(2)根据初始判断矩阵

的信息,得

a24= 2; a41= 5; a13= 3

由式(6)求出判断矩阵中其它元素的值, 即得到

调整后的一致性判断矩阵为

A 4=

1 1/ 10 3 1/ 5

10 1 30 2

1/ 3 1/ 30 1 1/ 15

5 1/ 12 15 1

最终根据得到的一致性判断矩阵确定各指标的

权重向量为: (0 0613, 0 6121, 0 0205, 0 3061)。可

以验证对应该向量的一致性指标系数值为 0。

7 结语

从以上分析可以看出,序关系是能否构造出一

致性判断矩阵的重要前提;标度选择尽管对指标的

权重值产生影响, 但对于一致性判断矩阵,不同标度

的选择不会改变指标的关系结构, 既对个体判断不

改变指标的最终排序。案例分析说明尽管对判断矩

阵修正的方法很多, 但这些方法都难以修正出完全

一致的矩阵,其结果取决于所采用的修正方法, 尽管

修正后的矩阵都能满足一致性标准的要求,但不同

方法得到的指标权重各不相同, 甚至会由于采用不

同的方法使得对应的指标排序相互矛盾。由于这些

修正是以满足判断矩阵检验标准 C R < 0 1为前

提的,因此修正后的判断矩阵也无法证明符合矩阵

构造者的意愿。本文采用 G1法分析了判断矩阵构

造过程中产生不一致的原因,同时也解决了其不一

致的问题。G1法的优势在于无需构建判断矩阵,也

就无需进行一致性检验;与构造AHP 判断矩阵相比

计算量成倍减少; G1法在应用中对方案的个数也没

有限制;由于序关系的给出完全表达了专家的意愿,

其结果也完全值得信赖。但对于群决策问题,应用

G1法其结果同样受标度选择的影响,即在个体判断

相同的情况下,选择不同的标度可能会产生不同的

结果,这个问题有待进一步研究。
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Analyzing the Consistency of Comparison Matrix Based on G1 Method

WANG Xue-jun1, 2 , GUO Ya-jun1

( 1. School of Business Adminstr at ion, Nort heastern Universit y, Shenyang 110004, China;

2. Department of Administr ation, Shenyang Institute o f Aeronautical Engineer ing , Shenyang 110034, China)

Abstract: The diff iculty of applying the AHP method is the const ruct ion of the comparison matrix , and the dif-

f iculty of construct ing the comparison matrix lies in the consistency problem of the matrix. This paper analyzes

the reasons w hich result in the inconsistency of the comparison matrix f rom AHP through the G1 method, points

out the essential difference between the G1 method and the construct ion of the comparison matrix and solves the

problem of applying the AHP method. Also, the w rong conclusions based on the const ruct ion of the comparison

matrix in some literatures are analyzed.

Key words:AHP; G1 method; consistency; scale; order relat ion
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