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　　奇异离散哈密顿系统
ＪΔｙ（ｔ）＝［λＷ（ｔ）＋Ｑ（ｔ）］Ｒ（ｙ（ｔ）），

ｔ∈［０，＋∞）∩Ｚ， （１）
式中，Δ为向前差分算子，即 Δｙ（ｔ）＝ｙ（ｔ＋１）－
ｙ（ｔ）；Ｒ为部分右移算子，即Ｒ（ｙ（ｔ））＝（ｙＴ１（ｔ＋１），
ｙＴ２（ｔ））

Ｔ，ｙ（ｔ）＝（ｙＴ１（ｔ），ｙ
Ｔ
２（ｔ））

Ｔ；Ｊ为２ｎ×２ｎ的标

准辛单位矩阵，即Ｊ＝
０ －Ｉｎ
Ｉｎ( )０ ；Ｗ（ｔ）为权矩阵函

数且满足 Ｗ（ｔ）＝Ｗ（ｔ）≥０（Ｗ（ｔ）为半正定矩
阵）；Ｑ（ｔ）为势矩阵函数且满足 Ｑ（ｔ）＝Ｑ（ｔ）．分
别记

Ｗ（ｔ）＝
Ｗ１（ｔ） Ｗ３（ｔ）

Ｗ３ Ｗ２（ｔ( )），
Ｑ（ｔ）＝ －Ｃ（ｔ） Ａ（ｔ）

Ａ（ｔ） Ｂ（ｔ( )
）
，

式中，表示矩阵的转置共轭．该系统满足下述基本
条件：

（１）确定性条件［１］，即对所有的 λ∈Ｃ，系统
（１）的所有非平凡解ｙ都满足

∑
∞

ｔ＝０
Ｒ（ｙ）（ｔ）Ｗ（ｔ）Ｒ（ｙ）（ｔ）＞０． （２）

容易证明，确定性条件等价于控制性条件，即对于充
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分大的ｋ≥０，
Ｂ（ｔ）ｙ２（ｔ）＝０，　ｔ∈［１，ｋ］，

Δｙ２（ｔ）＝－Ａ（ｔ）ｙ２（ｔ），　ｔ∈［０，ｋ＋１
{

］，
（３）

有且仅有解ｙ２（ｔ）≡０
［２］．

（２）唯一性条件，Ｉｎ－Ａ（ｔ）在［０，∞）∩Ｚ为非
奇异的．

当权矩阵函数Ｗ（ｔ）＝
Ｗ１（ｔ） ０( )０ ０

，Ｗ１（ｔ）＞０

时，系统（１）称为半退化型的离散哈密顿系统，写成
分量形式为

　　
Δｘ（ｔ）＝Ａ（ｔ）ｘ（ｔ＋１）＋Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ），
Δｕ（ｔ）＝（Ｃ（ｔ）－λＷ１（ｔ））ｘ（ｔ＋１）－

　　　　 Ａ（ｔ）ｕ（ｔ）．　　　　　　 　　（４
{

）

　　可以验证，在等价变换 ｘ１（ｔ）＝Ｗ
１／２（ｔ－１）·

ｘ（ｔ），ｕ１（ｔ）＝Ｗ
－１／２（ｔ－１）ｕ（ｔ）后，系统（４）转化为

权矩阵Ｗ（ｔ）＝
Ｉｎ ０( )０ ０

的系统，写成分量形式为

　　
Δｘ（ｔ）＝Ａ（ｔ）ｘ（ｔ＋１）＋Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ），
Δｕ（ｔ）＝（Ｃ（ｔ）－λＩｎ）ｘ（ｔ＋１）－

　　　　 Ａ（ｔ）ｕ（ｔ）．　　　　　 　　　（５
{

）

　　目前，许多学者研究了离散哈密顿系统的振动
性、Ｌｙａｐｕｎｏｖ不等式、不共轭性等问题［３５］，然而对于

奇异离散哈密顿系统亏指数的研究正处于起步阶

段．Ａｔｋｉｎｓｏｎ［１］给出二阶形式自伴的差分方程也具
有极限点型和极限圆型的分类，并建立了几个判定

定理．随后Ｈｉｎｔｏｎ，Ｃｌａｒｋ和 Ｇｅｓｚｔｅｓｙ等［２，６９］也得到

一些不错的结果．最近，Ｃｌａｒｋ等［１０］和史玉明［１１］分别

给出离散哈密顿系统的 ＴｉｔｃｈｍａｒｓｈＷｅｙｌ理论．在文
献［１１］研究结果的基础上，本研究得到半退化型离
散哈密顿系统是强极限点型的判别准则．

１　预备知识
为了表述本研究的主要结果，首先给出有关的

定义和记号．用 ｌ［０，∞）表示序列空间，即 ｌ［０，
∞）：＝｛ｙ：ｙ＝｛ｙ（ｔ）｝∞ｔ＝０Ｃ

２ｎ｝．Ｌ２Ｗ表示加权平方

可和空间，Ｌ２Ｗ：＝｛ｙ∈ｌ［０，∞）：∑
∞

ｓ＝０
Ｒ（ｙ）（ｓ）·

Ｗ（ｓ）Ｒ（ｙ）（ｓ）ｄｓ＜∞｝．
引入内积（·，·），

（ｆ，ｇ）：＝∑
∞

ｓ＝０
Ｒ（ｇ）（ｓ）Ｗ（ｓ）Ｒ（ｆ）（ｓ）ｄｓ，

ｆ，ｇ∈Ｌ２Ｗ． （６）

由于Ｗ（ｔ）可能是奇异的，引入下述等价关系：

　　ｆ＝ｇ∑
∞

ｓ＝０
Ｒ（ｆ－ｇ）（ｓ）Ｗ（ｓ）Ｒ（ｆ－ｇ）（ｓ）＝０，

ｆ，ｇ∈Ｌ２Ｗ．
易知，Ｌ２Ｗ为希尔伯特空间．定义形式差分算子为

Ｌ（ｙ）（ｔ）＝ＪΔｙ（ｔ）－Ｑ（ｔ）Ｒ（ｙ）（ｔ），
相应的最大差分算子 Ｈ和最小差分算子 ｈ分别定
义为

Ｄ（Ｈ）：＝｛ｙ∈Ｌ２Ｗ：ｆ∈Ｌ
２
Ｗ，ｓ．ｔ．（Ｌｙ）（ｔ）＝

Ｗ（ｔ）Ｒ（ｆ）（ｔ），ｔ∈［０，∞）∩Ｚ｝，Ｈｙ：＝ｆ；
Ｄ（ｈ）：＝｛ｙ∈Ｄ（Ｈ）：ｎ∈Ｎ，ｓ．ｔ．ｙ（０）＝
ｙ（ｔ）＝０，ｔ≥ｎ＋１｝，ｈｙ：＝Ｈｙ．

　　史玉明［１１］给出一类离散哈密顿系统亏指数的

定义，并且得到以下引理．
引理１［１１］　系统（４）为极限点型的充分必要条

件是

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｚ（ｔ）Ｊｙ（ｔ）＝０，ｙ，ｚ∈Ｄ（Ｈ）， （７）

式中，Ｄ（Ｈ）为最大差分算子Ｈ的定义域．
连续型哈密顿系统是强极限点型的概念是由

Ｅｖｅｒｉｔｔ等在研究亏指数问题时首先提出的．本研究
基于连续型哈密顿系统的强极限点型的定义［１２］，给

出离散哈密顿系统强极限点型的定义．
定义１　对于系统（４），如果对任意的 ｙｉ（ｔ）＝

ｘｉ（ｔ）

ｕｉ（ｔ( )）∈Ｄ（Ｈ），ｉ＝１，２，有
ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘ１（ｔ）ｕ２（ｔ）＝０，

则称该系统为强极限点型的，其中 Ｄ（Ｈ）是最大算
子Ｈ的定义域．

由定义１和引理１可知，系统是强极限点型必
是极限点型的．类似于文献［１２］中引理的证法，可
得以下引理．

引理２　系统（５）是强极限点型的当且仅当
ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｘ（ｔ）ｕ（ｔ）＝０，ｙ（ｘ，ｕ）∈Ｄ（Ｈ）．（８）

　　引理３　对任意的λ０∈Ｒ，定义算子Ｈλ０为
Ｈλ０：＝Ｈ－λ０Ｗ（ｔ）Ｒ，

其定义域为

Ｄ（Ｈλ０）＝｛ｙ∈Ｌ
２
Ｗ：ｆ∈Ｌ

２
Ｗ，ｓ．ｔ．

（Ｌｙ）（ｔ）＝Ｗ（ｔ）Ｒ（ｆ）（ｔ），ｔ∈［０，∞）｝，
那么Ｄ（Ｈ）＝Ｄ（Ｈλ０），且Ｈ是（强）极限点型的当且
仅当Ｈλ０是（强）极限点型的．

由最大算子Ｈ的定义域 Ｄ（Ｈ）可知，对任意的
ｙ＝（ｘＴ，ｕＴ）Ｔ∈Ｄ（Ｈ），存在ｆ＝（ｇＴ，０Ｔ）Ｔ∈Ｌ２Ｗ，满足

１７１
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Ｈ（ｙ）（ｔ）＝Ｗ（ｔ）Ｒ（ｆ），
即

Δｘ（ｔ）＝Ａ（ｔ）ｘ（ｔ＋１）＋Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ），
Δｕ（ｔ）＝Ｃ（ｔ）ｘ（ｔ＋１）－Ａ（ｔ）ｕ（ｔ）－ｇ（ｔ＋１{

），

因此，

Δ（ｘ（ｔ）ｕ（ｔ））＝ｘ（ｔ＋１）Δｕ（ｔ）＋
Δｘ（ｔ）ｕ（ｔ）＝ｘ（ｔ＋１）Ｃ（ｔ）ｘ（ｔ＋１）－
ｘ（ｔ＋１）Ａ（ｔ）ｕ（ｔ）－ｘ（ｔ＋１）ｇ（ｔ＋１）＋
ｘ（ｔ＋１）Ａ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ｕ（ｔ）Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＝
ｘ（ｔ＋１）Ｃ（ｔ）ｘ（ｔ＋１）＋ｕ（ｔ）Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）－
ｘ（ｔ＋１）ｇ（ｔ＋１）． （９）

文献［１１］中给出系统（５）是极限点型的判别准则．
定理１　设Ｃ（ｔ）是有下界的，Ｂ（ｔ）≥ｂ（ｔ）Ｉｎ≥

０，且‖Ａ（ｔ）‖≤ａ（ｔ），ｔ∈Ｎ，如果存在一个常数
Ｍ＞０，满足Ｍｂ（ｔ）≥ａ２（ｔ）且

∑
∞

ｔ＝０
ｂ（ｔ槡 ）＝∞， （１０）

那么系统（５）是极限点型的．
对于Ｈｅｒｍｉｔ矩阵Ｃ（ｔ），如果存在两个有限常数

ａ，ｂ，满足ａＩｎ≤Ｃ（ｔ）≤ｂＩｎ，那么称 Ｃ（ｔ）是有界的；
如果只满足左边不等式，那么称 Ｃ（ｔ）是有下界的；
如果只满足右边不等式，那么称Ｃ（ｔ）是有上界的．

ｎ×ｎ矩阵Ａ＝（ａｉｊ）和向量 ｘ∈Ｃ
ｎ的范数分别

定义为

‖Ａ‖：＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
｜ａｉｊ｜( )２

１
２，

‖ｘ‖：＝（ｘｘ）
１
２ ＝ ∑

ｎ

ｊ＝１
｜ｘｊ｜( )２

１
２．

　　λｍｉｎＡ表示矩阵Ａ的最小特征值．易知，若 Ａ是
ｎ×ｎ厄米的（Ａ ＝Ａ），则对任意的 ξ∈Ｃｎ，有
ξＡξ≥λｍｉｎＡξξ．

由确定性条件（２）可知，对于系统（５）的任意非

平凡解ｙ＝( )ｘｕ，都存在一个ｍ∈Ｎ，使得对于 ｔ≥ｍ，
ｔ∈Ｎ，有

∑
ｔ

ｓ＝０
ｘ（ｓ＋１）ｘ（ｓ＋１）＞０． （１１）

２　主要定理及证明
定理２　当定理１的条件成立时，系统（５）是强

极限点型的．
证明　因为对任意的ｙ＝（ｘＴ，ｕＴ）Ｔ∈Ｄ（Ｈ），存

在ｆ＝（ｇＴ，０Ｔ）Ｔ∈Ｌ２Ｗ，从而由式（９）得

ｘ（ｔ＋１）ｕ（ｔ＋１）＝ｘ（０）ｕ（０）＋

∑
ｔ

ｓ＝０
ｘ（ｓ＋１）Ｃ（ｓ）ｘ（ｓ＋１）＋∑

ｔ

ｓ＝０
ｕ（ｓ）·

Ｂ（ｓ）ｕ（ｓ）－∑
ｔ

ｓ＝０
ｘ（ｓ＋１）ｇ（ｓ＋１）． （１２）

记ｈ（ｔ）＝ｘ（ｔ）ｕ（ｔ），φ（ｔ）＝ｘ（ｔ）ｘ（ｔ），ψ（ｔ）＝
ｕ（ｔ）ｕ（ｔ），则式（１２）可化为

ｈ（ｔ＋１）＝ｈ（０）＋∑
ｔ

ｓ＝０
ｘ（ｓ＋１）Ｃ（ｓ）ｘ（ｓ＋１）＋

∑
ｔ

ｓ＝０
ｕ（ｓ）Ｂ（ｓ）ｕ（ｓ）－∑

ｔ

ｓ＝０
ｘ（ｓ＋１）ｇ（ｓ＋１）．（１３）

因为Ｃ（ｔ）是有下界的，由引理３，不妨设 Ｃ（ｔ）≥０．
注意到Ｂ（ｔ）≥０，ｙ，ｆ∈Ｌ２Ｗ，由式（１３）可知，当 ｔ→∞
时，ｈ（ｔ）的极限存在，且ｌｉｍ

ｔ→∞
ｈ（ｔ）≤∞．

易证ｌｉｍ
ｔ→∞
ｈ（ｔ）＝０．否则，不妨假设 ｌｉｍ

ｔ→∞
｜ｈ（ｔ）｜＝

２ｌ＞０，则由极限的保号性可知
｜ｈ（ｔ）｜≥ｌ，Ｎ∈Ｎ，ｔ≥Ｎ． （１４）

从而由ｈ（ｔ）的定义可知φ（ｔ）＞０（ｔ≥Ｎ）．令Ｈ（ｔ）＝
Ｒｅｈ（ｔ），则由式（１３）得

Ｈ（ｔ＋１）≥Ｋ＋∑
ｔ

ｓ＝０
ｂ（ｓ）ψ（ｓ）， （１５）

式中，Ｋ为一个确定的实常数．由于
｜ｈ（ｔ）｜２ ＝｜ｘ（ｔ）ｕ（ｔ）｜２≤
ｘ（ｓ）ｘ（ｓ）ｕ（ｓ）ｕ（ｓ）＝（ｔ）ψ（ｔ），（１６）

结合式（１４）和（１６）可知，对于任意的ｔ≥Ｎ，有

∑
ｔ

ｓ＝Ｎ
ｂ（ｓ）ψ（ｓ）≥∑

ｔ

ｓ＝Ｎ

ｂ（ｓ）｜ｈ（ｓ）｜２

（ｓ）
≥

ｌ２∑
ｔ

ｓ＝Ｎ

ｂ（ｓ）
（ｓ）

． （１７）

利用Ｃａｕｃｈｙ不等式，结合式（１０）和（１１）可知

∑
ｔ

ｓ＝Ｎ

ｂ（ｓ）
（ｓ）

[
≥
∑
ｔ

ｓ＝Ｎ
ｂ（ｓ槡 ]） ２

∑
ｔ

ｓ＝Ｎ
（ｓ）

∞，ｔ∞．（１８）

又由式 （１５），（１７），（１８）可知，当 ｔ ∞ 时，
Ｈ（ｔ）∞．

令ｒ（ｔ）＝ｘ（ｔ＋１）ｕ（ｔ），Ｒ～（ｔ）＝Ｒｅｒ（ｔ），则由
Δｘ（ｔ）＝Ａ（ｔ）ｘ（ｔ＋１）＋Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）得
ｘ（ｔ＋１）ｕ（ｔ）＝ｘ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ｕ（ｔ）Ｂ（ｔ）·

ｕ（ｔ）＋ｘ（ｔ＋１）Ａ（ｔ）ｕ（ｔ），
从而

Ｒ～（ｔ）＝Ｈ（ｔ）＋ｕ（ｔ）Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋
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　　　　Ｒｅ（ｘ（ｔ＋１）Ａ（ｔ）ｕ（ｔ））． （１９）
由定理给出的条件‖Ａ（ｔ）‖≤ａ（ｔ），可得
｜Ｒｅ（ｘ（ｔ＋１）Ａ（ｔ）ｕ（ｔ））｜≤‖Ａ（ｔ）‖·

｜ｘ（ｔ＋１）｜｜ｕ（ｔ）｜≤ａ（ｔ） （ｔ＋１）ψ（ｔ槡 ），

于是由式（１５）和（１９）及平均值不等式，得到

Ｒ～（ｔ）≥Ｋ＋∑
ｔ

ｓ＝０
ｂ（ｓ）ψ（ｓ）－ａ（ｔ）（ｔ＋１）ψ（ｔ槡 ）≥

Ｋ＋∑
ｔ

ｓ＝０
ｂ（ｓ）ψ（ｓ）－Ｍ－

１
４Ｍａ

２（ｔ）（ｔ＋１）ψ（ｔ）． （２０）

注意到定理中的条件 Ｍｂ（ｔ）≥ａ２（ｔ）以及正项级数

的性质 ∑
∞

ｓ＝０
（ｓ） ＜∞（ｔ）０，ｔ∞，结合式

（１７），（１８），（２０）知，存在Ｎ１（Ｎ１≥Ｎ），使得

Ｒ～（ｔ）≥ １２∑
ｔ

ｓ＝Ｎ１

ｂ（ｓ）ψ（ｓ）＝：１２Ｇ（ｔ）． （２１）

由式（１７）和（１８）可知，Ｇ（ｔ）单调递增且趋于正无
穷，从而由不等式

（ｔ＋１）ψ（ｔ）＝ｘ（ｔ＋１）ｘ（ｔ＋１）ｕ（ｔ）ｕ（ｔ）≥

｜ｘ（ｔ＋１）ｕ（ｔ）｜２≥ Ｒ
～２（ｔ），

可得

ΔＧ（ｔ）＝ｂ（ｔ＋１）ψ（ｔ＋１）≥

ｂ（ｔ＋１）
｜Ｒ～（ｔ＋１）｜２

（ｔ＋２）
≥

１
４ｂ（ｔ＋１）

Ｇ２（ｔ＋１）
（ｔ＋２）

≥

１
４ｂ（ｔ＋１）

Ｇ（ｔ＋１）Ｇ（ｔ）
（ｔ＋２）

，ｔ≥Ｎ１，

因此，

１
Ｇ（ｔ）－

１
Ｇ（ｔ＋１）＝

ΔＧ（ｔ）
Ｇ（ｔ）Ｇ（ｔ＋１）

≥

１
４
ｂ（ｔ＋１）
（ｔ＋２）

，ｔ≥Ｎ１． （２２）

对式（２２）两边从Ｎ１到ｔ逐项求和，有

１
Ｇ（Ｎ１）

－ １
Ｇ（ｔ＋１）≥∑

ｔ

ｓ＝Ｎ１

１
４
ｂ（ｓ＋１）
（ｓ＋２）

≥

∑
ｔ＋１

ｓ＝Ｎ１＋１

１
４

ｂ（ｓ）
（ｓ＋１）

≥
[１

４

∑
ｔ＋１

ｓ＝Ｎ１＋１
ｂ（ｓ槡 ]） ２

∑
ｔ＋１

ｓ＝Ｎ１＋１
（ｓ＋１）

．

（２３）

根据定理的条件∑
∞

ｓ＝０
ｂ（ｓ槡 ）＝∞和∑

∞

ｓ＝０
（ｓ）＜∞，

式（２３）与Ｇ（ｔ）∞（ｔ∞）矛盾，故 ｌｉｍ
ｔ→∞
ｈ（ｔ）＝０．

由引理２可知，定理的结论成立．
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