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　　设Ｌ２（０，∞）为实空间，ｆ，ｇ∈Ｌ２（０，∞），且０＜

∫
∞

０
ｆ２（ｔ）ｄｔ＜∞，０＜∫

∞

０
ｇ２（ｔ）ｄｔ＜∞，有如下经典

的Ｈｉｌｂｅｒｔ积分不等式［１］成立：

∫
∞

０∫
∞

０

ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）
ｘ＋ｙ

ｄｘｄｙ＜　　　

π∫
∞

０
ｆ２（ｔ）ｄｔ∫

∞

０
ｇ２（ｔ）ｄ( )ｔ

１
２
， （１）

式中，常数因子π为最佳值．
１９２５年，Ｈａｒｄｙ［２］引入一对共轭指数（ｐ，ｑ），即

１
ｐ
＋
１
ｑ
＝１，推广式（１）为

∫
∞

０∫
∞

０

ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）
ｘ＋ｙ

ｄｘｄｙ＜ π
ｓｉｎ（π／ｐ）

·

∫
∞

０
ｆｐ（ｔ）ｄ( )ｔ

１
ｐ∫

∞

０
ｇｑ（ｔ）ｄ( )ｔ

１
ｑ
， （２）

式中，常数因子
π

ｓｉｎ（π／ｐ）
（ｐ＞１）为最佳值．

Ｈａｒｄｙ［１］还建立了式（２）的如下等价式：

∫
∞

０ ∫
∞

０

ｆ（ｘ）
ｘ＋ｙ

ｄ( )ｘｐ

ｄｙ＜ π
ｓｉｎ（π／ｐ[ ]

）

ｐ

∫
∞

０
ｆｐ（ｔ）ｄｔ．（３）

适当变化式（３）的核及积分区间，Ｈａｒｄｙ［３］建立了如
下具有最佳常数因子的Ｈａｒｄｙ积分不等式：

∫
∞

０

１
ｙ∫

ｙ

０
ｆ（ｘ）ｄ( )ｘｐ

ｄｙ＜ｑｐ∫
∞

０
ｆｐ（ｔ）ｄｔ， （４）
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∫
∞

０ ∫
∞

ｘ

１
ｙ
ｇ（ｙ）ｄ( )ｙｑ

ｄｘ＜ｑｑ∫
∞

０
ｇｑ（ｔ）ｄｔ． （５）

　　式（１）～（５）自诞生之日起至２０世纪９０年代
末，因在分析学及相关领域应用甚广而倍受瞩目［４］，

然其自身却无大的推广变化．１９９８年，Ｙａｎｇ［５６］引入
独立参数λ＞０及Ｂｅｔａ函数，推广式（１）为

∫
∞

０∫
∞

０

ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）
（ｘ＋ｙ）λ

ｄｘｄｙ＜Ｂ λ
２
，
λ( )２·

∫
∞

０
ｔ１－λｆ２（ｔ）ｄｔ∫

∞

０
ｔ１－λｇ２（ｔ）ｄ( )ｔ

１
２
， （６）

式中，常数因子Ｂ
λ
２
，
λ( )２ 为最佳值．２００４—２００５年，

杨必成［７８］引入两对共轭指数（ｐ，ｑ），（ｒ，ｓ）及独立参
数λ＞０，推广式（２）如下：设ｐ，ｒ＞１，在右边积分收
敛于正数的情况下，有

∫
∞

０∫
∞

０

ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）
ｘλ＋ｙλ

ｄｘｄｙ＜ π

λｓｉｎπ( )ｒ
∫
∞

０
ｔｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｔ）ｄ{ }ｔ
１
ｐ
·

∫
∞

０
ｔｑ １－

λ( )ｓ －１ｇｑ（ｔ）ｄ{ }ｔ
１
ｑ
， （７）

∫
∞

０∫
∞

０

ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）
（ｘ＋ｙ）λ

ｄｘｄｙ＜Ｂ λ
ｒ
，
λ( )ｓ ∫

∞

０
ｔｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｔ）ｄ{ }ｔ
１
ｐ
·

∫
∞

０
ｔｑ １－

λ( )ｒ －１ｇｑ（ｔ）ｄ{ }ｔ
１
ｑ
， （８）

式中，常数因子
π

λｓｉｎ
π( )ｒ
及Ｂ

λ
ｒ
，
λ( )ｓ均为最佳值．

参考文献［７８］的参量化思想，本研究拟应用权
函数与实分析的方法，建立旨在推广式（４）和（５）的
引入两对共轭指数与一个独立参数的积分不等式，

并证明其常数因子为最佳值；还考虑其等价式的情

形，并导出一些有趣的特殊结果，其中包括若干基本

的不含参数的Ｈａｒｄｙ型积分不等式．

定理１　设λ＞０，ｐ＞１，ｒ＞０（ｒ≠１），
１
ｐ
＋
１
ｑ
＝１，

１
ｒ
＋
１
ｓ
＝１，ｆ（ｔ），ｇ（ｔ）为（０，∞）上的非负可测函

数，且０＜∫
∞

０
ｔｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｔ）ｄｔ＜∞，０＜∫
∞

０
ｔｑ １－

λ( )ｓ －１·

ｇｑ（ｔ）ｄｔ＜∞，则有如下重积分不等式：

Ｉλ ＝∫
∞

０∫
ｙ

０

１
ｙλ
ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｘｄｙ＝

∫
∞

０∫
∞

ｘ

１
ｙλ
ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｙｄｘ＜

ｒ
λ∫

∞

０
ｔｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｔ）ｄ{ }ｔ
１
ｐ
·

∫
∞

０
ｔｑ １－

λ( )ｓ －１ｇｑ（ｔ）ｄ{ }ｔ
１
ｑ
， （９）

式中，常数因子
ｒ
λ
为最佳值．特别地，当 ｒ＝ｐ，ｒ＝ｑ

时，有如下特殊不等式：

Ｉλ ＜
ｐ
λ∫

∞

０
ｔｐ－λ－１ｆｐ（ｔ）ｄ{ }ｔ

１
ｐ
·

∫
∞

０
ｔｑ－λ－１ｇｑ（ｔ）ｄ{ }ｔ

１
ｑ
， （１０）

Ｉλ ＜
ｑ
λ∫

∞

０
ｔ（ｐ－１）（１－λ）ｆｐ（ｔ）ｄ{ }ｔ

１
ｐ
·

∫
∞

０
ｔ（ｑ－１）（１－λ）ｇｑ（ｔ）ｄ{ }ｔ

１
ｑ． （１１）

　　证明　设ｋλ（ｘ，ｙ）＝
１
ｙλ
，ｘ≤ｙ；ｋλ（ｘ，ｙ）＝０，ｘ＞

ｙ，配方并由带权的Ｈｌｄｅｒ不等式［９］，有

Ｉλ ＝∫
∞

０∫
∞

０
ｋλ（ｘ，ｙ）

ｘ１－λ( )ｒ ｑ

ｙ１－λ( )ｓ ｐ
ｆ（ｘ[ ]）·

ｙ１－λ( )ｓ ｐ

ｘ１－λ( )ｒ ｑ
ｇ（ｙ[ ]）ｄｘｄｙ≤

∫
∞

０∫
∞

０
ｋλ（ｘ，ｙ）

ｘ１－λ( )ｒ（ｐ－１）

ｙ１－λ／ｓ
ｆｐ（ｘ）ｄｙｄ{ }ｘ

１
ｐ
·

∫
∞

０∫
∞

０
ｋλ（ｘ，ｙ）

ｙ１－λ( )ｓ（ｑ－１）

ｘ１－λ／ｒ
ｇｑ（ｙ）ｄｘｄ{ }ｙ

１
ｑ
＝

∫
∞

０ ∫
∞

ｘ

１
ｙλ
·
ｘ１－λ( )ｒ（ｐ－１）

ｙ１－λ／ｓ
ｄ[ ]ｙｆｐ（ｘ）ｄ{ }ｘ

１
ｐ
·

∫
∞

０ ∫
ｙ

０

１
ｙλ
·
ｙ（１－

λ
ｓ）（ｑ－１）

ｘ１－λ／ｒ
ｄ[ ]ｘｇｑ（ｙ）ｄ{ }ｙ

１
ｑ
＝

ｒ
λ∫

∞

０
ｘｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｘ）ｄ{ }ｘ
１
ｐ∫

∞

０
ｙｑ １－

λ( )ｓ －１ｇｑ（ｙ）ｄ{ }ｙ
１
ｑ．

（１２）
若式（１２）中间取等号，则有不全为零的数Ａ与Ｂ［９］，使

Ａ
ｘ１－λ( )ｒ（ｐ－１）

ｙ１－λ／ｓ
ｆｐ（ｘ）＝Ｂ

ｙ１－λ( )ｓ（ｑ－１）

ｘ１－λ／ｒ
ｇｑ（ｙ），

ａ．ｅ．于（０，∞）×（０，∞）．

于是有常数Ｃ，使Ａｘｐ １－
λ( )ｒｆｐ（ｘ）＝Ｂｙｑ １－

λ( )ｓ ｇｑ（ｙ）＝

Ｃ，ａ．ｅ．于（０，∞）．设 Ａ≠０，有 ｘｐ １－
λ( )ｒ －１ｆｐ（ｘ）＝

Ｃ／（Ａｘ），ａ．ｅ．于（０，∞），这与０＜∫
∞

０
ｘｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｘ）·

ｄｘ＜∞构成矛盾，故式（１２）取严格不等号，式（９）

５０４
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成立．
设ｎ∈Ｎ，ｆｎ（ｘ）＝ｇｎ（ｘ）＝０，ｘ∈（０，１），ｆｎ（ｘ）＝

ｘ－１＋
λ
ｒ－

１
ｎｐ，ｇｎ（ｘ）＝ｘ

－１＋λｓ－
１
ｎｑ，ｘ∈［１，∞），若有正常数

ｋｋ≤
ｒ( )λ 替代常数因子 ｒλ后，式（９）依然成立，特别

代入ｆｎ，ｇｎ，有

ｋ＝
ｋ
ｎ∫

∞

０
ｔｐ（１－

λ
ｒ）－１ｆｐｎ（ｔ）ｄ{ }ｔ

１
ｐ∫

∞

０
ｔｑ １－

λ( )ｓ －１ｇｑｎ（ｔ）ｄ{ }ｔ
１
ｑ ＞

１
ｎ∫

∞

０∫
∞

ｘ

１
ｙλ
ｆｎ（ｘ）ｇｎ（ｙ）ｄｙｄｘ＝

１
ｎ∫

∞

１
ｘ－１＋

λ
ｒ－
１
ｎｐ∫

∞

ｘ
ｙ－１－

λ
ｒ－
１
ｎｑｄ( )ｙｄｘ＝

１

ｎ λ
ｒ
＋
１( )ｎｑ
∫
∞

１
ｘ－１－

１
ｎｄｘ＝

１
λ
ｒ
＋
１
ｎｑ

． （１３）

式（１３）取极限，令ｎ→∞，由保号性，有ｋ≥
ｒ
λ
，故ｋ＝

ｒ
λ
为式（９）的最佳值，证毕．

定理２　设λ＞０，ｐ＞１，ｒ＞０（ｒ≠１），
１
ｐ
＋
１
ｑ
＝１，

１
ｒ
＋
１
ｓ
＝１，ｆ（ｔ），ｇ（ｔ）为（０，∞）上的非负可测函数，

且 ０＜∫
∞

０
ｔｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｔ）ｄｔ＜∞，０＜∫
∞

０
ｔｑ １－

λ( )ｓ －１·

ｇｑ（ｔ）ｄｔ＜∞，则有如下不等式成立：

Ｊλ ＝∫
∞

０

１

ｙ
ｐλ
ｒ＋１
∫
ｙ

０
ｆ（ｘ）ｄ( )ｘｐ

ｄｙ＜

ｒ( )λ
ｐ

∫
∞

０
ｔｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｔ）ｄｔ， （１４）

Ｌλ ＝∫
∞

０
ｘ
ｑλ
ｒ－１∫

∞

ｘ

１
ｙλ
ｇ（ｙ）ｄ( )ｙ

ｑ

ｄｘ＜

ｒ( )λ
ｑ

∫
∞

０
ｔｑ １－

λ( )ｓ －１ｇｑ（ｔ）ｄｔ， （１５）

式中，常数因子
ｒ( )λ

ρ

（ρ＝ｐ，ｑ）均为最佳值，且式

（１４），（１５）与式（９）等价．
（１）当ｒ＝ｐ时，有如下不等式与式（１０）等价：

∫
∞

０

１
ｙλ＋１∫

ｙ

０
ｆ（ｘ）ｄ( )ｘｐ

ｄｙ＜ ｐ( )λ
ｐ

∫
∞

０
ｔｐ－λ－１ｆｐ（ｔ）ｄｔ，（１６）

∫
∞

０
ｘ（ｑ－１）λ－１∫

∞

ｘ

１
ｙλ
ｇ（ｙ）ｄ( )ｙ

ｑ

ｄｘ＜

ｐ( )λ
ｑ

∫
∞

０
ｔｑ－λ－１ｇｑ（ｔ）ｄｔ． （１７）

　　（２）当ｒ＝ｑ时，有如下不等式与式（１１）等价：

∫
∞

０

１
ｙ（ｐ－１）λ＋１∫

ｙ

０
ｆ（ｘ）ｄ( )ｘｐ

ｄｙ＜

ｑ( )λ
ｐ

∫
∞

０
ｔ（ｐ－１）（１－λ）ｆｐ（ｔ）ｄｔ， （１８）

∫
∞

０
ｘλ－１∫

∞

ｘ

１
ｙλ
ｇ（ｙ）ｄ( )ｙ

ｑ

ｄｘ＜

ｑ( )λ
ｑ

∫
∞

０
ｔ（ｑ－１）（１－λ）ｇｑ（ｔ）ｄｔ． （１９）

　　证明　取Ｉλ ＝∫
∞

０

１
ｙλ∫

ｙ

０
ｆ（ｘ）ｄ( )ｘｇ（ｙ）ｄｙ，在（０，

∞）上定义有界可测函数［ｆ（ｘ）］ｎ，

［ｆ（ｘ）］ｎ ＝ｍｉｎ｛ｆ（ｘ），ｎ｝＝
ｆ（ｘ）， ｆ（ｘ）≤ｎ，
ｎ， ｆ（ｘ）{ ＞ｎ．

由０＜∫
∞

０
ｔｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｔ）ｄｔ＜∞，存在 ｎ０∈Ｎ，使当

ｎ≥ｎ０时，０＜∫
ｎ

１
ｎ

ｘｐ １－
λ( )ｒ －１［ｆ（ｘ）］ｐｎｄｘ＜∞．令

ｇｎ（ｙ）＝
１

ｙ
ｐλ
ｒ＋１
∫
ｙ

１
ｎ

［ｆ（ｘ）］ｎｄ( )ｘｐ－１
＞０，

１
ｎ
≤ｙ≤ｎ，ｎ≥ｎ０，

必存在ａ＞０，使［ｆ（ｘ）］ｎ≤ｎ≤ａｘ
λ
ｒ－１，ｘ∈

１
ｎ
，[ ]ｎ．当

ｎ≥ｎ０时，有

０＜∫
ｎ

１
ｎ

ｙｑ １－
λ( )ｓ －１ｇｑｎ（ｙ）ｄｙ＝∫

ｎ

１
ｎ

１

ｙ
ｐλ
ｒ＋１
∫
ｙ

１
ｎ

［ｆ（ｘ）］ｎｄ( )ｘｐｄｙ≤

ａｐ∫
ｎ

１
ｎ

１

ｙ
ｐλ
ｒ＋１
∫
ｙ

０
ｘ
λ
ｒ－１ｄ( )ｘｐ

ｄｙ＝ａｐ ｒ( )λ
ｐ

∫
ｎ

１
ｎ

ｙ－１ｄｙ＝

２ａｐ ｒ( )λ
ｐ

ｌｎｎ＜∞．

由式（９），当ｘ
１
ｎ
，[ ]ｎ时，ｇｎ（ｘ）＝［ｆ（ｘ）］ｎ＝０，有

０＜∫
ｎ

１
ｎ

ｙｑ １－
λ( )ｓ －１ｇｑｎ（ｙ）ｄｙ＝∫

ｎ

１
ｎ

１

ｙ
ｐλ
ｒ＋１
∫
ｙ

１
ｎ

［ｆ（ｘ）］ｎｄ( )ｘｐｄｙ＝

∫
ｎ

１
ｎ
∫
ｙ

１
ｎ

１
ｙλ
［ｆ（ｘ）］ｎｇｎ（ｙ）ｄｘｄｙ＜

ｒ
λ∫

ｎ

１
ｎ

ｘｐ １－
λ( )ｒ －１［ｆ（ｘ）］ｐｎｄ{ }ｘ

１
ｐ
·

∫
ｎ

１
ｎ

ｙｑ １－
λ( )ｓ －１ｇｑｎ（ｙ）ｄ{ }ｙ

１
ｑ ＜∞， （２０）

６０４
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０＜∫
ｎ

１
ｎ

ｙｑ １－
λ( )ｓ －１ｇｑｎ（ｙ）ｄｙ＜

ｒ( )λ
ｐ

·

∫
∞

０
ｘｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｘ）ｄｘ＜∞． （２１）

因而０＜∫
∞

０
ｙｑ １－

λ( )ｓ －１ｇｑ∞（ｙ）ｄｙ＝Ｊλ ＜∞．由条件

０＜∫０
∞
ｔｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｔ）ｄｔ＜∞，当 ｎ→∞时，式（９），

（２０），（２１）保持严格不等号，故式（１４）成立．
反之，设式（１４）成立，由Ｈｌｄｅｒ不等式［９］，有

Ｉλ ＝∫
∞

０
ｙ
λ
ｓ－
１
ｐ∫
ｙ

０

１
ｙλ
ｆ（ｘ）ｄ( ) (ｘ ｙ

１
ｐ－
λ
ｓｇ（ｙ )） ｄｙ≤

Ｊ
１
ｐ
λ ∫

∞

０
ｙｑ １－

λ( )ｓ －１ｇｑ（ｙ）ｄ{ }ｙ
１
ｑ． （２２）

再由式（１４），得式（９），故式（１４）与式（９）等价．
式（１４）的常数因子必是最佳值．不然，由式

（２２），易得式（９）的常数因子也不是最佳值，矛盾．

同法，取 Ｉλ ＝∫
∞

０ ∫
∞

ｘ

１
ｙλ
ｇ（ｙ）ｄ( )ｙｆ（ｘ）ｄｘ，定义

［ｇ（ｙ）］ｎ，ｆｎ（ｘ）＝ｘλ
－１∫

ｎ

ｘ

１
ｙλ
［ｇ（ｙ）］ｎｄ( )ｙ

ｑ－１

，建立

不等式 Ｉλ ≤ ∫
∞

０
ｘｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｘ）ｄ{ }ｘ
１
ｐＬ

１
ｑ
λ，可证式

（１５）成立及其等价性、最佳值等结论．证毕．
若在定理１，定理２的证明中，取 ｒ＝１，并默认

１
ｓ
＝０，则有

推论１　设λ＞０，ｐ＞１，
１
ｐ
＋
１
ｑ
＝１，ｆ（ｔ），ｇ（ｔ）

为 （０，∞）上 的 非 负 可 测 函 数，且 ０ ＜

∫
∞

０
ｔｐ（１－λ）－１ｆｐ（ｔ）ｄｔ＜∞，０＜∫

∞

０
ｔｑ－１ｇｑ（ｔ）ｄｔ＜∞，则

有如下等价不等式：

Ｉλ ＜
１
λ∫

∞

０
ｔｐ（１－λ）－１ｆｐ（ｔ）ｄ{ }ｔ

１
ｐ∫

∞

０
ｔｑ－１ｇｑ（ｔ）ｄ{ }ｔ

１
ｑ
，

（２３）

∫
∞

０

１
ｙｐλ＋１∫

ｙ

０
ｆ（ｘ）ｄ( )ｘｐ

ｄｙ＜ １( )λ
ｐ

∫
∞

０
ｔｐ（１－λ）－１ｆｐ（ｔ）ｄｔ，

（２４）

∫
∞

０
ｘｑλ－１∫

∞

ｘ

１
ｙλ
ｇ（ｙ）ｄ( )ｙ

ｑ

ｄｘ＜ １( )λ
ｑ

∫
∞

０
ｔｑ－１ｇｑ（ｔ）ｄｔ，

（２５）

式中，常数因子
１
λ
，
１( )λ

ρ

（ρ＝ｐ，ｑ）均为最佳值．

若在定理１，定理２的证明中，改设 ｋλ（ｘ，ｙ）＝
１
ｙλ
，ｘ≥ｙ；ｋλ（ｘ，ｙ）＝０，ｘ＜ｙ，ｒ＜０，则有如下定理．

定理３　设 λ＞０，ｐ＞１，ｒ＜０，
１
ｐ
＋
１
ｑ
＝１，

１
ｒ
＋

１
ｓ
＝１，ｆ（ｔ），ｇ（ｔ）为（０，∞）上的非负可测函数，且

０＜∫
∞

０
ｔｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｔ）ｄｔ＜∞，０＜∫
∞

０
ｔｑ １－

λ( )ｓ －１ｇｑ（ｔ）ｄｔ＜

∞，则有如下等价不等式：

Ｉ
～
λ ＝∫

∞

０∫
∞

ｙ

１
ｙλ
ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

∞

０∫
ｘ

０

１
ｙλ
ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｙｄｘ＜

－ｒ( )λ ∫
∞

０
ｔｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｔ）ｄ{ }ｔ
１
ｐ∫

∞

０
ｔｑ １－

λ( )ｓ －１ｇｑ（ｔ）ｄ{ }ｔ
１
ｑ
，

（２６）

∫
∞

０

１

ｙ
ｐλ
ｒ＋１
∫
∞

ｙ
ｆ（ｘ）ｄ( )ｘｐ

ｄｙ＜ －ｒ( )λ
ｐ

∫
∞

０
ｔｐ １－

λ( )ｒ －１ｆｐ（ｔ）ｄｔ，

（２７）

∫
∞

０
ｘ
ｑλ
ｒ－１∫

ｘ

０

１
ｙλ
ｇ（ｙ）ｄ( )ｙ

ｑ

ｄｘ＜ －ｒ( )λ
ｑ

∫
∞

０
ｔｑ １－

λ( )ｓ －１ｇｑ（ｔ）ｄｔ，

（２８）

式中，常数因子
－ｒ( )λ ，

－ｒ( )λ
ρ

（ρ＝ｐ，ｑ）均为最佳值．

特别地，当ｒ＝－１，ｓ＝
１
２
时，有如下等价式：

Ｉ
～
λ ＜

１
λ∫

∞

０
ｔｐ（１＋λ）－１ｆｐ（ｔ）ｄ{ }ｔ

１
ｐ∫

∞

０
ｔｑ（１－２λ）－１ｇｑ（ｔ）ｄ{ }ｔ

１
ｑ
，

（２９）

∫
∞

０

１
ｙ１－ｐλ∫

∞

ｙ
ｆ（ｘ）ｄ( )ｘｐ

ｄｙ＜ １( )λ
ｐ

∫
∞

０
ｔｐ（１＋λ）－１ｆｐ（ｔ）ｄｔ，

（３０）

∫
∞

０

１
ｘ１＋ｑλ∫

ｘ

０

１
ｙλ
ｇ（ｙ）ｄ( )ｙ

ｑ

ｄｘ＜ １( )λ
ｑ

∫
∞

０
ｔｑ（１－２λ）－１ｇｑ（ｔ）ｄｔ．

（３１）
　　（１）当λ＝１时，式（１８）和（１９）分别变为式（４）
和（５）；式（１６）和（１７）分别变为如下等价不等式：

　∫
∞

０

１
ｙ２∫

ｙ

０
ｆ（ｘ）ｄ( )ｘｐ

ｄｙ＜ｐｐ∫
∞

０
ｔｐ－２ｆｐ（ｔ）ｄｔ，　　 （３２）

　∫
∞

０
ｘｑ－２∫

∞

ｘ

１
ｙ
ｇ（ｙ）ｄ( )ｙｑ

ｄｘ＜ｐｑ∫
∞

０
ｔｑ－２ｇｑ（ｔ）ｄｔ；（３３）

式（２４）和（２５）分别变为如下等价不等式：

∫
∞

０

１
ｙｐ＋１∫

ｙ

０
ｆ（ｘ）ｄ( )ｘｐ

ｄｙ＜∫
∞

０

１
ｔ
ｆｐ（ｔ）ｄｔ，（３４）

７０４
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∫
∞

０
ｘｑ－１∫

∞

ｘ

１
ｙ
ｇ（ｙ）ｄ( )ｙｑ

ｄｘ＜∫
∞

０
ｔｑ－１ｇｑ（ｔ）ｄｔ；（３５）

式（３０）和（３１）分别变为如下等价不等式：

∫
∞

０
ｙｐ－１∫

∞

ｙ
ｆ（ｘ）ｄ( )ｘｐ

ｄｙ＜∫
∞

０
ｔ２ｐ－１ｆｐ（ｔ）ｄｔ，（３６）

∫
∞

０

１
ｘｑ＋１∫

ｘ

０

１
ｙ
ｇ（ｙ）ｄ( )ｙｑｄｘ＜∫∞０ １

ｔｑ＋１
ｇｑ（ｔ）ｄｔ．（３７）

　　（２）当ｐ＝ｑ＝２，λ＝１时，从以上结果可导出如
下３组等价的、基本的Ｈａｒｄｙ型积分不等式：

Ｉ１ ＜２∫
∞

０
ｆ２（ｔ）ｄｔ∫

∞

０
ｇ２（ｔ）ｄ( )ｔ

１
２
， （３８）

∫
∞

０

１
ｙ∫

ｙ

０
ｆ（ｘ）ｄ( )ｘ２

ｄｙ＜４∫
∞

０
ｆ２（ｔ）ｄｔ， （３９）

∫
∞

０ ∫
∞

ｘ

１
ｙ
ｇ（ｙ）ｄ( )ｙ２

ｄｘ＜４∫
∞

０
ｇ２（ｔ）ｄｔ； （４０）

Ｉ１ ＜ ∫
∞

０

１
ｔ
ｆ２（ｔ）ｄｔ∫

∞

０
ｔｇ２（ｔ）ｄ( )ｔ

１
２
， （４１）

∫
∞

０

１
ｙ３∫

ｙ

０
ｆ（ｘ）ｄ( )ｘ２

ｄｙ＜∫
∞

０

１
ｔ
ｆ２（ｔ）ｄｔ， （４２）

∫
∞

０
ｘ∫

∞

ｘ

１
ｙ
ｇ（ｙ）ｄ( )ｙ２

ｄｘ＜∫
∞

０
ｔｇ２（ｔ）ｄｔ； （４３）

Ｉ
～
１ ＜ ∫

∞

０
ｔ３ｆ２（ｔ）ｄｔ∫

∞

０

１
ｔ３
ｇ２（ｔ）ｄ( )ｔ

１
２
， （４４）

∫
∞

０
ｙ∫

∞

ｙ
ｆ（ｘ）ｄ( )ｘ２

ｄｙ＜∫
∞

０
ｔ３ｆ２（ｔ）ｄｔ， （４５）

∫
∞

０

１
ｘ３∫

ｘ

０

１
ｙ
ｇ（ｙ）ｄ( )ｙ２

ｄｘ＜∫
∞

０

１
ｔ３
ｇ２（ｔ）ｄｔ．（４６）

不等式（３８）～（４６）右边的积分都收敛于正数，且不
含参数，常数因子皆为最佳值，其中

Ｉ１ ＝∫
∞

０∫
ｙ

０

１
ｙ
ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

∞

０∫
∞

ｘ

１
ｙ
ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｙｄｘ，

Ｉ
～
１ ＝∫

∞

０∫
∞

ｙ

１
ｙ
ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

∞

０∫
ｘ

０

１
ｙ
ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）ｄｙｄｘ．
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