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摘要：在分析优化速度函数性质的基础上，提出有理函数型优化速度函数的一般表达式．该函数以曲线拐点对应的
临界间距为特征控制参数，并能构造非凹基本图．利用临界间距的重尺度化关系式，采用停车视距构建一种新的优
化速度函数，以表征人车路环境交互影响下的司机驾驶行为．与其他优化速度函数对比分析后可以发现，新的优
化速度函数能够更好地反映与驾驶行为关联的流密关系数据散布、通行能力变化等实际交通特征．
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　　流量密度（简称流密）关系曲线又称基本图
（ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｄｉａｇｒａｍ，ＦＤ），其形状和性质一直是交
通流理论研究中的基本问题．传统研究［１３］认为，流

密关系函数应是凹的，即流量函数 Ｑ″（ρ）≤０．但２０

世纪９０年代中期，Ｋｅｒｎｅｒ等［４］和Ｂａｎｄｏ等［５］分别通

过对宏观连续介质模型以及微观优化速度模型的研

究，认为基本图的凹性变化是振荡波形解产生的充

要条件［６７］．近期的交通实测同样证实了基本图可能
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存在凹性变化的性质［５，７８］．
１９９５年，ｄｅｌＣａｓｔｉｌｌｏ等［１］提出了由速度密度

（简称速密）关系曲线描述的几类函数形式，并据此

给出了构建凹的基本图的方法．但直到目前为止，尚
未有关于构建非凹基本图以及同时描述Ｓ形速密和
速度间距（简称速距）关系曲线的普遍方法．这里
“非凹基本图”是指流密关系函数不仅是凹函数形

式的基本图，也并非单纯的凸函数．以前研究的基本
图通常是凹的，而非凹基本图中存在拐点，使得函数

的凹性发生变化．表现在中小密度范围内呈现凹性，
大密度范围内呈现凸性．本研究分析了优化速度函
数的数学性质，提出以 Ｓ形曲线拐点对应的临界间
距为关键控制参数的函数形式，依此构建一类优化

速度函数簇，并同时获取非凹基本图．将临界间距重
尺度化为停车视距后，新的优化速度函数能够反映

交通流受到人车路交互环境的影响情况．对比分
析正常和限速路况下速距和流密关系曲线，并考虑

司机的驾驶行为可以发现，新的优化速度函数既能

反映经验观测中的流密关系形状，又可描述数据散

布、道路通行能力变化等多种交通现象．

１　优化速度函数的数学性质和新的函
数表达式

　　目前，在优化速度类模型中，一般使用Ｓ形曲线
的速距关系函数又称优化速度函数（ｏｐｔｉｍａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＯＶＦ）来构造非凹基本图．针对高速路交通
流建模，常见的有两类优化速度函数：一类是 Ｂａｎｄｏ
等［５］根据日本高速公路实测交通数据提出的 ｔａｎｈ
型函数

ＶＢｏｐｔ（ｈ）＝１６．８×｛ｔａｎｈ［０．０８６×

（ｈ－２５）］＋０．９１３｝（ｍ／ｓ）； （１）
另一类则是Ｍａｈｎｋｅ等［９］对比德国高速公路的实测

交通数据［８］提出的二阶Ｈｉｌｌ型函数

ＶＭｏｐｔ（ｈ）＝３４×
（ｈ－６）２

１３２＋（ｈ－６）２
（ｍ／ｓ）， （２）

式中，ｈ为车头间距．优化速度函数Ｖｏｐｔ（ｈ）反映了车
辆在定常均匀态下，速度与ｈ之间的单值映射关系．

研究表明［１，７，１０１３］，优化速度函数必须满足以下

数学性质：

① 当ｈ→＋∞时，ｌｉｍ
ｈ→＋∞

Ｖｏｐｔ（ｈ）＝ｖｍａｘ；

② 当ｈ→０＋时，ｌｉｍ
ｈ→０＋
Ｖｏｐｔ（ｈ）＝０；

③ 存在ｈｓｔｏｐ＞ｌｃ的某个值，使得ｈ∈［０，ｈｓｔｏｐ］时，
Ｖｏｐｔ（ｈ）≡０；

④ 当ｈ＞ｈｓｔｏｐ时，Ｖｏｐｔ（ｈ）＞０且有界；
⑤ 当ｈ＞ｈｓｔｏｐ时，Ｖ′ｏｐｔ（ｈ）＞０，即Ｖｏｐｔ（ｈ）是关于ｈ

的单调递增函数；

⑥ 存在ｈＩ＞ｈｓｔｏｐ的某个值，使得ｈｓｔｏｐ＜ｈ＜ｈＩ时，
Ｖ″ｏｐｔ（ｈ）＞０，而ｈ＞ｈＩ时，Ｖ″ｏｐｔ（ｈ）＜０．

上述５点性质中：ｖｍａｘ表示 ＯＶＦ的上界值，由车
辆自身和当前路况同时决定；ｈｓｔｏｐ表示堵塞车头间
距，对应于现实的特征堵塞密度 ρｊａｍ，其值大于车长
ｌｃ．ＯＶＦ的单调性和可微性则可表征交通流中连续

光滑过渡机制的可能存在性［１］．近期，众多研究人
员［７，１０１２］指出：性质⑥是优化速度函数必备的，即
ＯＶＦ必须是 Ｓ形曲线，（ｈＩ，Ｖｏｐｔ（ｈＩ））为其拐点．
Ｖ′ｏｐｔ（ｈ）在ｈ＞ｈｓｔｏｐ时，仅有一个最大值Ｖ′ｏｐｔ（ｈＩ），这样
就可根据模型的稳定性判据，划分“稳定→不稳定→
稳定”三个连续的交通区域，从而能够自发地产生稳

定的时停时走波或扭结反扭结波．对于Ｓ形的ＯＶＦ，
其关键参数 ｈＩ通常认为是车辆之间是否产生相互
作用的特征距离，这也意味着在车头间距处于 ｈＩ附
近时，司机驾车很难维持稳定车速 Ｖｏｐｔ（ｈＩ），从而产
生不稳定性．因此，本研究中称 ｈＩ为临界间距
（ｃｒｉｔｉｃａｌｈｅａｄｗａｙ）．目前，ＯＶＦ中的临界间距是通过
数据拟合的手段来确定的［５，９］，且仅在 ｔａｎｈ型优化
速度函数中显式表达，即式（１）中的“２５”．

经过研究发现［１３］，可以通过有理函数显式表达

临界间距作为控制参数，这样便可据此构建新的

ＯＶＦ表达式，并预期获得非凹基本图．不妨令 ｈ^－１＝
（ｈ－ｈｓｔｏｐ）／ｈｓｔｏｐ，即选取特征长度 ｈｓｔｏｐ无量纲化 ｈ．不
失一般性，期望的优化速度函数可记为

ＶＲｏｐｔ（ｈ^）＝
ａｎ（ｈ^－１）

ｎ＋ａｎ－１（ｈ^－１）
ｎ－１＋… ＋ａ１（ｈ^－１）＋ａ０

ｂｎ（ｈ^－１）
ｎ＋ｂｎ－１（ｈ^－１）

ｎ－１＋… ＋ｂ１（ｈ^－１）＋ｂ０
，

（３）
式中，ｎ＞１且为整数．为了便于分析，有以下假设：

（１）令 ａｎ＝ｖｍａｘｂｎ，则有 ｌｉｍ
ｈ^→＋∞

ＶＲｏｐｔ（ｈ^）＝ｖｍａｘ，

ＶＲｏｐｔ（ｈ^）满足ＯＶＦ的数学性质①；
（２）令ａ０＝０，则有 ｌｉｍ

ｈ^－１→０＋
ＶＲｏｐｔ（ｈ^）＝０，Ｖ

Ｒ
ｏｐｔ（ｈ^）满

足ＯＶＦ的数学性质②；
（３）令ａｊ＝ｂｊ＝０，ｊ＝１，２，…，ｎ－１，且记 Ｄ：＝

ｂ０／ｂｎ（ｂ０，ｂｎ＞０），则Ｖ
Ｒ
ｏｐｔ满足ＯＶＦ的数学性质④，⑤

８４１
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和⑥．
据此，则式（３）可简化为

ＶＲｏｐｔ（ｈ^）＝ｖｍａｘ
（ｈ^－１）ｎ

（ｈ^－１）ｎ＋Ｄ
． （４）

由上式可知：

（１）当 ｈ^≥１时，０≤ＶＲｏｐｔ（ｈ^）＜ｖｍａｘ，式（４）满足
ＯＶＦ的数学性质①，②，③，④；

（２）当 ｈ^＞１时，Ｖ′Ｒｏｐｔ（ｈ^）＝ｖｍａｘ
Ｄｎ（ｈ^－１）ｎ－１

［（ｈ^－１）ｎ＋Ｄ］２
＞

０，式（４）满足ＯＶＦ的数学性质⑤；

（３）在 ｈ^∈［１，＋∞）域上，当且仅当 ｈ^＝１＋

ｎ－１
ｎ＋１( )Ｄ

１
ｎ
＞１时，有 Ｖ″Ｒｏｐｔ（ｈ^）＝０，式（４）满足 ＯＶＦ

的数学性质⑥，此时，临界间距 ｈ^Ｉ＝１＋
ｎ－１
ｎ＋１( )Ｄ

１
ｎ
．

最终，考虑在 ｎ＞１的条件下，将式（４）中的参

数Ｄ用临界间距 ｈ^Ｉ表示，并化简为

ＶＲｏｐｔ（ｈ^）＝ｖｍａｘ
（ｈ^－１）ｎ

（ｈ^－１）ｎ＋ｎ＋１ｎ－１（ｈ^Ｉ－１）
ｎ
，（５）

这就是新的有理函数型ＯＶＦ的一般表达式．
结合ＯＶＦ的数学性质②和③，并考虑式（５），当

０≤ｈ^＜１时，若Ｖｏｐｔ（ｈ^）＝０，则Ｖ
Ｒ
ｏｐｔ（ｈ^）在［０，＋∞）域

上为 ｎ阶连续可微函数．于是，完整的有理函数型
ＯＶＦ的一般表达式为

ＶＲｏｐｔ（ｈ）＝

０， ０≤ｈ＜ｈｓｔｏｐ，

ｖｍａｘ
（ｈ－ｈｓｔｏｐ）

ｎ

（ｈ－ｈｓｔｏｐ）
ｎ＋ｎ＋１ｎ－１（ｈＩ－ｈｓｔｏｐ）

ｎ
， ｈ≥ｈｓｔｏｐ{ ．

（６）
　　利用平衡态下密度和车头间距的关系 ρ＝１／ｈ，
可得流量的计算公式为 Ｑ（ρ）＝ρＶＲｏｐｔ（１／ρ）．将其代
入式（６），计算流量函数对密度的二阶导数为

Ｑ″（ρ）＝－
ｖｍａｘｎ（ｎ＋１）

２（ｈＩ－ｈｓｔｏｐ）（１／ρ－ｈｓｔｏｐ）
ｎ

（１／ρ－ｈｓｔｏｐ）
ｎ＋ｎ＋１ｎ－１（ｈＩ－ｈｓｔｏｐ）[ ]ｎ ３·

（１／ρ－ｈｓｔｏｐ）
ｎ－（ｈＩ－ｈｓｔｏｐ）

ｎ

（ｎ－１）ρ（ρｈｓｔｏｐ－１）
２ ．　 （７）

观察式（７）可得，当ｎ＞１且ρ≠１／ｈｓｔｏｐ时，Ｑ″（ρ）的符
号由［（１／ρ－ｈｓｔｏｐ）

ｎ－（ｈＩ－ｈｓｔｏｐ）
ｎ］决定．显然，ρ∈

（０，１／ｈＩ）时，Ｑ″（ρ）＜０；ρ∈（１／ｈＩ，１／ｈｓｔｏｐ）时，

Ｑ″（ρ）＞０；ρ＝１／ｈＩ时，Ｑ″（ρ）＝０．这与现有的非凹
基本图随着密度增大先凹后凸的凹性变化趋势完全

一致．
由上述分析可知，根据式（６）计算的基本图是

非凹的，其拐点位置为
１
ｈＩ
，
ｎ－１
２ｎ
ｖｍａｘ
ｈ( )
Ｉ
．

另外，由式（６）可知，ｖｍａｘ，ｈｓｔｏｐ和 ｈＩ为量纲控制
参数，其中 ｖｍａｘ和 ｈｓｔｏｐ一般被视为交通流的特征参
数，可取定值［１］，而 ｈＩ的取值可由数据拟合的方法
确定［５］．本研究则给出另一种解决方案，即采用一种
特征距离重尺度化的方法确定临界间距ｈＩ的数值．

２　临界间距的重尺度化和停车视距
临界间距可视为车辆从相互作用转变为非相互

作用的一种特殊的“距离长度”［５，７，９］．由于车辆的行
驶受到司机以及道路环境的影响，临界间距是人
车路环境下司机驾车行为的一种表征，与司机的驾
车特性和习惯密切相关．

众所周知，司机通常会保持一个安全行车距离．
以当前车速行驶的车辆在到达前方的“固定物体”

之前安全停车的距离称为停车视距［２３］（ｓｔｏｐｐｉｎｇ
ｓｉｇｈｔｄｉｓｔａｎｃｅ，ＳＳＤ）．ＳＳＤ由感觉反应距离 ｄｒ：＝ｖ０τ

和制动距离ｄｂ：＝
Ｇｖ２０
２Ｇｂｇμ

组成，其中τ为司机的感觉

反应时间（ｐｅｒｃｅｐｔｉｏｎｒｅｓｐｏｎｓｅｔｉｍｅ，ＰＲＴ），ｖ０为司机
在感觉接受信息时的车速，Ｇ为车辆的自身重量，Ｇｂ
为配备制动器闸的轮轴所能支撑的重量，ｇ为重力
加速度，μ为车辆轮胎与道路表面的摩擦系数．可以
看出，停车视距依赖于车速、司机驾驶行为以及道路

和车辆自身性能的特征长度．
这里需特别指出的是，ＰＲＴ作为交通流理论中

描述司机行为的一项关键参数，之前一直是作为常

值被引入微观交通流建模的［２３，５，７］．但近期的研究发
现［３，１４］，ＰＲＴ事实上是一个时变量，不存在用一个所
谓较好的常值来代替．针对各类行车事件以及司机
的生理和个性差异，ＰＲＴ的取值是变化的，统计后的
典型值也各不相同，例如高预期性事件的 ＰＲＴ为
０．７０～０．７５ｓ，意外物体和突发事件出现时的 ＰＲＴ
分别为１．５７和２．４５ｓ，最大的正常的ＰＲＴ也会高达
６ｓ．因此，正常的 ＰＲＴ取值范围［３］为 τ∈［０．５，６］，
故此也有关于采用随机变量形式 ＰＲＴ的交通流建
模研究［１５］．

另外，制动距离ｄｂ中的一个重要控制参数为摩

９４１
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擦系数μ，它主要受车轮的结构和材料以及道路表
面形状与材质影响，天气条件变化对其的影响也很

大．一般建议的取值为干燥水平道路 μ＝０．６５，潮湿
水平道路μ＝０．３５［２３］．

工程上为了保证安全性，取 ｖ０＝ｖｍａｘ和Ｇ＝Ｇｂ来
计算ＳＳＤ［２３］，因此，有

ｄｓ＝ｖｍａｘτ＋
ｖ２ｍａｘ
１９．９μ

　（ｍ）． （８）

式（８）满足人们考虑发生的“最坏可能情况”．
通过对一系列优化速度函数进行比较分析可

知［１３］，临界间距一般为堵塞车头间距的２～５倍，即
１３～５０ｍ量级，这与实际交通流情形吻合．但是，直
接将式（８）作为临界间距的计算公式引入式（６）是
不合适的，因此，需要先将ＳＳＤ重尺度化．

假设停车视距和临界间距的重尺度化关系为

（ｄｓ）
ｍ ＝ｎ＋１ｎ－１（ｈＩ－ｈｓｔｏｐ）

ｎ， （９）

式中，ｍ＞０且为有理数．考虑上述 ｈＩ与 ｈｓｔｏｐ的倍数
关系，可用不等式

ｍｎ＋１
ｎ－槡 １（ｈｓｔｏｐ）

ｎ
ｍ≤ｄｓ≤

ｍｎ＋１
ｎ－槡 １（４ｈｓｔｏｐ）

ｎ
ｍ （１０）

表征停车视距与特征参数 ｈｓｔｏｐ之间的尺度联系．用
重尺度化的 ＳＳＤ代替式（６）中的临界间距，从而得
到一类可表征驾驶行为的优化速度函数．

３　考虑停车视距的优化速度函数
由于引入了停车视距作为重尺度化的临界间距

的表征，可以在一定程度上表示司机在人车路环
境交互作用下的一种驾驶行为．我们将这种表征驾
驶行为（ｄｒｉｖｉｎｇｂｅｈａｖｉｏｒ，ＤＢ）的优化速度函数称为
ＤＢＯＶＦ，其具体表达式为

ＶＤＢｏｐｔ（ｈ）＝
０， ０≤ｈ＜ｈｓｔｏｐ，

ｖｍａｘ
（ｈ－ｈｓｔｏｐ）

ｎ

（ｈ－ｈｓｔｏｐ）
ｎ＋（ｄｓ）

ｍ， ｈ≥ｈｓｔｏｐ{ ，

（１１）
式中，停车视距的计算公式见式（８）．考虑到有三次
可微性质的 ＯＶＦ具有持续研究的可能性［７，１１１２］，我

们选择ｎ＝３，根据式（１０），可确定ｍ＝１．８．其他参数

建议取值［１］分别为ｖｍａｘ＝３３ｍ／ｓ，ｈｓｔｏｐ＝
１０００
１５０ ｍ．下文

就ＰＲＴ是统计平均意义上的固定值情况进行分析，
取正常行驶条件下司机的感觉反应时间 τ＝

１．５ｓ［２３，１２，１４］，μ为０．６５和０．３５分别对应普通和低
摩擦路况情形．对限速情况的 ＯＶＦ和 ＦＤ也进行了
详细的对比讨论，而对 ＰＲＴ为时变量的情况以及与
ＯＶＦ相关的动力学模拟研究，则另文专述［１３］．

图１综合显示了正常和限速条件下以及经过参
数标定的优化速度函数的比较结果．我们分别就优
化速度函数和基本图进行对比分析，其中正常路况

下ｖｍａｘ值取３３ｍ／ｓ，限速条件下 ｖ
Ｌ
ｍａｘ值取２５ｍ／ｓ．从

图１（ａ）可以看出，ＤＢＯＶＦ在普通路面上的表现和
ＢａｎｄｏＯＶＦ接近一致，特别是在２０～３０ｍ处曲线重
合，在４８ｍ处达到 ｖｍａｘ值的９５％，在稍大于４１ｍ处
分别达到 ｖｍａｘ值 ９５％的 Ｂａｎｄｏ和 ＭａｈｎｋｅＯＶＦ．另
外，在低摩擦力路面上，由于考虑驾驶安全，ＤＢＯＶＦ
的取值整体上低于正常路面行车速度，这和我们预

期的一致．图１（ｂ）则给出了关于流量的宏观量级比
较，显然，ＤＢＦＤ也能正确预测道路的实际通行能
力，在密度为 ３０ｖｅｈ／ｋｍ时流量达到最大值 ２６３２
ｖｅｈ／ｈ，略低于Ｂａｎｄｏ基本图预测的在２９ｖｅｈ／ｋｍ处
达到最大值２７８５ｖｅｈ／ｈ．而 Ｍａｈｎｋｅ基本图由于标
定时仅和畅行交通的数据一致，没有拥挤交通数据

的验证，因而无法合理预测拥挤交通范围内的速度

和流量．整体而言，对于普通高速路的流密关系，三
类基本图的表现在自由流区域一致，而低摩擦力路

面的ＤＢ基本图整体小于正常路面的现象也符合常
理．在正常路面条件下，Ｂａｎｄｏ和 ＤＢ基本图均显示
流量在各自的 ρｊａｍ密度的２０％处达到最大，而低摩
擦力路面的临界密度小于此值主要是由于安全驾驶

导致的制动距离增大的缘故．
文献［５］建议在限速情况下采用小参数修正

ＯＶＦ的方法，即ＶＬｏｐｔ＝
ｖＬｍａｘ
ｖｍａｘ
Ｖｏｐｔ．图１（ｃ）和１（ｄ）中的

Ｂａｎｄｏ与Ｍａｈｎｋｅ的优化速度函数就是这样描述的，
而ＤＢＯＶＦ则直接使用了 ｖＬｍａｘ替代原有的 ｖｍａｘ，不过
需注意ＳＳＤ中的 ｖｍａｘ也要同时被替换．为了合理反
映司机的 ＰＲＴ变化，取０．７，１．５，２．５ｓ依次表征司
机在高预期性事件、突发事件以及安全行驶下的

ＰＲＴ值．另外，为了反映由于天气变化的影响而引起
的限速，我们也考虑了潮湿和干燥路面摩擦系数的

变化．图１（ｃ）显示了一系列速度变化的结果，可以
看出，司机在紧张的高预期心理活动下，速度值均偏

高，反映了小尺度的ＰＲＴ具有促使司机加快行程的作

０５１
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图１　正常路况和限速条件下优化速度函数以及基本图的对比
Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｏｐｔｉｍａｌｖｅｌｏｃｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｄｉａｇｒａｍｓｕｎｄｅｒｎｏｒｍａｌａｎｄｓｐｅｅｄｌｉｍｉｔｒｏａｄｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

用．而基于安全因素的考虑，司机在潮湿路面上驾车
时会小心翼翼，速度值偏低，反映了司机针对天气变

化对路面的影响和车辆制动考虑下安全驾驶的

行为．
图１（ｄ）刻画了限速条件下基本图的变化．基本

图反映了直接用小参数修正原有 ＯＶＦ可能存在过
多折减通行能力的弊端．一般而言，限速会增大司机
的ＰＲＴ，这是由于驾驶员需要更多时间判断限速区
的路况［３］．限速区的临界密度会增大，这也是由于司
机谨慎驾驶造成的，ＤＢＯＶＦ能很好地预测该现象．
即使不考虑道路摩擦系数的变化，我们也可以看出，

在限速时考虑不同 ＰＲＴ值的 ＤＢＦＤ涵盖了密度为
２０～１００ｖｅｈ／ｋｍ的二维区域，这与实测的流密关系
在中高密度值范围的数据散布现象一致，说明仅考

虑司机的驾驶行为也可以导致流密数据散布的结

果，补充了现有基本图仅为单值曲线，不考虑人类行

为的唯一平衡态的认识．事实上，ＢａｎｄｏＦＤ曲线的

大部分区域也是落在ＤＢＦＤ的范围之内的．此外，我
们也可看到，ＰＲＴ值的降低即司机的反应速度加快，
可以增大临界密度值从而提高道路流量，这是符合

经验观测结果的．
需要特别指出的是，优化速度函数式（１１）的指

数集（ｎ，ｍ）并非仅有（３，１．８）一个选择．在考虑仍然
使用停车视距重尺度化临界间距的情况下，指数集

（ｎ，ｍ）选择为（２，１．２）也可以得到很好的结果［１３］．
如要考虑利用现有标定的临界间距数值，例如

ＢａｎｄｏＯＶＦ中的２５ｍ，则使用式（６），选择 ｎ＝５和
ｈＩ＝２５ｍ同样有令人满意的结果

［１３］．因此，完全可
以利用式（６）构建一类优化速度函数簇在实际情况
中使用．例如，对于现今使用高摩擦系数路面彩色
防滑路面作为新型交通管理方式的交通流建模，采

用考虑停车视距优化速度函数的微观模型已预测出

其他模型不能正确模拟的交通波速降低和堵塞消散

现象［１６］．

１５１
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４　结 束 语
本研究通过分析优化速度函数的数学性质，从

有理多项式函数出发构造了一类以临界间距为关键

参数的优化速度函数，并给出了一般函数表达式．据
此，提出了以临界间距为特征参数构建优化速度函

数且获取非凹基本图的方法．随后利用重尺度化的
方法，将临界间距表述为停车视距的概念，以表征司

机在人车路环境交互影响下的驾驶行为．考虑停
车视距的优化速度函数在与经典的优化速度函数的

比较中显示了一定的优越性，并且一系列图谱刻画

了因司机心理活动不同而产生的对优化速度和基本

图的影响，弥补了以往单值平衡态基本图因不考虑

人的因素而无法准确预测流密关系数据散布的缺

陷，加深了人们对交通流的认识．
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