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二维翼型绕流计算中预处理和多重网格方法的应用

梁子轩，　丁　珏，　翁培奋

（上海大学 上海市应用数学和力学研究所，上海 ２０００７２）

摘要：结合Ｔｕｒｋｅｌ矩阵预处理方法和多重网格方法，发展一种适合低速粘性流动计算的高效数值方法．通过对
ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的时间导数项实施Ｔｕｒｋｅｌ矩阵预处理，使得可压缩ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程在低速情况下的系统刚性得
到改善．为进一步加速收敛，提高计算效率，采用多重网格的３层Ｖ循环方式，对 ＲＡＥ２８２２超临界翼型的低速粘性
绕流流场进行数值模拟．计算结果表明，该预处理及多重网格方法能够大幅度地提高低速粘性流场的收敛性能，具
有较高的计算精度，能够将可压缩ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的马赫数计算区域扩展到低速不可压缩区域，对于低速粘性流
场的计算非常有效．
关键词：低速流动；多重网格；预处理；隐式求解

中图分类号：Ｏ３５５　　　　　文献标志码：Ａ　　　　　文章编号：１００７２８６１（２０１１）０２０１５８０６　

ＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇａｎｄＭｕｌｔｉｇｒｉｄＴｅｃｈｎｉｑｕｅｔｏ
ＴｗｏＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＦｌｏｗＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

ＬＩＡＮＧＺｉｘｕａｎ，　ＤＩＮＧＪｕｅ，　ＷＥＮＧＰｅｉｆｅｎ
（ＳｈａｎｇｈａｉＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，ＳｈａｎｇｈａｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈａｎｇｈａｉ２０００７２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｕｒｋｅｌｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇｍａｔｒｉｘａｎｄｍｕｌｔｉｇｒｉｄｔｅｃｈｎｉｑｕｅａｒｅｃｏｍｂｉｎｅｄｔｏｄｅｖｅｌｏｐａｎｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄｓｕｉｔａｂｌｅｆｏｒｎｕｍｅｒｉｃａｌｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｏｆｌｏｗｓｐｅｅｄｖｉｓｃｏｕｓｆｌｏｗ．Ｒｉｇｉｄｉｔｙｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ ｏｆ
ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｓｉｍｐｒｏｖｅｄｕｓｉｎｇｔｈｅＴｕｒｋｅｌｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇｍａｔｒｉｘ，ｔｈｕｓｔｈｅ
ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｒａｎｇｅｏｆＭａｃｈｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｆｌｏｗｉｓｅｘｔｅｎｄｅｄｆｏｒｌｏｗｓｐｅｅｄｆｌｏｗｓ．ＢｙｕｓｉｎｇｔｈｅＬＵＳＧＳ
（ｌｏｗｅｒｕｐｐｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ）ｉｍｐｌｉｃｉｔｍｅｔｈｏｄａｎｄｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓｔｏｇｅｔｈｅｒ
ｗｉｔｈａｍｕｌｔｉｇｒｉｄｓｃｈｅｍｅ，ａｎＲＡＥ２８２２ａｉｒｆｏｉｌｉｓｓｉｍｕｌａｔｅｄａｔｌｏｗＲｅｙｎｏｌｄｓｎｕｍｂｅｒａｎｄａｓｍａｌｌａｎｇｌｅｏｆ
ａｔｔａｃｋ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓａｎｄｍｕｌｔｉｇｒｉｄｔｅｃｈｎｉｑｕｅｃａｎｇｒｅａｔｌｙ
ｉｍｐｒｏｖｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｖｉｓｃｏｕｓｆｌｏｗｓ．Ｂｅｓｉｄｅｓ，ｔｈｅａｂｏｖｅｍｅｔｈｏｄｃａｎｅｘｔｅｎｄｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｄｏｍａｉｎｏｆ
ＭａｃｈｎｕｍｂｅｒｏｆｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｓｔｏａｌｏｗｓｐｅｅｄｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅａｒｅａ，ｗｈｉｃｈｉｓ
ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｉｎｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｌｏｗｓｐｅｅｄｖｉｓｃｏｕｓｆｌｏｗｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｌｏｗｓｐｅｅｄｆｌｏｗ；ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ；ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇｍｅｔｈｏｄ；ｉｍｐｌｉｃｉｔｍｅｔｈｏｄ

　　低速不可压缩流动的数值模拟一直是计算流体
动力学（ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｆｌｕｉｄｄｙｎａｍｉｃｓ，ＣＦＤ）研究中的

活跃领域之一．在低速流动情况下，流场近似为不可
压缩，如果采用可压缩控制方程来求解，往往会出现
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收敛缓慢、计算精度低等问题．其原因在于：①此时
速度与音速相比很小，条件数太大；②时间相关的流
体力学方程组的对流项系数矩阵的几个特征值不处

于同一数量级，方程组奇异．为了使流场的计算能够
快速收敛到定常解，同时使得时间推进方法可以有

效地模拟不可压缩流动，目前主要采用２种方法：拟
压缩性方法［１］和预处理方法［２］．
２０世纪８０年代，Ｃｈｏｉ等［３］采用预处理方法成

功求解了定常粘性流场．国内也有诸多学者针对不
同的问题对预处理方法进行了深入研究．韩忠华［４］

运用预处理方法对旋翼进行了高效的数值计算；黄

典贵［５］尝试了一种新的预处理方法，成功地进行了

可压缩、不可压缩、高马赫数与低马赫数流场的

计算．
多重网格方法是一种非常有效的加速收敛技

术，对于求解线性椭圆方程是一种最优值方法，对求

解Ｅｕｌｅｒ方程也有较好的收敛效果．近年来，多重网
格法被广泛应用到加速收敛 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的求
解中，并取得了显著的成效．例如，杨爱明等［６］采用

多重网格方法有效计算了旋翼跨声速无粘流场．
基于以上讨论，本研究将 Ｔｕｒｋｅｌ［７］的预处理矩

阵和多重网格方法相结合，发展了一种适合低速流

动计算的高效数值方法———时间积分采用隐式 ＬＵ
ＳＧＳ（ｌｏｗｅｒｕｐｐｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ）方法［８］，对

流项通量采用Ｊａｍｅｓｏｎ等［９］提出的有限体积法进行

离散，同时对人工粘性项进行修正．通过对ＲＡＥ２８２２
翼型的低速绕流进行数值模拟，对比分析在预处理

方法和多重网格法相结合时的计算效率，同时对计

算所得的流场压力分布和实验值进行比较．

１　控制方程及计算网格

　　微分形式的二维ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程可表示为

Ｕ
ｔ
＋Ｅ
ｘ
＋Ｆ
ｙ
＝
Ｅｖ
ｘ
＋
Ｆｖ
ｙ
， （１）

式中，

Ｅ＝［ρｕ，ρｕ２＋Ｐ，ρｕｖ，ρｕＨ］Ｔ，

Ｆ＝［ρｖ，ρｕｖ，ρｖ２＋Ｐ，ρｖＨ］Ｔ，

Ｕ＝［ρ，ρｕ，ρｖ，ρＥ］Ｔ．

对式（１）进行积分，并应用高斯定理将对流项体积
分转化为面积分，得到积分形式的 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方
程为


Ｖ

Ｕ
ｔ
ｄＶ＋∮

Ｖ

Ｈ·ｎｄＳ＝∮
Ｖ

Ｈｖ·ｎｄＳ， （２）

式中，

Ｈ ＝Ｅｉ＋Ｆｊ，　Ｈｖ ＝Ｅｖｉ＋Ｆｖｊ，
ｉ，ｊ分别为沿ｘ，ｙ，ｚ３个坐标轴方向的单位向量．

计算网格采用Ｃ形网格，如图１所示，网格的大
小为１８１（弦向）×６１（法向），翼型表面占据１２０个
网格单元．在３层多重网格计算中，最稀疏的网格为
４６×１６，其中翼型表面占据５个网格单元，第一层网
格距离物面的距离约为１．０×１０－６倍弦长，附面层内
大约有１８～２１层左右的网格单元，同时对翼尖和翼
根的网格进行局部加密．

图１　计算网格
Ｆｉｇ．１　ＣｓｈａｐｅｍｅｓｈｅｓｆｏｒＲＡＥ２８２２

２　数值计算方法

２．１　预处理技术
通常情况下，为保持预处理形式相对简单，更好

地计算粘性问题，一般采用原始变量 Ｑ＝（Ｐ，ｕ，ｖ，
Ｔ）Ｔ进行求解，即式（１）可转换为

　Ｕ
Ｑ
Ｑ
ｔ
＋Ｅ
Ｕ
Ｕ
Ｑ
Ｑ
ｘ
＋Ｆ
Ｕ
Ｕ
Ｑ
Ｑ
ｙ
＝
Ｅｖ
ｘ
＋
Ｆｖ
ｙ
．　（３）

令Ｍ＝Ｕ
Ｑ
，Ａ＝Ｅ

Ｕ
，Ｂ＝Ｆ

Ｕ
，则式（３）可转换为

Ｑ
ｔ
＋Ｍ－１ＡＭＱ

ｘ
＋Ｍ－１ＢＭＱ

ｙ
＝

Ｍ－１ Ｅｖ
ｘ
＋
Ｆｖ
( )ｙ． （４）

令 Ａ～＝Ｍ－１ＡＭ，Ｂ～＝Ｍ－１ＢＭ，则式（４）可转换为

Ｑ
ｔ
＋Ａ～Ｑ

ｘ
＋Ｂ～Ｑ

ｙ
＝Ｍ－１ Ｅｖ

ｘ
＋
Ｆｖ
( )ｙ．（５）

　　本研究采用Ｔｕｒｋｅｌ［７］发展的一种适用于计算粘

性流动的预处理矩阵，具体形式为

９５１
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Ｌ＝

β２Ｍａ２ｒ
ｃ２

０ ０ ０

－εｕ
ρｃ２

１ ０ ０

－εｖ
ρｃ２

０ １ ０



















０ ０ ０ １

，

Ｌ－１ ＝

ｃ２

β２Ｍａ２ｒ
０ ０ ０

－ εｕ
ρβ２Ｍａ２ｒ

１ ０ ０

－ εｖ
ρβ２Ｍａ２ｒ

０ １ ０



















０ ０ ０ １

．

　　βＭａｒ是与当地马赫数有关的量，ｃ为当地音速，
ε为自由参数，取１或０．为了避免预处理矩阵在驻
点附近存在奇异性，需要施加人工控制．Ｔｕｒｋｅｌ［７］给
出的控制方法的基本原理是使得β２Ｍａ２ｒ在驻点附近
大于０，其中

β２Ｍａ２ｒ ＝ { [ｍｉｎ ｍａｘｋ１ｃ
２Ｍａ２ １＋

１－Ｍａ２０
Ｍａ４０

Ｍａ( )２ ，
ｋ２２（ｕ

２
∞ ＋ｖ

２
∞ ]） ，ｃ}２ ．

预处理方程为

ＬＵ
ｔ
＋Ａ～Ｑ

ｘ
＋Ｂ～Ｑ

ｙ
＝Ｍ－１ Ｅｖ

ｘ
＋
Ｆｖ
( )ｙ．（６）

２．２　空间离散
空间离散采用 Ｊａｍｅｓｏｎ中心有限体积法［９］，对

于网格单元（ｉ，ｊ），定义

Ｕｉ，ｊ＝
１
Ｖｉ，ｊＶｉ，ｊＵｉ，ｊｄＶ， （７）

则式（１）的半离散形式为
ｄＵｉ，ｊ
ｄｔ＋Ｒｉ，ｊ＝０， （８）

式中，Ｒｉ，ｊ＝
１
Ｖｉ，ｊ
（Ｑ－Ｑｖ）．式（１）中的第二项为无粘

项的积分，第三项为粘性项的积分，分别记作 Ｑｉ，ｊ和
Ｑｖ，ｉ，ｊ，其中非粘性项的离散参考文献［１０］，粘性通量
Ｑｖ，ｉ，ｊ和无粘通量Ｑｉ，ｊ的计算相似．

由于中心平均有限体积公式不具备耗散性，因

此，本研究所加入的人工粘性项 Ｄｉ，ｊ由二、四阶混合
导数组成，即

Ｄｉ，ｊ＝（Ｄ
２
ξ＋Ｄ

２
η－Ｄ

４
ξ－Ｄ

４
η）Ｕｉ，ｊ， （９）

其中二、四阶导数分别定义为

Ｄ２ｘＵｉ，ｊ＝

Δ

ｘ［（λｉ＋１２，ｊ·ε
（２）
ｉ＋１２，ｊ
）Δｘ］Ｕｉ，ｊ，

Ｄ４ｘＵｉ，ｊ＝

Δ

ｘ［（λｉ＋１２，ｊ·ε
（４）
ｉ＋１２，ｊ
）Δｘ

Δ

ｘΔｘ］Ｕｉ，ｊ，

式中，Δｘ，

Δ

ｘ分别为ｘ方向的向前差分算子和向后差

分算子，变量系数 λ定义为

珔λｉ＋１２，ｊ＝
１
２［（λｘ）ｉ，ｊΦｉ，ｊ＋（λｘ）ｉ＋１，ｊΦｉ＋１，ｊ］，

式中，Φｉ，ｊ＝１＋
（λη）ｉ，ｊ
（λξ）ｉ，( )

ｊ

σ

，

（λｘ）ｉ，ｊ＝
１
２ｑｉ，ｊ·（Ｓｉ－

１
２，ｊ
＋Ｓｉ＋１２，ｊ）＋

ａｉ，ｊ
１
２（Ｓｉ－

１
２，ｊ
＋Ｓｉ＋１２，ｊ），

其中σ＝０．５，λ为Ｊａｃｏｂｉｎ矩阵的谱半径．
ε（２），ε（４）是与压强梯度相关的压力敏感性因

子，有

ε（２）ｉ＋１２，ｊ＝ｋ
（２）ｍａｘ（υｉ，ｊ，υｉ＋１，ｊ），

υｉ，ｊ＝
ｐｉ－１，ｊ－２ｐｉ，ｊ＋ｐｉ＋１，ｊ
ｐｉ－１，ｊ＋２ｐｉ，ｊ＋ｐｉ＋１，ｊ

，

ε（４）ｉ＋１２，ｊ＝ｍａｘ（０，ｋ
（４）－ε（２）ｉ＋１２，ｊ）．

系数ｋ（２），ｋ（４）的取值范围为
１
４≤ｋ

（２）≤ １２，
１
１２８≤ｋ

（４）≤ １３２，

其他方向的定义同上．
由于加入了预处理矩阵，原来的控制方程产生

了变化，对于中心格式人工耗散通量需要作必要的

改动．因此，二、四阶差分算子定义改动为

　Ｄ２ｘＵｉ，ｊ＝

Δ

ｘ［（Ｌｉ＋１２，ｊ·λｉ＋１２，ｊ·ε
（２）
ｉ＋１２，ｊ
）Δｘ］Ｕｉ，ｊ，（１０）

Ｄ４ｘＵｉ，ｊ＝

Δ

ｘ［（Ｌｉ＋１２，ｊ·λｉ＋１２，ｊ·

ε（４）ｉ＋１２，ｊ）Δｘ

Δ

ｘΔｘ］Ｕｉ，ｊ， （１１）

式中，Ｌｉ＋１２，ｊ可通过对相邻网格单元作平均得到，即

Ｌｉ＋１２，ｊ＝
１
２（Ｌｉ，ｊ＋Ｌｉ＋１，ｊ）．

２．３　时间推进方法
时间推进方法采用ＬＵＳＧＳ［８］隐式方法．基于预

处理技术的ＬＵＳＧＳ方法推导如下．
对时间导数项采用一阶差分，方程离散后，得

ＬＵ
ｍ＋１－Ｕｍ

Δｔ
＋Ａ～δｘＱ

ｍ＋１＋Ｂ～δｙＱ
ｍ＋１ ＝

Ｍ－１ Ｅｖ
ｘ
＋
Ｆｖ
( )ｙ， （１２）

式中，指标ｍ为子迭代步数．将式（１２）对流项线性
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化，得

ＬΔＵ
Δｔ
＋Ａ～δｘ（Ｑ

ｍ ＋ＡｍΔＵ）＋Ｂ
～
δｙ（Ｑ

ｍ ＋ＢｍΔＵ）＝

Ｍ－１ Ｅｖ
ｘ
＋
Ｆｖ
( )ｙ， （１３）

式中，ΔＵ＝Ｕｍ＋１－Ｕｍ，Ａｍ，Ｂｍ为对流通量对 Ｕ的
Ｊａｃｏｂｉｎ矩阵，即

［Ｌ＋Δｔ（ＡｍＡ
～
δｘ＋Ｂ

ｍＢ～δｙ）］ΔＵ＝－Δｔ·Ｒｅ，（１４）
式中，

Ｒｅ＝Ａ
～
δｘＱ

ｍ ＋Ｂ～δｙＱ
ｍ －Ｍ－１ Ｅｖ

ｘ
＋
Ｆｖ
( )ｙ．

预处理之后的控制方程为

［Ｌ＋Δｔ（ＡｍＡ
～
δｘ＋Ｂ

ｍＢ～δｙ）］ΔＵ＝－Δｔ·Ｒｅ．（１５）

将Ｌ写成Ｓｅ，令Ａ
—＝ＡｍＡ～，Ｂ－＝ＢｍＢ

～
，有

Ａ— ＝ＳｅＳ
－１
ｅＡ
— ＝ＳｅＡ^，Ａ^＝Ｓ

－１
ｅＡ
—

．

对 Ａ^采用最大特征值分裂，有

Ａ^±＝１２（Ａ^±χσＡ^Ｉ），Ａ^＝Ａ^
＋＋Ａ^－，

Ａ
—±＝ＳｅＡ^

±＝Ｓｅ
１
２（Ａ^±χσＡ^Ｉ）＝

１
２（Ａ

—

±χσＡ^Ｓｅ），

式中，χ取１．０１，σＡ^＝ｍａｘ［λ（Ａ^）］．

Ｂ
— ±可按类似方法得到，同时在方程（１５）两端乘

以Ｓｅ，得
１
Δｔ
＋（χσＡ～＋χσＢ～[ ]）ΔＵ＋Ｓ－１ｅ（Ａ—－ｉ＋１ΔＵｉ＋１＋

　　　Ｂ
—－
ｊ＋１ΔＵｊ＋１）－Ｓ

－１
ｅ（Ａ

—＋
ｉ－１ΔＵｉ－１＋

　　　Ｂ
—＋
ｊ－１ΔＵｊ－１）＝－Ｓ

－１
ｅ·Ｒｅ． （１６）

式（１６）可写成ＬＵＳＧＳ格式，即
（Ｌ＋Ｄ）Ｄ－１（Ｄ＋Ｕ）ΔＵｉ，ｊ＝

－Ｓ－１ｅ（Ａ
—＋
ｉ－１＋Ｂ

—＋
ｊ－１）， （１７）

式中，

Ｌ＝－Ｓ－１ｅ（Ａ
—＋
ｉ－１＋Ｂ

—＋
ｊ－１），

Ｄ＝１
Δｔ
＋［χσＡ～＋χσＢ～］，

Ｕ＝Ｓ－１ｅ（Ａ
—－
ｉ＋１＋Ｂ

—－
ｊ＋１）．

式（１７）与ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的形式相同，可进行向
前、向后扫描和流场更新求解．
２．４　多重网格法

多重网格法［６］就是利用一系列粗细不同的网格

来求解同一离散问题．将迭代误差分为高频波动误

差和低频光滑误差，在细网格上利用有效的迭代方

法消除高频波动误差，利用粗网格消除低频光滑误

差．通过插值算子在粗网格与细网格间插值，最终达
到一致收敛．多重网格法的两个主要过程就是限制
和插值，限制是细网格向粗网格传值的过程，插值是

粗网格向细网格传值的过程．本研究在限制过程中
采用面积加权平均法，插值过程中采用双线性插值

法．有关多重网格法的详细介绍，请参考文献［１１］．
２．５　边界条件

本研究采用的边界条件包括物面边界条件、远

场边界条件和割缝边界条件，其中物面边界条件采

用无滑移边界条件．
黎曼远场边界条件理论是建立在方程特征系统

的基础上，适用于未经预处理的系统．由于经过预处
理之后，系统的特征值会发生变化，因此，相应的远

场边界条件也相应地发生变化．本研究采用简单的
远场边界条件，计算中不涉及跨音速和超音速情况，

因而只给出亚音速远场边界条件，即

（１）流入为亚音速（－ａ＜ｑｎ＜０），则
ｕｂ ＝ｕ∞，ｖｂ ＝ｖ∞，Ｔｂ ＝Ｔ∞，ｐｂ ＝ｐｉｎｔ；

　　（２）流出（０＜ｑｎ＜ａ），则
ｕｂ ＝ｕｉｎｔ，ｖｂ ＝ｖｉｎｔ，Ｔｂ ＝Ｔｉｎｔ，ｐｂ ＝ｐ∞．

式中，下标 ｂ表示边界上的值，下标 ｉｎｔ表示和边界
相邻一层的值．

３　算例分析
本研究对 ＲＡＥ２８２２翼型的粘性绕流进行数值

模拟．来流马赫数Ｍａ为０．０１，攻角α为１．８９ｏ，雷诺
数Ｒｅ为５．７×１０６，湍流模型采用ＢＬ（ｂａｌｄｗｉｎｌｏｍａｘ）
湍流模型［１２］．分别对如下４种情况进行对比分析：
① 未采用预处理和多重网格方法；② 只采用多重网
格方法；③ 只采用预处理方法；④ 预处理和多重网
格方法均被采用．然后对预处理方法和多重网格方
法的收敛性能和计算精度进行讨论．结果如图２和
图３所示．

图２（ａ）给出了只采用预处理法和只采用多重
网格法计算的压力曲线．可以看出，采用预处理技术
计算的压力曲线比较光滑而且和实验值［１３］吻合得

比较好；而采用多重网格法，计算的压力曲线不仅不

光滑，还在翼尖发生大幅度的振荡，并且与实验值相

比，翼型根部和翼型下表面的压力值和实验值差别

较大，这说明预处理技术能够有效地提高计算精度．
图２（ｂ）给出了预处理和多重网格技术均被采用时
与两种方法均未被采用时的压力分布情况．可以看
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出，两种方法均被采用时，计算得到的压力曲线与实

验值吻合较好，而两种方法均未被采用时计算的压

力曲线有明显的振荡，并且在翼型根部、翼型下表面

和翼尖部计算的压力曲线与实验值差别较大．图２（ｃ）
给出了上述４种情况下的压力曲线变化，可以看出，
在预处理和多重网格法均被采用时与只采用预处理

方法时计算的压力曲线基本上是重合的，而且曲线比

较光滑，与实验值吻合很好；而只采用多重网格法和

预处理与多重网格法均未被采用时计算的压力曲线

基本上也是重合的，但曲线有明显的振荡，与实验值

差别较大．通过对比分析可知，预处理技术能够有效
地改善可压缩ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的系统“刚性”，使得
马赫数计算范围从可压缩区域扩展到不可压缩低速

流动区域，而多重网格法却不具备这一性能．

图２　计算的压力曲线与实验值的对比
Ｆｉｇ．２　Ｃａｌｃｕｌａｔｅｄｐｒｅｓｓｕｒｅｃｕｒｖｅｓｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｄａｔａ

　　图３为采用预处理及多重网格方法时的残值随
工作单元的收敛曲线．表１则给出了４种情况下收
敛性能和计算精度的对比．由图３和表１可得如下
实验结果．

图３　残值收敛曲线
Ｆｉｇ．３　Ｒｅｓｉｄｕａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅ

　　（１）在未采用预处理或多重网格方法时，残值

振荡幅度较大，收敛比较困难，在工作单元达到大约

１１０００个时，残值下降到１０个量级．结合图２可知，
这时计算的压力曲线有明显的振荡，且与实验值差

别较大．
（２）在采用了预处理方法后，虽然残值有较小幅

度的振荡，但在工作单元达到近４０００个时，残值下降
到１０个量级；与未采用预处理或多重网格法时的计
算结果相对比，预处理方法的工作单元加速比约为３，
压力曲线有明显的改善，且与实验值吻合很好．

（３）采用多重网格３Ｖ１２３循环方式时，在工
作单元达到约３０００个时，残值下降１０个量级；与未
采用预处理或多重网格法时的计算结果相比，工作

单元加速比约为４，但二者计算的压力曲线是一致
的，均有明显的振荡，且与实验值差别较大；与只采

用预处理方法计算的结果相对比，虽然多重网格方

法的收敛性要比预处理方法好些，但计算的压力曲

线不及预处理计算的压力曲线．

表１　预处理及多重网格法在翼型绕流中的收敛性能和计算精度的对比
Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｎｔｒａｓｔｏｆｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃａｐａｂｉｌｉｔｙａｎｄａｃｃｕｒａｃｙｂｙｕｓｉｎｇｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｍｅｔｈｏｄｓａｎｄｍｕｔｉｇｒｉｄｉｎａｉｒｆｏｉｌｆｌｏｗ

加速收敛的措施 残值下降１０个量级时的工作单元数 工作单元加速比 压力分布与实验值的对比

未采用预处理与多重网格法 １１０００ — 较差、有振荡

预处理法 ４０００ ２７．５ 吻合较好

多重网格法 ３０００ ３６．７ 较差、有振荡

采用预处理与多重网格法 １１０ １００．０ 吻合较好
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　　（４）预处理和多重网格法均被采用时，收敛性
能有大幅度的改善，在工作单元达到约１１０个时，残
值很快地降到１０个量级；只采用预处理法或只采用
多重网格法或预处理多重网格法均被采用时的工作

单元加速比分别约为２７．５，３６．７和１００．０．计算的压
力曲线与只采用预处理法的曲线相同，都与实验值

吻合很好．
这些算例说明：① 多重网格法能够有效地提高

低速粘性流场的收敛性能，但不能够改善可压缩方

程在低速不可压缩流动计算中的方程“刚性”问题，

因此，在低速流动情况下，计算精度不及预处理技

术；② 预处理和多重网格法的结合，不仅能够改善
可压缩方程的系统“刚性”，而且具有较高的计算精

度，可将马赫数计算区域扩展到低速不可压缩区域，

能够明显地提高低速粘性流场的收敛性能．

４　结 束 语
本研究提出的预处理多重网格法能够改善可压

缩ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的系统“刚性”，大幅度地提高
低速粘性流场的收敛性能，并且具有较高的计算精

度，能够将可压缩 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的马赫数计算
区域扩展到低速不可压缩区域，对于低速粘性流场

的计算非常有效．算例表明，结合预处理与多重网格
法，低速粘性流场的收敛性能大幅提高，与只采用预

处理法或只采用多重网格法或预处理多重网格法均

未被采用时计算的结果相对比，工作单元加速比分

别约为３６．７，２７．５和１００．０，同时能够显著提高流场
计算精度，对低速粘性流场的计算非常有效．
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