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　　众所周知，孤立子解可以由许多不同的方法求
得，例如反散射变换、Ｄａｒｂｏｕｘ变换、代数几何方法、
Ｈｉｒｏｔａ方法等．在反散射变换中，Ｎ孤子解是由谱问

题中Ｎ个不同的特征值，即透射系数 １
ａ（ｋ）的Ｎ个不

同的简单极点｛ｋｊ｝决定的．而在对称理论
［１］中，经典

的Ｎ孤子解与平方本征函数的对称约束有着密切
联系［２］．对称方法为微分方程的求解提供了强有力
的工具［３４］，基于对称的扰动方法已被成功应用于许

多扰动方程的求解［３５］．另外，利用平方本征函数对
称的极限形式，Ｚｈａｎｇ等［６］得到了 ＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓ
（ＫｄＶ）方程的极限解以及带极限源的ＫｄＶ系统．

本研究将讨论 ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程的一个新对称．
该对称可以由已知的平方本征函数对称通过一个极

限过程得到，而且由相应的对称约束得到的新解是

一个二重极点解［７９］，可以看作是方程的极限解．另
外，平方本征函数与孤立子方程的自相容源之间有

着紧密关系［１０１１］．新的极限对称引出一个带新自相
容源的ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程，本研究将利用双线性方法
求解这个带源的方程．

１　ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程的一个极限对称
ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程为

ｕｘｔ＝ｓｉｎｕ． （１）
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该方程最早来自于负常曲率曲面，可用于描述

Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ传输线中的磁通量子［１２１３］、共振介质中的

超短脉冲传播［１４］等，具有丰富的物理与几何背景．
ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程是可积的，其Ｌａｘ对为
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式中，λ为谱参数．可以验证，当 １和 ２满足式（２）
和（３）时，有

σ＝（２１＋
２
２）． （４）

式（４）为ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程的一个对称，即满足 σｘｔ＝
σｃｏｓｕ．利用对称所满足的线性方程的线性性质，由
式（４）以及方程的另一个对称 ｕｘ，可以得到方程的
一个对称约束为
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式中，ｉｊ为Ｌａｘ对当λ＝λｊ时的解．由式（５）可以引
出ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程的Ｎ孤子解［１５１６］．

引入
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式中，１ｊ和２ｊ，ψ１ｊ和ψ２ｊ满足如下关系：
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　　容易验证，σ～满足等式

σ～ｘｔ＝σ～ｃｏｓｕ． （１１）

这表明 σ～也是ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程的一个对称，式（９）

和（１０）可以视为式（７）和（８）关于λｊ的微分，因此，

称 σ～为“极限对称”（相当于式（２）和（３）关于 λ＝
λｊ＋ε的扰动展开，Ｔａｙｌｏｒ展开式中的领头项即为式
（９）和（１０））．

２　相似约化
２．１　相似约化与精确解

考虑式（１）的对称的组合

σ^＝ｕｘ－∑
Ｎ

ｊ＝１
（１ｊψ１ｊ＋２ｊψ２ｊ）， （１２）

式中，１ｊ，２ｊ满足式（７）和（８），ψ１ｊ，ψ２ｊ满足式（９）和

（１０）．令 σ^＝０，有

ｕｘ ＝∑
Ｎ

ｊ＝１
（１ｊψ１ｊ＋２ｊψ２ｊ）． （１３）

这是一个新对称约束．整个系统由式（１），（７）～
（１０），（１３）组成，其中 ｊ＝１，２，…，Ｎ．直接代入验证
发现，当 ｋｊ，ψｋｊ（ｋ＝１，２）满足式（７）～（１０）时，由
式（１３）定义的 ｕ自动满足 ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程．所以，
此约束系统可以简化为
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１ｊ，ｘ＝－λｊ１ｊ＋
ｕｘ
２２ｊ，

２ｊ，ｘ＝－
ｕｘ
２１ｊ＋λｊ２ｊ

{ ，

（１５）

１ｊ，ｔ＝
１
４λｊ
（－１ｊｃｏｓｕ＋２ｊｓｉｎｕ），

２ｊ，ｔ＝
１
４λｊ
（１ｊｓｉｎｕ＋２ｊｃｏｓｕ

{
），

（１６）
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　　　 １
４λ２ｊ
（－１ｊｃｏｓｕ＋２ｊｓｉｎｕ）， （１８）

ψ２ｊ，ｔ＝
１
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（ψ１ｊｓｉｎｕ＋ψ２ｊｃｏｓｕ）－

　　　 １
４λ２ｊ
（１ｊｓｉｎｕ＋２ｊｃｏｓｕ）． （１９）

引入如下变换：

ｕ＝２ｉｌｎｆ
－

ｆ， （２０）

１８２
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式中，ｉ为虚数单位，“－”表示复共轭．将式（１４）两
边对ｘ微分，利用式（２０）和（２１），可以将式（１４）～
（１９）写成如下双线性形式：
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为了方便，在式（２２）～（２６）中已将 λｊ记为 －ｋｊ，算

子Ｄ即为所熟悉的 Ｈｉｒｏｔａ双线性算子［１７］，定义为
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ｂ（ｔ－ｓ，ｘ－ｙ）｜ｓ＝０，ｙ＝０，ｍ，ｎ＝０，１，２，…．
　　为了精确地求解式（２２）～（２６），将ｆ，ｇｊ，ｈｊ分别
按ε级数展开，有
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将式（２７）代入式（２２）～（２６）．当Ｎ＝１时，经过计算
发现，式（２２）～（２６）的解可以由截断的级数展开式
（２７）给出，其中
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ｆ（２ｌ） ＝ｇ（２ｌ－１）１ ＝ｈ（２ｌ－１）１ ＝０，　ｌ≥３， （３１）

式中，ｋ１，ｅξ
（０）
１ 都为实参数，且

ξ１ ＝ｋ１ｘ＋
ｔ
４ｋ１
＋ξ（０）１ ． （３２）

　　在式（２７）中，取 ε＝１，由式（２０）和（２１），可求
得ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程的解为
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或表示为

ｕ＝４ａｒｃｔａｎ
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＋１２ｋ１

ｅ－２ξ１＋ １
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２．２　动力学分析
为了更好地分析式（３４）的动力学特征，先来看

ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程的２孤子解，它可以写为［１８２０］
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ξｊ＝ｋｊｘ＋
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４ｋｊ
＋ξ（０）ｊ ，　ｊ＝１，２．　　　（３６）

　　众所周知，ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程的单孤子解具有
ｋｉｎｋ和反ｋｉｎｋ两种类型，因此，２孤子的相互作用
也自然较ＫｄＶ方程更丰富．

为了与式（３３）建立联系，先将式（３５）中的ｅ２ξ
（０）
１ ，

ｅ２ξ
（０）
２ 分别替换为

α１ｅ
２（ξ１（０）＋β１（ｋ１））

ｋ１－ｋ２
和
α１ｅ

２（ξ１（０）＋β１（ｋ２））

ｋ２－ｋ１
，

其中α１为实参数，β１（ｋｊ）为关于 ｋｊ的可微函数．则
式（３５）可以写成
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式中，

ξｊ＝ｋｊｘ＋
ｔ
４ｋｊ
＋β１（ｋｊ）＋ξ

（０）
１ ， ｊ＝１，２． （３８）

式（３７）的图像如图１所示，其中 ｋ１＝１，ｋ２＝３，α１＝

－１２，ξ
（０）
１ ＝０，β１（ｋ１）＝－

１
２ｌｎｋ１．

从图１（ａ）中看出，波形是非对称的．事实上，在
波的两侧各有一个拐点，拐点处的斜率分别为 ４ｋ２

２８２
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和－４ｋ１（ｋ２＞ｋ１＞０），而拐点移动的速度分别为

－１
４ｋ２１
和－１
４ｋ２２
，它们分别代表相互作用的２个孤子．

通过渐进分析发现，这些特征在相互作用以后并不

改变．

图１　ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程的解（３７）的图像
Ｆｉｇ．１　ＰｌｏｔｓｆｏｒｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｇｉｖｅｎ

ｂｙ（３７）

　　在式（３７）中，令ｋ２→ｋ１，并利用Ｌ’Ｈｏｓｐｉｔａｌ法则，
可得

　ｆ→１＋２ｉα１ ｘ－
ｔ
４ｋ２１
＋ｋ１β１（ｋ１( )）ｅ２ξ１＋α

２
１

４ｋ２１
ｅ４ξ１．　（３９）

当α１＝－
１
２，β１（ｋ１）＝－

１
２ｌｎｋ１时，式（３９）与式

（３３）是一致的，这就意味着由式（１３）得到的解即是
ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程２孤子解的极限解．

极限解（３４）的图像如图 ２所示，其中 ｋ１＝１，
ξ（０）１ ＝０．

图２　ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程的解（３４）的图像
Ｆｉｇ．２　ＰｌｏｔｓｆｏｒｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｇｉｖｅｎ

ｂｙ（３４）

　　显然，图２（ａ）中的波形是对称的，这正是２孤
子解（３７）中ｋ２→ｋ１的体现．为了更好地研究解（３３）
的渐进性，将其放入如下移动坐标系内（见图

２（ｂ））：

Ｘ＝ｘ＋ ｔ
４ｋ２１
，( )ｔ． （４０）

通过渐进分析发现，图２（ｂ）中４个拐点的轨迹可以
用下述４条曲线来描述．

　　定理１　设式（３４）中，ｋ１＞０，则当 ｔ→ －∞时，
有２条移动的拐点轨迹，分别为

ＸＢＲ ＝
１
２ｋ１
［ｌｎ（－ｔ）＋ｌｎ８］，　ＸＢＲ→＋∞，

ＸＢＬ ＝
１
２ｋ１
［－ｌｎ（－ｔ）＋ｌｎｋ１＋ｌｎ２］，　ＸＢＬ→－∞．

在拐点处，ｕ的斜率分别为 ４ｋ１和 －４ｋ１，ｕ的值为
ｕ｜ＸＢＲ＝ｕ｜ＸＢＬ＝－π．当ｔ→ ＋∞时，有２条移动的拐
点轨迹，分别为

ＸＴＲ ＝
１
２ｋ１
（ｌｎｔ＋ｌｎ８），　ＸＴＲ→ ＋∞，

ＸＴＬ ＝
１
２ｋ１
（－ｌｎｔ＋ｌｎｋ１＋ｌｎ２），　ＸＴＬ→－∞．

在拐点处 ｕ的斜率分别为 ４ｋ１和 －４ｋ１，ｕ的值为
ｕ｜ＸＴＬ＝ｕ｜ＸＴＲ＝π．

３　带新自相容源的ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程
在文献［２１］中，带自相容源的 ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程

定义为

ｕｘｔ＝ｓｉｎｕ＋２∑
Ｎ

ｊ＝１
（２１ｊ＋

２
２ｊ）ｘ，

１ｊ，ｘ ＝－λｊ１ｊ＋
ｕｘ
２２ｊ，

２ｊ，ｘ ＝－
ｕｘ
２１ｊ＋λｊ２ｊ











 ．

（４１）

类似地，引入如下带极限源的ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程：

ｕｘｔ＝ｓｉｎｕ＋２∑
Ｎ

ｊ＝１
（１ｊψ１ｊ＋２ｊψ２ｊ）ｘ， （４２）

１ｊ，ｘ ＝－λｊ１ｊ＋
ｕｘ
２２ｊ，　２ｊ，ｘ＝－

ｕｘ
２１ｊ＋λｊ２ｊ，　（４３）

ψ１ｊ，ｘ ＝－λｊψ１ｊ＋
ｕｘ
２ψ２ｊ－１ｊ，

ψ２ｊ，ｘ ＝－
ｕｘ
２ψ１ｊ＋λｊψ２ｊ＋２ｊ

{ ，

（４４）

式中，｛λｊ｝
Ｎ
ｊ＝１互不相同，ｊ＝１，２，…，Ｎ．式（４２）～

（４４）为Ｌａｘ可积系，Ｌａｘ对为

１
( )
２ ｘ

＝
－λ

ｕｘ
２

－
ｕｘ
２











λ

１
( )
２

，

１
( )
２ ｔ

＝ Ａ Ｂ( )Ｃ －Ａ
１
( )
２











 ，

（４５）

式中，

３８２
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Ａ＝－ｃｏｓｕ＋－１ｕｘ∑
Ｎ

ｊ＝ [１

２λｊ（２ｊψ２ｊ－１ｊψ１ｊ）
λ＋λｊ

＋

λ（２２ｊ－
２
１ｊ）

（λ＋λｊ） ]２ ＋－１ｕｘ∑
Ｎ

ｊ＝ [１

２λｊ（２ｊψ２ｊ－１ｊψ１ｊ）
λ－λｊ

＋

λ（２２ｊ－
２
１ｊ）

（λ－λｊ） ]２ ，

Ｂ＝ｓｉｎｕ－∑
Ｎ

ｊ＝１
－
２λｊ２ｊψ２ｊ
λ＋λｊ

－
２２ｊ
λ＋λｊ

＋
λｊ

２
２ｊ

（λ＋λｊ）
[ ]２ －

∑
Ｎ

ｊ＝１

２λｊ１ｊψ１ｊ
λ－λｊ

＋
２１ｊ
λ－λｊ

＋
λｊ

２
１ｊ

（λ－λｊ）
[ ]２ ，

Ｃ＝ｓｉｎｕ＋∑
Ｎ

ｊ＝１
－
２λｊ１ｊψ１ｊ
λ＋λｊ

－
２１ｊ
λ＋λｊ

＋
λｊ

２
１ｊ

（λ＋λｊ）
[ ]２ ＋

∑
Ｎ

ｊ＝１

２λｊ２ｊψ２ｊ
λ－λｊ

＋
２２ｊ
λ－λｊ

＋
λｊ

２
２ｊ

（λ－λｊ）
[ ]２ ．

由式（４５）的相容性条件，可导出式（４２），其中需利
用如下关系：

Ｌ
２１ｊ
２２

( )
ｊ

＝２λｊ
２１ｊ
２２

( )
ｊ

，

Ｌ１ｊψ１ｊ
２ｊψ２

( )
ｊ

＝２λｊ
１ｊψ１ｊ
２ｊψ２

( )
ｊ

＋
２１ｊ
２２

( )
ｊ

，

Ｌ
２２ｊ
２１

( )
ｊ

＝－２λｊ
２２ｊ
２１

( )
ｊ

，

Ｌ２ｊψ２ｊ
１ｊψ１

( )
ｊ

＝－２λｊ
２ｊψ２ｊ
１ｊψ１

( )
ｊ

－
２２ｊ
２１

( )
ｊ

















 ，

（４６）

Ｆ－１ｕｘｘ＝ｃｏｓｕ
－１（ｓｉｎｕ）－　　　

　　　　ｓｉｎ－１（ｃｏｓｕ－１）＝ｓｉｎｕ， （４７）

式 中， Ｌ ＝
－－１２ｕｘ

－１ｕｘ
１
２ｕｘ

－１ｕｘ

－１２ｕｘ
－１ｕｘ ＋１２ｕｘ

－１ｕ









ｘ
，

Ｆ＝２＋ｕｘ
－１ｕｘ，Ｆ

－１ ＝ｃｏｓｕ－１ｃｏｓｕ－１ ＋
ｓｉｎｕ－１ｓｉｎｕ－１，且ｋｊ，ψｋｊ满足式（４３）和（４４）．

式（４２）～（４４）能够被精确求解．采用变换式
（２０）～（２１），则式（４２）～（４４）转化为如下双线性
形式（λｊ＝－ｋｊ）：

ＤｘＤｔｆ·ｆ＝
１
２（ｆ

２－ｆ－２）＋４ｉ∑
Ｎ

ｊ＝１
（２ｋｊｇｊｈｊ＋ｇ

２
ｊ），　（４８）

Ｄｘｇ－ｊ·ｆ＝ｋｊｇｊｆ
－
， （４９）

Ｄｘｈ
－
ｊ·ｆ＝ｋｊｈｊｆ

－－ｇｊｆ
－． （５０）

类似第２节中的求解过程，如式（２７）将 ｆ，ｇｊ，ｈｊ展
开，并代人到式（４８）～（５０）中．当Ｎ＝１时，可得

ｆ（２） ＝ｉ－ｘ＋ｔ
４ｋ２１
＋１ｋ( )

１
ｅ２ξ１，ｆ（４）＝ １

１６ｋ２１
ｅ４ξ１，（５１）

ｇ（１）１ ＝ β１（ｔ槡 ）ｅξ１，ｇ（３）１ ＝ ｉ４ｋ１
β１（ｔ槡 ）ｅ３ξ１，（５２）

ｈ（１）１ ＝ β１（ｔ槡 ） －ｘ＋ ｔ
４ｋ( )２
１

ｅξ１，

ｈ（３）１ ＝ ｉ
４ｋ１

β１（ｔ槡 ）ｘ－ ｔ
４ｋ２１
－２ｋ( )

１
ｅ３ξ１{ ，

（５３）

ｆ（２ｌ） ＝ｇ１
（２ｌ－１） ＝ｈ（２ｌ－１）１ ＝０，　ｌ≥３，

式中，

ξ１ ＝ｋ１ｘ＋
ｔ
４ｋ１
＋∫

ｔ

０
β１（ｚ）ｄｚ＋ξ

（０）
１ ， （５４）

式中，ｋ１，ｅξ
（０）１ 为实参数，β１（ｚ）为 ｚ的任意连续函数．

在式（２７）中，若取ε＝１，可得式（４２）～（４４）的一个
解为

ｕ＝２ｉｌｎｆ
－

ｆ，

ｆ＝１＋ｉ－ｘ＋ｔ
４ｋ２１
＋１ｋ( )

１
ｅ２ξ１＋ １

１６ｋ２１
ｅ４ξ１{ ．

（５５）

或写为

ｕ＝４ａｒｃｔａｎ
－ｘ＋ ｔ

４ｋ２１
＋１ｋ１

ｅ－２ξ１＋ １
１６ｋ１

２ｅ
２ξ１
． （５６）

解（５６）的图像如图３所示，其中 ｋ１＝１，２，ξ
（０）
１ ＝０，

β１（ｚ）＝３ｚ
２．

图３　带极限源的ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程的解（５６）的图像
Ｆｉｇ．３　ＰｌｏｔｓｆｏｒｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ

ｗｉｔｈｎｅｗｓｅｌｆｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｓｏｕｒｃｅｓｇｉｖｅｎｂｙ（５６）

４　结 束 语

本研究给出了与本征函数有关的 ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ
方程的新对称，这个对称与原有的平方本征函数对

称之间存在极限关系，因此，称之为极限对称．由该

４８２
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对称引出的相似约化，可以得到 ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程２
孤子解的极限解．本研究讨论了这个解与 ｓｉｎｅ
Ｇｏｒｄｏｎ方程２孤子解之间的极限关系，并分析了解
的动力学特征．此外，本研究还利用极限对称给出了
一个新的带源的 ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程，该方程是 Ｌａｘ可
积的，可以被双线性化，并且得到的解具有极限解的

特征．本研究所讨论的极限对称与相应的方法可同
样应用于其他可积方程．
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