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巧，得到Ｌ２模的最优误差估计；最后，通过数值算例，进一步比较说明理论分析的结果．
关键词：Ｌｅｇｅｎｄｒｅｔａｕ方法；二维Ｐｏｉｓｓｏｎ方程；最优误差估计
中图分类号：Ｏ２４１．８２　　　　　文献标志码：Ａ　　　　　文章编号：１００７２８６１（２０１１）０３０２７５０５　

ＥｒｒｏｒＥｓｔｉｍａｔｅｏｆＬｅｇｅｎｄｒｅＴａｕＭｅｔｈｏｄｆｏｒ
ＴｗｏＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＰｏｉｓｓｏｎＥｑｕａｔｉｏｎ

ＳＨＥＮＴｉｎｇｔｉｎｇ，　ＭＡＨｅｐｉｎｇ
（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＳｈａｎｇｈａｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈａｎｇｈａｉ２００４４４，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＴｈｅｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＰｏｉｓｓｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓＤｉｒｉｃｈｌｅｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｂｙｔｈｅ
Ｌｅｇｅｎｄｒｅｔａｕｍｅｔｈｏｄｉｓｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ．ＴｈｅｏｐｔｉｍａｌｒａｔｅｏｆｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｉｎＨ１ｎｏｒｍｏｆＬｅｇｅｎｄｒｅｔａｕｍｅｔｈｏｄ
ｆｏｒｔｈｅｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＰｏｉｓｓｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓＤｉｒｉｃｈｌｅｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ
ｔａｋｉｎｇｔｅｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＪａｃｏｂｉｗｅｉｇｈｔ．ＴｈｅｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔｒａｔｅｉｎＬ２ｎｏｒｍｉｓｐｒｏｖｅｄ
ｂｙｔｈｅｄｕａｌｉｔｙａｒｇｕｍｅｎｔ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｓａｒｅｇｉｖｅｎｔｏｖｅｒｉｆｙｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｒｅｓｕｌｔｓ．
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　　谱方法作为数值求解偏微分方程的有效工具之
一，近年来得到了广泛的应用．根据选取检验函数
的不同，谱方法可分为 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法、ｔａｕ方法和配
置法．关于Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法和配置法的一些理论分析
和数值计算结果可参见文献［１３］．本研究主要讨论
ｔａｕ方法在二维问题中的收敛性态．

Ｔａｕ方法是谱方法的基本形式之一，在计算上
有其方便之处．由于 ｔａｕ方法的检验函数放弃了边
界条件，从而降低了耦合性，所以对于多区域问题，

ｔａｕ方法有利于并行计算．另外，相对于 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方
法，ｔａｕ方法在检验函数的处理上更容易，并已应用
于微分方程的数值求解［４７］．然而，ｔａｕ方法对偶数阶
微分方程的误差估计却不令人满意，并且关于 ｔａｕ
方法还有一些负面评论．例如，Ｂｅｒｎａｒｄｉ等［１］指出，

在相同自由度的情况下，ｔａｕ方法与 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法和
配置法相比精度要低；Ｃａｎｕｔｏ等［２］通过求解一维二

阶线性微分方程，指出 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法的精度要比 ｔａｕ
方法高出一个数量阶；相似观点在文献［８９］中也有
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提及．在文献［１０］中，Ｊｕｎ等应用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅｔａｕ方法
求解得到二维Ｐｏｉｓｓｏｎ方程Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题的 Ｈ１模误

差估计为Ｏ（Ｎ
５
２－ｒ），其中解属于 Ｈｒ空间，且 ｒ≥５２．

对于 Ｓｔｏｋｅｓ问题，ｔａｕ方法也仅有次优的误差
估计［６，１１］．

文献［１２］虽然给出了 Ｌｅｇｅｎｄｒｅｔａｕ方法求解一
维二阶微分方程的Ｌ２模的最优误差估计，但对于高
维情况下的收敛结果却没有具体讨论．由于 ｔａｕ方
法在高维情况下仅有次优的误差估计，因此，本研究

对于高维情况下ｔａｕ方法的收敛性态更感兴趣．
本研究考虑二维 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题，

即

－

Δ２Ｕ＝ｆ（ｘ１，ｘ２），（ｘ１，ｘ２）∈Ω，

Ｕ｜Ω ＝０
{

，
（１）

式中，Ω＝（－１，１）２，

Δ２＝
２

ｘ２１
＋

２

ｘ２２
．

记ＰＰＮ（Ω）为区域 Ω上各个方向次数不超过 Ｎ

的代数多项式的集合，ＰＰ０Ｎ（Ω）＝ＰＰＮ（Ω）∩Ｈ
１
０（Ω），则

二维Ｐｏｉｓｓｏｎ方程Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题的Ｌｅｇｅｎｄｒｅｔａｕ方法
是：求ｕＮ∈ＰＰ

０
Ｎ（Ω），对任意的ｖ∈ＰＰＮ－２（Ω），有

－（

Δ２ｕＮ，ｖ）＝（ｆ，ｖ）． （２）
　　本研究主要目的是证明 Ｌｅｇｅｎｄｒｅｔａｕ方法对于
求解二维Ｐｏｉｓｓｏｎ方程Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题具有Ｈ１模和Ｌ２

模的最优误差估计．文献［１２］取类似（１－ｘ２）－１ｕＮ
作为检验函数，其中ｕＮ∈ＰＰ

０
Ｎ（Ｉ），Ｉ＝（－１，１）．本研究

将该方法应用到二维的情形．

１　基本引理

对任意的 ｕ∈Ｈ２（Ω），ｖ∈Ｌ２（Ω），定义双线性
形式为

ａ（ｕ，ｖ）＝－（

Δ２（ω１，１ｕ），ｖ），
式中，ωα，β（ｘ）＝（１－ｘ２１）α（１－ｘ

２
２）
β，ｘ＝（ｘ１，ｘ２）表示

二维空间Ω中的点．
引理１　对任意的ｕ∈Ｈ２（Ω），ｖ∈Ｈ１（Ω），存在

常数Ｃ，使得

ａ（ｕ，ｕ）≥‖

Δ

ｕ‖２
ω１，１＋

１
２‖ｕ‖

２
｜

Δ２（ω１，１）｜，

｜ａ（ｕ，ｖ）｜≤Ｃ‖ｕ‖１（‖ｖ‖｜

Δ２（ω１，１）｜＋‖

Δ

ｖ‖ω１，１）．

　　证明　由文献［２］中的结论，得到

ａ（ｕ，ｕ）＝－（

Δ２（ω１，１ｕ），ｕ）＝－∫Ω

Δ２（ω１，１ｕ）ｕｄｘ＝

∫Ω

Δ

（ω１，１ｕ）·

Δ

ｕｄｘ－∫Ω（ω
１，１ｕ）
ｎ

ｕｄｓ＝

∫Ωω１，１｜

Δ

ｕ｜２ｄｘ＋１２∫Ω

Δ

ω１，１·

Δ

ｕ２ｄｘ－∫Ωω
１，１

ｎ
ｕ２ｄｓ＝

∫Ωω１，１｜

Δ

ｕ｜２ｄｘ－１２∫Ω

Δ２ω１，１｜ｕ｜２ｄｘ－１２∫Ωω
１，１

ｎ
ｕ２ｄｓ≥

　　‖

Δ

ｕ‖２
ω１，１＋

１
２‖ｕ‖｜

Δ２（ω１，１）｜．

另一方面，有

ａ（ｕ，ｖ）＝－（

Δ２（ω１，１ｕ），ｖ）＝

（

Δ

（ω１，１ｕ），

Δ

ｖ）－∫Ω（ω
１，１ｕ）
ｎ

ｖｄｓ＝

（ω１，１

Δ

ｕ，

Δ

ｖ）＋（ｕ

Δ

ω１，１，

Δ

ｖ）－∫Ωω
１，１

ｎ
ｕｖｄｓ＝

（ω１，１

Δ

ｕ，

Δ

ｖ）＋（ｕ

Δ

ω１，１，

Δ

ｖ）＋

（－

Δ２ω１，１，ｕｖ）－（

Δ

ω１，１，

Δ

（ｕｖ））＝

（ω１，１
Δ

ｕ，
Δ

ｖ）＋（ｕ
Δ

ω１，１，
Δ

ｖ）＋

（－

Δ２ω１，１，ｕｖ）－（

Δ

ω１，１，ｕ

Δ

ｖ＋ｖ

Δ

ｕ）＝

（ω１，１

Δ

ｕ，

Δ

ｖ）－（

Δ２ω１，１，ｕｖ）－（

Δ

ω１，１，ｖ

Δ

ｕ）．

因此，

｜ａ（ｕ，ｖ）｜≤
Ｃ［‖

Δ

ｕ‖‖

Δ

ｖ‖ω１，１＋（‖ｕ‖ω０，１＋‖ｕ‖ω１，０＋

‖ｘ１ｕ‖ω０，１＋‖ｘ２ｕ‖ω１，０）‖ｖ‖｜

Δ２（ω１，１）｜］≤

Ｃ［‖

Δ

ｕ‖‖

Δ

ｖ‖ω１，１＋（‖ｕ‖ ＋‖ｕ‖ ＋

‖ｘ１ｕ‖ ＋‖ｘ２ｕ‖）‖ｖ‖｜

Δ２（ω１，１）｜］≤

Ｃ［‖

Δ

ｕ‖‖

Δ

ｖ‖ω１，１＋‖ｕ‖１‖ｖ‖｜

Δ２（ω１，１）｜］≤

Ｃ‖ｕ‖１（‖

Δ

ｖ‖ω１，１＋‖ｖ‖｜

Δ２（ω１，１）｜）．

　　如果考虑对 ｕ，ｖ∈Ｈ１（Ω）定义 ａ（ｕ，ｖ）（弱形
式），则同样可以得到以上结果．

下面引入２个正交投影算子．
（１）令Ｐ２Ｎ∶Ｈ

２（Ω）→ＰＰＮ（Ω）为正交投影算子，且
对于任意的ｕ∈Ｈ２（Ω），有
（２ｘ（ｕ－Ｐ

２
Ｎｕ），

２
ｘｖ）＋（ｘ（ｕ－Ｐ

２
Ｎｕ），ｘｖ）＋

（ｕ－Ｐ２Ｎｕ，ｖ）＝０，ｖ∈ＰＰＮ（Ω）．

６７２
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　　引理 ２［１］　如果 ｕ∈Ｈｒ（Ω），且 ０≤ｌ≤２≤ｒ，
则有

‖ｕ－Ｐ２Ｎｕ‖ｌ≤ＣＮ
ｌ－ｒ‖ｕ‖ｒ．

　　（２）令 Ｐ１，０Ｎ ∶Ｈ
１
０（Ω）→ＰＰ

０
Ｎ（Ω）为正交投影算子，

且对于任意的ｕ∈Ｈ０
１（Ω）有

（ｘ（ｕ－Ｐ
１，０
Ｎ ｕ），ｘｖ）＝０，ｖ∈ＰＰ

０
Ｎ（Ω）．

　　引理３［１］　如果ｕ∈Ｈｒ（Ω）∩Ｈ１０（Ω），且０≤ｌ≤
１≤ｒ，则有

‖ｕ－Ｐ１，０Ｎ ｕ‖ｌ≤ＣＮ
ｌ－ｒ‖ｕ‖ｒ．

２　收敛性分析
由式（１）和（２），可以得到如下误差方程：
－（

Δ２（Ｕ－ｕＮ），ｖ）＝０，ｖ∈ＰＮ－２． （３）
　　对于式（３），人们一般取类似 ｖ＝ＰＮ－２ｕＮ的形
式，其中ＰＮ－２∶Ｌ

２（Ω）→ＰＰＮ－２（Ω）为正交投影算子．但
是，由于对任意的 ｕＮ∈ＰＰ

０
Ｎ（Ω），－（

Δ２ｕＮ，ＰＮ－２ｕＮ）≠
‖

Δ

ｕＮ‖
２，这是导致 ｔａｕ方法在高维情况下仅有次

优的误差估计的主要原因．本研究把检验函数取为
另一种形式．

假设ω－１，－１Ｕ∈Ｈ２，设ｕ ＝ω１，１ＰＮ－２
２（ω－１，－１Ｕ），

ｅ＝ｕＮ－ｕ，有 ｅ～∶＝ω－１，－１ｅ∈ＰＰＮ－２，因此，

ａ（ｅ～，ｖ）＝ａ（ω－１，－１（Ｕ－ｕ），ｖ）． （４）

取ｖ＝ｅ～，由引理１，得

ａ（ｅ～，ｅ～）≥‖

Δ

ｅ～‖２
ω１，１＋

１
２‖ｅ

～‖２
｜

Δ２（ω１，１）｜，

并且，

ａ（ω－１，－１（Ｕ－ｕ），ｅ～）≤

Ｃ‖ω－１，－１（Ｕ－ｕ）‖１（‖ｅ～‖｜Δ２（ω１，１）｜＋‖

Δ

ｅ～‖ω１，１）≤

　　Ｃ‖ω－１，－１Ｕ－Ｐ２Ｎ－２（ω
－１，－１Ｕ）‖２

１＋

　　 １４‖ｅ
～‖｜

Δ２（ω１，１）｜
２＋１４‖

Δ

ｅ～‖２
ω１，１．

因此，由式（４），得

‖

Δ

ｅ～‖２ω１，１＋‖ｅ～‖
２
｜

Δ２（ω１，１）｜≤Ｃ‖ω
－１，－１Ｕ－Ｐ２Ｎ－２（ω

－１，－１Ｕ）‖２１．

根据引理２，可得

‖

Δ

ｅ‖２≤２‖

Δ

ｅ～‖２ω１，１＋４‖ｅ～‖｜Δ２（ω１，１）｜
２≤ＣＮ２（１ｒ）‖ω－１，－１Ｕ‖２ｒ．

另一方面，

‖

Δ

（Ｕ－ｕ）‖２＝‖

Δ

（ω１，１（ω－１，－１Ｕ－Ｐ２Ｎ－２（ω
－１，－１Ｕ）））‖２≤

　　Ｃ‖ω－１，－１Ｕ－Ｐ２Ｎ－２（ω
－１，－１Ｕ）‖２

１≤

　　ＣＮ２（１－ｒ）‖ω－１，－１Ｕ‖２
ｒ，

由三角不等式和 Ｐｏｉｎｃａｒé不等式，可以得到以下
定理．

定理１　如果 Ｕ∈Ｈ１０（Ω），且 ω
－１，－１Ｕ∈Ｈｒ，ｒ≥

２，则有

‖Ｕ－ｕＮ‖１≤ＣＮ
１－ｒ，

式中，Ｃ为依赖于‖ω－１，－１Ｕ‖ｒ的正常数．
下面利用对偶技巧来估计‖Ｕ－ｕＮ‖．

定理２　如果Ｕ∈Ｈ１０（Ω），且 ω
－１，－１Ｕ∈Ｈｒ，ｒ≥

２，则有

‖Ｕ－ｕＮ‖≤ＣＮ
－ｒ，

式中，Ｃ为依赖于‖ω－１，－１Ｕ‖ｒ的正常数．

证明　考虑如下问题：对于 ｇ∈Ｌ２（Ω），令 ＝

（ｇ），满足
－

Δ２＝ｇ，

＝０，　任意Ω{ ．
（５）

根据文献［１］，可知式（５）有唯一解，并且满足
‖‖２≤Ｃ‖ｇ‖．

又因为－（

Δ２（Ｕ－ｕＮ），ｖ）＝０，ｖ∈ＰＮ－２，所以

－（
Δ２（Ｕ－ｕＮ），Ｐ

１，０
Ｎ－２）＝０．

因此，

（Ｕ－ｕＮ，ｇ）＝－（Ｕ－ｕＮ，

Δ２）＝－（

Δ２（Ｕ－ｕＮ），）＝

　　 －（

Δ２（Ｕ－ｕＮ），－Ｐ
１，０
Ｎ－２）＝

　　（

Δ

（Ｕ－ｕＮ），

Δ

（－Ｐ１，０Ｎ２））≤

　　ＣＮ－１‖

Δ

（Ｕ－ｕＮ）‖‖‖２≤

　　ＣＮ－１Ｎ１－ｒ‖ｇ‖≤ＣＮ－ｒ‖ｇ‖．
　　由定理１和定理２可知，条件ω－１，－１Ｕ∈Ｈｒ（Ω）
稍严格，这里可以更仔细地考虑权的影响．如果采用
适当的投影算子，例如考虑广义 Ｊａｃｏｂｉ投影算子，
那么精确解可以属于较弱的带权Ｓｏｂｏｌｅｖ空间．

３　数值算例

例 １　考虑如下二维 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的齐次
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题：

－

Δ２ｕ＝２π２ｓｉｎ（πｘ１）ｓｉｎ（πｘ２），
（ｘ１，ｘ２）∈Ω，

其精确解为

ｕ（ｘ１，ｘ２）＝ｓｉｎ（πｘ１）ｓｉｎ（πｘ２）．
分别使用Ｌｅｇｅｎｄｒｅｔａｕ（ＬＴ）方法和ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｌｅｒｋｉｎ
（ＬＧ）方法计算，得到的Ｌ２模误差如表１所示．

７７２
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表１　例１的Ｌ２模误差
Ｔａｂｌｅ１　Ｌ２ｅｒｒｏｒｓｆｏｒＥｘａｍｐｌｅ１

Ｎ ８ １０ １２ １４ １６

ＬＴ ９．２７ｅ－０４２．１１ｅ－０５３．３７ｅ－０７３．９８ｅ－０９３．６２ｅ－１１

ＬＧ ４．５４ｅ－０４１．０６ｅ－０５１．７３ｅ－０７２．０７ｅ－０９１．９１ｅ－１１

　　例 ２　考虑如下二维 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的齐次
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题：
－

Δ２ｕ＝６［｜ｘ１｜（１－｜ｘ２｜
３）＋｜ｘ２｜（１－｜ｘ１｜

３）］，

（ｘ１，ｘ２）∈Ω，
其精确解为

ｕ（ｘ１，ｘ２）＝（１－｜ｘ１｜
３）（１－｜ｘ２｜

３）．
分别采用ＬＴ方法和 ＬＧ方法计算，得到的 Ｌ２模误
差如表２所示．

由例２可以看出，因为解Ｕ∈Ｈ３．５－（Ω）（＞０），
所以其数值结果表明它能达到 Ｌ２模下最优收敛阶，
并且ｔａｕ方法具有与Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法相似的收敛性态．

例 ３　考虑如下二维 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的齐次
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题：

－

Δ２ｕ＝ｆ（ｘ１，ｘ２），（ｘ１，ｘ２）∈Ω，
式中，

ｆ（ｘ１，ｘ２）＝［－３ｘ
２
１（１－ｘ

２
１）
－１／２＋３（１－ｘ２１）

１／２）（１－ｘ２２）
３／２＋

（１－ｘ２１）
３／２（－３ｘ２２（１－ｘ

２
２）
－１／２＋３（１－ｘ２２）

１／２］，

其精确解为

ｕ（ｘ１，ｘ２）＝（１－ｘ
２
１）
３／２（１－ｘ２２）

３／２．
分别用ＬＴ方法和 ＬＧ方法计算，得到的 Ｌ２模误差
如表３所示．

表２　例２的Ｌ２模误差
Ｔａｂｌｅ２　Ｌ２ｅｒｒｏｒｓｆｏｒＥｘａｍｐｌｅ２

Ｎ １６ ３２ ６４ １２８ ２５６ ５１２ １０２４

ＬＴ ２．４２ｅ－４ ２．１７ｅ－５ １．９７ｅ－６ ２．２６ｅ－７ ２．１８ｅ－８ ２．２８ｅ－９ ２．７７ｅ－１０
收敛阶 Ｎ－３．４８ Ｎ－３．４６ Ｎ－３．１２ Ｎ－３．３７ Ｎ－３．２６ Ｎ－３．０４

ＬＧ ２．０６ｅ－４ ２．００ｅ－５ １．８９ｅ－６ ２．２２ｅ－７ ２．１６ｅ－８ ２．２７ｅ－９ ２．７６ｅ－１０
收敛阶 Ｎ－３．３６ Ｎ－３．４０ Ｎ－３．０９ Ｎ－３．３６ Ｎ－３．２５ Ｎ－３．０４

表３　例３的Ｌ２模误差
Ｔａｂｌｅ３　Ｌ２ｅｒｒｏｒｓｆｏｒＥｘａｍｐｌｅ３

Ｎ １６ ３２ ６４ １２８ ２５６ ５１２ １０２４

ＬＴ １．１５ｅ－３ １．８８ｅ－４ ３．１７ｅ－５ ５．４０ｅ－６ ９．０５ｅ－７ １．７１ｅ－７ ２．９８ｅ－８
收敛阶 Ｎ－２．６１ Ｎ－２．５７ Ｎ－２．５５ Ｎ－２．５８ Ｎ－２．４０ Ｎ－２．５２

ＬＧ ２．２９ｅ－４ ２．２３ｅ－５ ２．２８ｅ－６ ２．０４ｅ－７ ２．５５ｅ－８ ２．９４ｅ－９ ３．１８ｅ－１０
收敛阶 Ｎ－３．３６ Ｎ－３．２９ Ｎ－３．４８ Ｎ－３．１８ Ｎ－２．９４ Ｎ－３．２１

　　由例３可以看出，如果解在边界上有奇性，则
ＬＴ方法的精度就不如ＬＧ方法．

例 ４　考虑如下二维 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的齐次
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题：

－

Δ２ｕ＝ｆ（ｘ１，ｘ２），（ｘ１，ｘ２）∈Ω，
式中，

ｆ（ｘ１，ｘ２）＝－２［ｘ
２
１＋ｘ

２
２－２＋２ｘ１（ｘ

２
２－１）＋

２ｘ２（ｘ
２
１－１）＋（ｘ

２
１－１）（ｘ

２
２－１）］ｅ

ｘ１＋ｘ２，

其精确解为

ｕ（ｘ１，ｘ２）＝（ｘ１
２－１）（ｘ２

２－１）ｅｘ１＋ｘ２．
分别用ＬＴ方法和 ＬＧ方法进行计算，得到的 Ｌ２模
误差如表４所示．

表４　例４的Ｌ２模误差
Ｔａｂｌｅ４　Ｌ２ｅｒｒｏｒｓｆｏｒＥｘａｍｐｌｅ４

Ｎ ８ １０ １２ １４ １６

ＬＴ ３．７５ｅ－０６１．２３ｅ－０８２．６８ｅ－１１４．１８ｅ－１４４．３４ｅ－１５

ＬＧ １．７４ｅ－０６５．９８ｅ－０９１．３５ｅ－１１２．１５ｅ－１４４．６２ｅ－１５

　　通过上述算例，对于 ω－１，－１Ｕ∈Ｈｒ（Ω）这个条
件，当更仔细地考虑权的影响时，就可以看出 ＬＴ方
法与 ＬＧ方法的区别，即如果解充分光滑或者解在
区域内有奇性，则ＬＴ方法和 ＬＧ方法几乎具有相同
的精度；如果解在边界上有奇性，则ＬＴ方法的精度
就不及ＬＧ方法．

８７２
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