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摘要：提出真分数阶系统和假分数阶系统的概念以及对分数阶系统分段研究的思想，建立假分数阶系统稳定性理

论．研究分数阶系统中阶次大于１（假分数阶）的分数阶系统同步问题，并设计控制器实现假分数阶 Ｃｈｅｎ混沌系统
的同步．仿真结果证实该理论的正确性．
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　　分数阶微分理论已有近３００年的历史，但分数
阶微分方程的应用却直到 ２０世纪 ８０年代
Ｍａｎｄｅｌｂｏｒｔ［１］发现自然界中存在大量分数维现象才
引起人们的研究兴趣．研究［２３］表明，分数阶微积分

是整数阶微积分的推广，整数阶微积分是分数阶微

积分的特例．实际上，自然界中的所有现象几乎都是
以分数阶形式存在的，整数阶数学模型是对实际物

理模型的近似．由于混沌系统具有参数敏感性，因
而，研究分数阶混沌系统较研究整数阶混沌系统更

具有普遍性和实际意义［４６］．
自１９９０年Ｐｅｃｏｒａ等［７］实现混沌同步以来，由于

其在保密通信和震荡发射器等领域的潜在应用而得

到了广泛的研究，但这些研究更多地集中于整数阶

混沌系统同步［８９］．由于分数阶非线性系统稳定性研
究起步较晚，因此，尽管分数阶混沌同步近几年也取

得了一些成果，但远不如整数阶混沌同步研究得充

分．分数阶混沌同步方法主要可以分为以下几种：①
根据分数阶线性系统稳定性理论设计控制器，使同
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步误差为定常的负定矩阵，该方法一方面牺牲了非

线性项，另一方面控制代价大；② 基于拉氏变换终
值定理合理设计控制器，该方法一方面缺乏灵活性，

另一方面很多同步方法难以应用［１０１１］．同时，基于上
述方法，很多同步难以实现，如参数未知的分数阶混

沌同步等．针对上述问题，Ｈｕ等［１２１３］提出了分数阶

非线性系统的稳定性理论，而基于该理论，整数阶混

沌系统同步方法几乎都可用于阶次小于１的分数阶
混沌系统的同步．但对于阶次大于１的分数阶混沌
系统的同步问题还未见相关报道，因此，研究阶次大

于１的分数阶系统具有积极意义．
本工作针对上述问题，提出将分数阶系统分为

真分数阶系统和假分数阶系统的概念，并建立了对

分数阶系统分段研究的思想（对真分数阶系统和假

分数阶系统分别研究），研究了假分数阶混沌系统稳

定性理论，并设计控制器实现了假分数阶Ｃｈｅｎ混沌
系统同步．

１　分数阶系统稳定理论
分数阶微分当前有多种定义，其中常用的有

ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ（ＲＬ）定义和 Ｃａｐｕｔｏ定义．令 ｎ为
大于α的最小整数，ｎ－１＜α＜ｎ，Γ（·）为伽马函数．

定义１　ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ（ＲＬ）定义数学表达
式［１１］为

ａＤαｔｆ（ｔ）＝
１

Γ（ｎ－α）
×ｄ

ｎ

ｄｔｎ∫
ｔ

ａ

ｆ（τ）
（ｔ－τ）α－ｎ＋１

ｄ[ ]τ．
（１）

　　定义２　Ｃａｐｕｔｏ分数阶微分［１１］定义为

Ｃ
ａＤαｔｆ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－α）

·

∫
ｔ

ａ
（ｔ－τ）－α＋ｎ－１ｆ（ｎ）（τ）ｄτ． （２）

　　Ｃａｐｕｔｏ分数阶微分定义的系统初始条件可以借
助于位置函数的整数阶导数形式给出，具有可知的

物理解释，在实际应用中更有意义．因此，本工作以
Ｃａｐｕｔｏ分数阶微分为基础进行研究．

对于一般的分数阶系统，可以表示为如下形式：

ｄαＸ
ｄｔα
＝Ａ（Ｘ）Ｘ， （３）

式中，Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为系统状态变量，α为系统
阶次，Ａ（Ｘ）为包含变量的系数矩阵．

引理１［１２］　对于分数阶系统（３），当阶数０＜α＜

１时，如果存在实对称正定矩阵Ｐ，使ＸＴＰｄ
αＸ
ｄｔα
≤０恒

成立，则分数阶系统（３）稳定．

当ＸＴＰｄ
αＸ
ｄｔα
≤０时，系数矩阵Ａ（Ｘ）特征值的实

部恒小于 ０，依据分数阶系统稳定性理论，当阶数
ａ＜１时，分数阶系统（３）稳定．

当状态变量的微分阶次不相等时，即

ｄαＸ
ｄｔα
＝

ｄα１ｘ１
ｄｔα１

ｄα２ｘ２
ｄｔα２



ｄα２ｘｎ
ｄｔα



















２

＝Ａ（Ｘ）Ｘ， （４）

式中，Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为系统状态变量，系统阶次
α＝（α１，α２，…，αｎ），其中α１，α２，…，αｎ不完全相等，
Ａ（Ｘ）为包含变量的系数矩阵．当 ｍａｘ（α１，α２，…，

αｎ）≤１且ｍｉｎ（α１，α２，…，αｎ）＞０时，如果Ｘ
ＴＰｄ

αＸ
ｄｔα
≤

０，则系数矩阵Ａ（Ｘ）特征值的实部恒小于０，分数阶
系统（４）也稳定．该稳定性判据同样适用于阶次不
等的分数阶系统（４）．

该引理虽然给出了阶次 α１，α２，…，αｎ都小于１
时分数阶系统的稳定性判据，但当存在任意 αｉ＞１
时，还不能直接使用该理论来判断系统的稳定性．

定义３　当阶数 α１，α２，…，αｎ都小于１时，α１，
α２，…，αｎ都为真分数，形如式（４）的系统称为“真分
数阶”系统；当阶数 α１，α２，…，αｎ都等于１时，形如
式（４）的系统称为“整数阶”系统；当至少有一个 αｉ
＞１（ｉ＝１，２，…，ｎ）时，αｉ为假分数，形如式（４）的系
统称为“假分数阶”系统．

引理１给出了真分数阶系统的稳定性理论，本
工作进一步给出假分数阶系统的稳定性理论．

定理 １　对于分数阶系统（４），当阶数 １＜
ｍａｘ（α１，α２，…，αｎ）＜２时，如果存在实对称正定矩
阵Ｐ，Ｑ，ｍ＝（ｍ１，ｍ２，…，ｍｎ），０＜ｍｉ＜１，０＜αｉ－ｍｉ＜

１，ｉ＝１，２，…，ｎ，使 ｄｍＸ
ｄｔ( )ｍ

Ｔ

Ｐｄ
αＸ
ｄｔα
＋（Ｘ）ＴＱｄ

α－ｍＸ
ｄｔα－ｍ

≤０

恒成立，则假分数阶系统（４）稳定．
证明

令　　　　　Ｙ＝ｄ
ｍＸ
ｄｔｍ
， （５）

则有　　　ｄ
αＸ
ｄｔα
＝ ｄ

α－ｍ ｄ
ｍＸ
ｄｔ( )ｍ

ｄｔα－







ｍ
＝ｄ

α－ｍＹ
ｄｔα－ｍ

， （６）

５３７
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ｄｍＸ
ｄｔｍ

＝Ｙ，

ｄα－ｍＹ
ｄｔα－ｍ

＝Ａ（Ｘ）Ｘ{ ，

（７）

式中，Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），Ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ），α＝
（α１，α２，…，αｎ），ｍ＝（ｍ１，ｍ２，…，ｍｎ）．
　　令

Ａ（Ｘ）＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａ













ｎｎ

，

则有

ｄｍ１ｘ１
ｄｔｍ１

ｄｍ２ｘ２
ｄｔｍ２


ｄｍｎｘｎ
ｄｔｍｎ

ｄａ１－ｍ１ｙ１
ｄｔａ１－ｍ１

ｄａ２－ｍ２ｙ２
ｄｔａ２－ｍ２


ｄａｎ－ｍｎｙｎ
ｄｔａｎ－ｍ







































ｎ

＝

１
１

１

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａ























ｎｎ

ｘ１
ｘ２


ｘｎ
ｙ１
ｙ２


ｙ
























ｎ

．

（８）

由于
ｄｍＸ
ｄｔ( )ｍ

Ｔ

Ｐｄ
αＸ
ｄｔα
＋（Ｘ）ＴＱｄ

α－ｍＸ
ｄｔα－ｍ

≤０，即

ＹＴＰｄ
ｍＹ
ｄｔｍ
＋（Ｘ）ＴＱｄ

α－ｍＸ
ｄｔα－ｍ

＝　　　　

ｘ１
ｘ２


ｘｎ
ｙ１
ｙ２


ｙ





























ｎ

Ｔ

Ｐ ０
０[ ]Ｑ

ｄｍ１ｘ１
ｄｔｍ１

ｄｍ２ｘ２
ｄｔｍ２


ｄｍｎｘｎ
ｄｔｍｎ

ｄａ１－ｍ１ｙ１
ｄｔａ１－ｍ１

ｄａ２－ｍ２ｙ２
ｄｔａ２－ｍ２


ｄａｎ－ｍｎｙｎ
ｄｔａｎ－ｍ







































ｎ

＜０． （９）

因为矩阵Ｐ，Ｑ为正定矩阵，０为零矩阵，根据分块矩

阵的性质可知，矩阵
Ｐ ０

０[ ]Ｑ为正定矩阵．因此，根据
引理１，分数阶系统（８）稳定，即与分数阶系统（８）等

价的假分数阶系统（４）也稳定，定理１得证．

２　同步假分数阶Ｃｈｅｎ混沌系统

分数阶Ｃｈｅｎ混沌系统具有如下表达形式［１４］：

ｄα１ｘ１
ｄｔα１

ｄα２ｘ２
ｄｔα２

ｄα３ｘ３
ｄｔα

















３

＝

－ａ ａ ０

ｃ－ａ ｃ －ｘ１

０ ｘ１









－ｂ

ｘ１

ｘ２

ｘ










３

， （１０）

式中，ａ，ｂ，ｃ为系统参数，参数α＝［α１，α２，α３］′为系

统阶次．当ｍａｘ（α１，α２，α３）＜１时，系统（１０）为真分

数阶系统；参数α１，α２，α３＝１时，系统（１０）为整数阶

系统；当参数ｍａｘ（α１，α２，α３）＞１时，系统（１０）为假分

数阶系统．取系统参数ａ＝３５，ｂ＝３，ｃ＝２７，当系统阶

次取不同值时的混沌吸引子分别如图１～图４所示．

比较图１～图４可以看出，分数阶系统混沌吸引

子具有自相似性，并且与分数阶的阶次密切相关．当

阶数２＞ｍａｘ（α１，α２，α３）＞１时，我们研究分数阶系

统（１０）的同步问题．

以分数阶系统（１０）为驱动系统，定义响应系

统为

　

ｄα１ｙ１
ｄｔα１

ｄα２ｙ２
ｄｔα２

ｄα３ｙ３
ｄｔα

















３

＝

－ａ ａ ０

ｃ－ａ ｃ －ｙ１

０ ｙ１









－ｂ

ｙ１

ｙ２

ｙ










３

－Ｕ（ｔ），　 （１１）

式中，Ｕ（ｔ）为待设计的响应系统控制器．定义同步

误差为

ｅ１ ＝ｙ１－ｘ１，

ｅ２ ＝ｙ２－ｘ２，

ｅ３ ＝ｙ３－ｘ３
{

，

（１２）

则有

６３７
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图１　α１，α２，α３＝０．８６时，真分数阶Ｃｈｅｎ混沌系统吸引子

Ｆｉｇ．１　Ｗｈｅｎα１，α２，α３＝０．８６，ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆｐｒｏｐｅｒｆｒａｃｔｉｏｎａｔＣｈｅｎｓｙｓｔｅｍ

图２　α１，α２，α３＝１时，整数阶Ｃｈｅｎ混沌系统吸引子

Ｆｉｇ．２　Ｗｈｅｎα１，α２，α３＝１，ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆｉｎｔｅｇｅｒＣｈｅｎｓｙｓｔｅｍ

图３　α１，α２，α３＝［１，１．２４，１．２４］′时，假分数阶Ｃｈｅｎ混沌系统吸引子

Ｆｉｇ．３　Ｗｈｅｎα１，α２，α３＝［１，１．２４，１．２４］′，ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆｉｍｐｒｏｐｅｒｆｒａｃｔｉｏｎａｔＣｈｅｎｓｙｓｔｅｍ

７３７
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图４　α１，α２，α３＝［１．０５，１．２８，１．２８］′时，假分数阶Ｃｈｅｎ混沌系统吸引子

Ｆｉｇ．４　Ｗｈｅｎα１，α２，α３＝［１．０５，１．２８，１．２８］′，ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆｉｍｐｒｏｐｅｒｆｒａｃｔｉｏｎａｔＣｈｅｎｓｙｓｔｅｍ

ｄα１ｅ１
ｄｔα１

ｄα２ｅ２
ｄｔα２

ｄα３ｅ３
ｄｔα

















３

＝
－ａ ａ ０

ｃ－ａ－ｘ３ ｃ －ｙ１
ｘ２ ｙ１









－ｂ

ｅ１
ｅ２
ｅ










３

－Ｕ（ｔ）．　（１３）

　　定理２　如果设计的控制器满足

ｕ１ ＝（１－ａ）ｅ１＋ａｅ２＋
ｄα１／２ｅ１
ｄｔα１／２

，

ｕ２＝（ｃ－ａ－ｘ３）ｅ１＋（ｃ＋１）ｅ２－ｙ１ｅ３＋
ｄα２／２ｅ２
ｄｔα２／２

，

ｕ３ ＝ｘ２ｅ１＋ｙ１ｅ２＋（１－ｂ）ｅ３＋
ｄα３／２ｅ３
ｄｔα３／２











 ，

　（１４）

则同步误差系统（１３）渐近稳定．
　　证明
　　令Ｐ，Ｑ为单位阵，ｍ＝α／２，根据定理１构造如
下函数：

ｄｍＥ
ｄｔ( )ｍ

Ｔ

Ｐｄ
αＥ
ｄｔα
＋（Ｅ）ＴＱｄ

α－ｍＥ
ｄｔα－ｍ

＝

ｄα／２Ｅ
ｄｔα／( )２ ＴｄαＥ

ｄｔα
＋（Ｅ）Ｔｄ

α／２Ｅ
ｄｔα／２
． （１５）

将设计的控制器代入上式，可得

ｄｍＥ
ｄｔ( )ｍ

Ｔ

Ｐｄ
αＥ
ｄｔα
＋（Ｅ）ＴＱｄ

α－ｍＥ
ｄｔα－ｍ

＝

ｄα／２Ｅ
ｄｔα／( )２ ＴｄαＥ

ｄｔα
＋（Ｅ）Ｔｄ

α／２Ｅ
ｄｔα／２

＝

ｄα１／２ｅ１
ｄｔα１／２

ｄα１ｅ１
ｄｔα１

＋ｅ１
ｄα１／２ｅ１
ｄｔα１／２

＋
ｄα２／２ｅ２
ｄｔα２／２

ｄα２ｅ２
ｄｔα２

＋

ｅ２
ｄα２／２ｅ２
ｄｔα２／２

＋
ｄα３／２ｅ３
ｄｔα３／２

ｄα３ｅ３
ｄｔα３

＋ｅ３
ｄα３／２ｅ３
ｄｔα３／２

＝

ｄα１ｅ１
ｄｔα１

＋ｅ( )１ ｄ
α１／２ｅ１
ｄｔα１／２

＋ ｄα２ｅ２
ｄｔα２

＋ｅ( )２ ｄ
α２／２ｅ２
ｄｔα２／２

＋

ｄα３ｅ３
ｄｔα３

＋ｅ( )３ ｄ
α３／２ｅ３
ｄｔα３／２

＝

－ｅ１－
ｄα１／２ｅ１
ｄｔα１／２

＋ｅ( )１ ｄ
α１／２ｅ１
ｄｔα１／２

＋ －ｅ２－
ｄα２／２ｅ２
ｄｔα２／２

＋ｅ( )２·
ｄα２／２ｅ２
ｄｔα２／２

＋ －ｅ３－
ｄα３／２ｅ３
ｄｔα３／２

＋ｅ( )３ ｄ
α３／２ｅ３
ｄｔα３／２

＝

－ ｄα１／２ｅ１
ｄｔα１／( )２

２

－ ｄα２／２ｅ２
ｄｔα２／( )２

２

－ ｄα３／２ｅ３
ｄｔα３／( )２

２

≤０． （１６）

根据定理１可知，结论成立．定理２得证．

３　数值仿真

基于改进的 ＡｄａｍｓＢａｓｈｆｏｒｔｈＭｏｕｌｔｏｎ理论［１５］，

文献［１６］提出了分数阶混沌系统仿真算法．采用该
算法进行仿真，仿真时选择系统参数 ａ＝３５，ｂ＝３，
ｃ＝２７，ｘ１＝３．１２３，ｘ２＝１．１４５１，ｘ３＝２．４５３，ｙ１＝
０．４２３，ｙ２＝０．４５１，ｙ３＝２．４５３为初始值．分数阶系统
阶次取 α＝［１，１．２４，１．２４］和 α＝［１．０５，１．２８，
１．２８］′，仿真结果分别如图５和图６所示．仿真结果
表明，同步误差渐近稳定，所设计的控制器有效，这

也证实了定理１的正确性．

４　结 束 语

本工作提出了真分数阶系统和假分数阶系统的

概念以及对分数阶系统分段研究的思想，建立了假

分数阶系统稳定性理论，该理论和真分数阶系统稳

定性理论一起构成了分数阶系统稳定性理论．该成
果不仅可用于阶次小于２的分数阶混沌系统同步，

８３７
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图５　α＝［１，１．２４，１．２４］′时，同步误差随时间的演化
Ｆｉｇ．５　Ｗｈｅｎα＝［１，１．２４，１．２４］′，ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

ｅｒｒｏｒｗｉｔｈｔｉｍｅ

图６　α＝［１．０５，１．２８，１．２８］′时，同步误差随时间的演化
Ｆｉｇ．６　Ｗｈｅｎα＝［１．０５，１．２８，１．２８］′，ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

ｅｒｒｏｒｗｉｔｈｔｉｍｅ

对于阶次大于２的分数阶系统，按照相似的方法同
样可降价为真分数阶系统，因而，对于阶次大于２的
分数阶系统同步依然具有借鉴意义．
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