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线性系统单输入的２种简单的极点配置算法
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摘要：对线性系统的单输入情况，提出２种简单的极点配置算法．２种方法都将未知量归结为一个线性代数方程组
的解，而这个线性代数方程组系数矩阵的每一行均为系数矩阵是三角形的线性代数方程组的解．该算法计算简单，
计算量少．第一种方法还同时求出配置后矩阵的特征向量，为系统设计提供参考；第二种方法的计算量更少．对第一
种方法进行误差分析，证明只要计算精度充分高，都能达到对任意给定的大于０的极点配置误差要求．
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　　目前已有很多关于线性系统极点配置问题的研
究［１７］．对线性系统的单输入情况，本研究提出了２
种简单的极点配置算法，与一些著名的算法比较，具

有计算简单，运算量少的特点．第一种算法的运算量
为５ｎ３／６＋ｎ２／２＋ｎ／６，第二种算法的运算量为
ｎ３／６＋ｎ２／２＋ｎ／３，其中 ｎ为状态向量的维数．如果
问题是要寻找增益向量 Ｆ，我们把它归结为寻找未
知向量ｙ，其中ｙ与Ｆ的关系为

Ｆ＝（ｙ－ｈ）
β

ＱＴ，

式中，正交矩阵Ｑ、向量ｈ、正常数 β都是已知的．我
们列出一个以ｙ为解的线性代数方程组．该线性代
数方程组的系数矩阵的每一行均为系数矩阵是三角

形的线性代数方程组的解，并容易求得．第一种算法
还求出了配置后矩阵的特征向量，有助于了解问题

的条件数．
从２０世纪６０年代开始，研究者提出了很多极

点配置算法，但对算法的数值计算作误差分析的却

很少见到．因此，本研究对第一种算法进行了误差分
析，证明ｙ计算是向后误差稳定的；同时，证明了只
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要计算精度充分高，都能达到对任意给定的大于０
的极点配置误差要求．

考虑如下不变线性系统：

ｘ·（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂｕ（ｔ），
ｘ（０）＝ｘ０，

（１）

式中，ｘ∈Ｒｎ，ｕ∈Ｒｐ分别为状态向量和输入向量，常
数矩阵Ａ∈Ｒｎ×ｎ，Ｂ∈Ｒｎ×ｐ是给定的．假定系统是可
控的，即矩阵［Ａ－λＩ，Ｂ］的秩为 ｎ，对任意 λ∈Ｃ成
立．令ｕ（ｔ）＝Ｆｘ（ｔ）＋ｖ（ｔ），系统（１）转化为

ｘ·（ｔ）＝（Ａ＋ＢＦ）ｘ（ｔ）＋Ｂｖ（ｔ），
ｘ（０）＝ｘ０．

极点配置问题就是寻找一个矩阵Ｆ，使得ｎ×ｎ矩阵
Ａ＋ＢＦ的 ｎ个特征值恰为 ｎ个给定的极点 λ１，
λ２，…，λｎ．本研究只考虑ｐ＝１，即系统（１）是单输入
的特殊情况．此时，Ｂ为一个ｎ维列向量，而Ｆ＝（ｆ１，
ｆ２，…，ｆｎ）为一个ｎ维行向量．对于矩阵对（Ａ，Ｂ），可
以找到一个实正交矩阵Ｑ，使得

ＱＡＱＴ ＝Ｈ ＝（ｈｉ，ｊ），　ＱＢ＝βｅ１， （２）
式中，Ｈ为上Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩阵，β＝‖Ｂ‖（本工作采
用的范数均为２ｎｏｒｍ），ｅ１为恒等矩阵的第一列．我
们知道，系统（１）可控的充要条件［２，４６］为

ｈ２，１ｈ３，２…ｈｎ，ｎ－１≠０．
　　同一个正交矩阵Ｑ作用在矩阵Ａ＋ＢＦ上，有

Ｈ^ ＝Ｑ（Ａ＋ＢＦ）ＱＴ ＝Ｈ＋βｅ１ｇ
Ｔ，

式中，

ｇＴ ＝ＦＱＴ．

值得注意的是，Ｈ^为上Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩阵，相似于 Ａ＋
ＢＦ，其特征值即为给定的极点．矩阵 Ｈ^的ｎ行（除第
一行外）都跟 Ｈ相同，因此，确定了其第一行，就能
确定ｇＴ，从而可以确定

Ｆ＝ｇＴＱ．

因此，我们将 Ｈ^的第一行作为未知量，记 Ｈ^的第一
行为（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ），ｇ

Ｔ＝（ｇ１，ｇ２，…，ｇｎ）．令
ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）

Ｔ ＝

（ｈ１，１＋βｇ１，ｈ１，２＋βｇ２，…，ｈ１，ｎ＋βｇｎ）
Ｔ．

基于此，寻找Ｆ归结为寻找ｙ．

１　２种算法
考虑方程

（Ｈ^－λＩ）ｘ（λ）＝α（λ）ｅ１， （３）
式中，λ为参数，ｘ（λ）＝（ｘ１（λ），ｘ２（λ），…，
ｘｎ（λ））

Ｔ为未知向量，α（λ）为λ的函数．已知

ｄｅｔ（Ｈ^－λＩ）＝∏
ｎ

ｋ＝１
（λｋ－λ），

如果λ｛λ１，λ２，…，λｎ｝，由Ｃｒａｍｅｒ法则，可得

ｘｎ（λ）＝ｄｅｔ（Ｓｎ）／ｄｅｔ（Ｈ^－λＩ）＝

（－１）ｎ－１α（λ）×ｈ２，１ｈ３，２…ｈｎ，ｎ－１／ｄｅｔ（Ｈ^－λＩ），

式中，矩阵Ｓｎ为将 Ｈ^的最后一列换成α（λ）ｅ１的结
果．若取

α（λ）＝（－１）ｎ－１ｄｅｔ（Ｈ^－λＩ）／ｈ２，１ｈ３，２…ｈｎ，ｎ－１ ＝

－∏
ｎ

ｋ＝１
（λ－λｋ）／ｈ２，１ｈ３，２…ｈｎ，ｎ－１，

那么，有 ｘｎ（λ）≡１．注意，由于 λ１，λ２，…，λｎ给定，

因此，上述 α（λ）也是已知的．因为 Ｈ^ 是上
Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩阵，由ｘｎ（λ）≡１，可以从方程（３）自下
而上地逐步计算出ｘｎ－１（λ），ｘｎ－２（λ），…，ｘ１（λ）．如
果记

ｘ̌（λ）＝（ｘ１（λ），ｘ２（λ），…，ｘｎ－１（λ））
Ｔ，

ｂ（λ）＝（ｈ２，ｎ，ｈ３，ｎ，…，ｈｎ，ｎ－λ）
Ｔ，

那么，ｘ̌（λ）满足方程

Ｕ（λ）ｘ̌（λ）＝－ｂ（λ）， （４）
式中，

Ｕ（λ）＝

ｈ２，１ ｈ２，２－λ … ｈ２，ｎ－１
０ 

 ｈｎ－１，ｎ－１－λ
０ … ０ ｈｎ，ｎ－













１

为三角形矩阵．
易知，当ｋ∈｛１，２，…，ｎ－１｝时，ｘｎ－ｋ（λ）为λ的

ｋ次多项式，即

ｘｎ－ｋ（λ）＝
λｋ

ｈｎ，ｎ－１ｈｎ－１，ｎ－２…ｈｎ－ｋ＋１，ｎ－ｋ
＋…．

尽管上述结果是在λ｛λ１，λ２，…，λｎ｝时得到的，但
易知当 λ∈｛λ１，λ２，…，λｎ｝时，上式也成立．此时，

α（λ）＝０，而ｘ（λ）为 Ｈ^的一个特征向量，其第 ｎ分
量ｘｎ（λ）＝１．

取λ＝λｊ，ｘｎ（λｊ）＝１，由方程（４）求出ｘ（λｊ）．Ｈ^
的第一行是未知向量ｙＴ，由式（３）中的第一个方程，
可得

ｘ（λｊ）
Ｔｙ＝λｊｘ１（λｊ）．

如果λ１，λ２，…，λｎ都不相同，我们就可得到 ｙ
Ｔ的 ｎ

个方程，有

Ｇｙ＝ｃ， （５）
式中，

０３４



书书书

　第４期 蒋尔雄：线性系统单输入的２种简单的极点配置算法 　　

Ｇ＝（ｇｉ，ｊ）＝（ｘｊ（λｉ）），
ｃ＝（λ１ｘ１（λ１），λ２ｘ１（λ２），…，λｎｘ１（λｎ））

Ｔ．
由于ｘ（λ１），ｘ（λ２），…，ｘ（λｎ）为特征向量，对应不
同的特征值 λ１，λ２，…，λｎ，因此，它们是线性独立
的，从而Ｇ是非奇异的，方程（５）有唯一解 ｙ．这样，
我们给出如下的第一种算法．

算法Ⅰ
步骤１　按式（２），求出Ｑ和Ｈ；
步骤２　按式（４），对ｊ＝１，２，…，ｎ，求出ｘ（λ１），

ｘ（λ２），…，ｘ（λｎ）；
步骤３　按方程（５），求出ｙ；
步骤４　计算 ｇ＝（ｙ１－ｈ１，１，ｙ２－ｈ１，２，…，ｙｎ－

ｈ１，ｎ）
Ｔ／β，β＝‖Ｂ‖；
步骤５　计算Ｆ＝ｇＴＱ．
如果λ１，λ２，…，λｎ中有相同部分，那么式（５）

中方程的个数就会减少，即若λ１＝λ２，则由式（４）只
能求出一特征向量ｘ（λ１）＝ｘ（λ２），这样方程的个数
就减少了．减少的方程能否得到补充，如何补充的问
题将在介绍第二种算法之后再来论述．ｘ（λ）和
α（λ）都是λ的多项式，是充分光滑的，因此，对方程
（１）两边进行微商，可得

（Ｈ^－λＩ）ｘ′（λ）＝α′（λ）ｅ１＋ｘ（λ）． （６）
一般地，进行ｋ次微商，可得

（Ｈ^－λＩ）ｘ（ｋ）（λ）＝α（ｋ）（λ）ｅ１＋ｋｘ
（ｋ－１）（λ）．（７）

选取一个λｊ，令λ＝λｊ，从式（４）可以求得 ｘ（λｊ），因
而，有ｙ的第一个方程为

ｘ（λｊ）
Ｔｙ＝λｊｘ１（λｊ）． （８）

　　利用 ｘ′ｎ（λｊ）＝０，ｘ′ｎ－１（λｊ）＝１／ｈｎ，ｎ－１≠０和

α′（λｊ）＝－ ∏
ｎ

ｋ＝１，ｋ≠ｊ
（λｊ－λｋ）／ｈ２，１ｈ３，２…ｈｎ，ｎ－１，从式

（６）中后面的 ｎ－１个方程，可以求出 ｘ′（λｊ），再从
式（６）的第一个方程求得ｙ的第二个方程为
　　［ｘ′（λｊ）］

Ｔｙ＝λｊｘ′１（λｊ）＋ｘ１（λｊ）＋α′（λｊ）．　（９）
依此类推，对每个ｋ有

ｘ（ｋ）ｉ （λｊ）＝０（ｉ＝ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｋ＋１），
ｘ（ｋ）ｎ－ｋ（λｊ）＝ｋ！／ｈｎ，ｎ－１ｈｎ－１，ｎ－２…ｈｎ－ｋ＋１，ｎ－ｋ≠０．

由此，可以求出 ｘ（ｋ）（λｊ）．再从式（６）中的第一个方
程，求得ｙ的第ｋ＋１个方程为

［ｘ（ｋ）（λｊ）］
Ｔｙ＝λｊｘ

（ｋ）
１ （λｊ）＋

ｋｘ（ｋ－１）１ （λｊ）＋α
（ｋ）（λｊ）．　（１０）

由ｋ＝２，３，…，ｎ－１，得到ｙ的线性代数方程组为
Ｇｙ＝ｃ， （１１）

式中，

Ｇ＝（ｇｉ，ｊ）＝［ｘ
（ｎ－１）（λｊ），…，ｘ′（λｊ），ｘ（λｊ）］

Ｔ，

ｃ＝［λｊｘ
（ｎ－１）
１ （λｊ）＋（ｎ－１）ｘ

（ｎ－２）
１ （λｊ）＋

α（ｎ－１）（λｊ），…，λｊｘ１（λｊ）］． （１２）
由于ｘ（ｋ）ｉ （λｊ）＝０，ｉ＝ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｋ＋１，因此，矩
阵Ｇ为下三角阵．又因

ｄｅｔ（Ｇ）＝ｘｎ（λｊ）ｘ′ｎ－１（λｊ）…ｘ１
（ｎ－１）（λｊ）≠０，

知矩阵Ｇ非奇异，方程（１１）唯一确定 ｙ．这样，我们
就给出了如下的第二种算法．

算法Ⅱ
步骤１　按式（２），求Ｑ和Ｈ；
步骤２　计算α′（λｊ），α″（λｊ），…，α

（ｎ－１）（λｊ）；
步骤３　由方程

（Ｈ^－λｊＩ）ｘ
（ｋ）（λｊ）＝α

（ｋ）（λｊ）ｅ１＋ｋｘ
（ｋ－１）（λｊ），

计算ｘ（ｋ）（λｊ）（ｋ＝０，１，…，ｎ－１），组成矩阵Ｇ；
步骤４　由式（１２），计算向量ｃ；
步骤５　由方程组Ｇｙ＝ｃ，求解ｙ；
步骤６　计算 ｇ＝（ｙ１－ｈ１，１，ｙ２－ｈ１，２，…，ｙｎ－

ｈ１，ｎ）
Ｔ／β，其中β＝‖Ｂ‖；
步骤７　计算Ｆ＝ｇＴＱ．
算法Ⅱ与 λ１，λ２，…，λｎ是否相同无关．当算法

Ⅰ有重特征值时，可采用如下的处理办法．若 λｊ为
ｍ重特征值，即λ１＝λ２＝…＝λｍ，于是α（λｊ）＝…＝
α（ｍ－１）（λｊ）＝０．对 ｋ＝０，１，…，ｍ－１，方程（７）转
化为

（Ｈ^－λｊＩ）ｘ
（ｋ）（λｊ）＝ｋｘ

（ｋ－１）（λｊ）．

这说明向量ｘ′（λｊ），ｘ″（λｊ），…，ｘ
（ｍ－１）（λｊ）为矩阵 Ｈ^

对应特征值 λｊ的根向量，同时，我们得到 ｙ的 ｍ个
方程

［ｘ（ｋ）（λｊ）］
Ｔｙ＝λｊｘ１

（ｋ）（λｊ）＋ｋｘ１
（ｋ－１）（λｊ），

ｋ＝０，１，…，ｍ－１．

２　数值算例
例１　考虑如何确定上 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩阵的第

一行，

Ｈ ＝

ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ４
１ ２ ３ ４
０ １ ２ ３











０ ０ １ ２

，

给定矩阵Ｈ的特征值为λ１＝１，λ２＝２，λ３＝３，λ４＝４．
按算法Ⅰ和算法Ⅱ，求解例１．

１３４
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（１）算法Ⅰ．
　　按定义，有

Ｕｃ＝
１ ２ ３
０ １ ２









０ ０ １
，　Ｉｃ＝

０ １ ０
０ ０ １









０ ０ ０
．

我们有

Ｕ（１）＝Ｕｃ－Ｉｃ＝
１ １ ３
０ １ １









０ ０ １
，

Ｕ（２）＝Ｕｃ－２Ｉｃ＝
１ ０ ３
０ １ ０









０ ０ １
，

Ｕ（３）＝Ｕｃ－３Ｉｃ＝
１ －１ ３
０ １ －１









０ ０ １
，

Ｕ（４）＝Ｕｃ－４Ｉｃ＝
１ －２ ３
０ １ －２









０ ０ １
．

ｂｃ＝（４，３，２）
Ｔ，　ｅ３ ＝（０，０，１）

Ｔ．

ｂ（１）＝ｂｃ－ｅ３ ＝（４，３，１）
Ｔ，

ｂ（２）＝ｂｃ－２ｅ３ ＝（４，３，０）
Ｔ，

ｂ（３）＝ｂｃ－３ｅ３ ＝（４，３，－１）
Ｔ，

ｂ（４）＝ｂｃ－４ｅ３ ＝（４，３，－２）
Ｔ．

　　由方程

Ｕ（ｊ）ｘ̌（ｊ）＝－ｂ（ｊ），　ｊ＝１，２，３，４，

式中，ｘ̌（ｊ）＝（ｘ１（ｊ），ｘ２（ｊ），ｘ３（ｊ））
Ｔ，得到

ｘ（１）＝（１，－２，－１，１）Ｔ，　ｘ（２）＝（－４，－３，０，１）Ｔ，
ｘ（３）＝（－９，－２，１，１）Ｔ，　ｘ（４）＝（－８，１，２，１）Ｔ．
所以，

Ｇ＝（ｘ（１），ｘ（２），ｘ（３），ｘ（４））Ｔ＝

１ －２ －１ １
－４ －３ ０ １
－９ －２ １ １











－８ １ ２ １

．

对向量ｃ，有
ｃ＝（ｘ１（１），２ｘ１（２），３ｘ１（３），４ｘ１（４））

Ｔ ＝

（１，－８，－２７，－３２）Ｔ．
最后，求得方程

Ｇｙ＝ｃ．
通过求解方程，可得

ｙ＝（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４）
Ｔ ＝（４，－５，６，－７）Ｔ．

　　（２）算法Ⅱ．
步骤 １　由多项式 α（λ）＝－（λ４－１０λ３＋

３５λ２－５０λ＋２４），取λｊ＝λ１＝１，计算得
α（１）＝０，α′（１）＝６，α″（１）＝－２２，α（１）＝３６．
　　步骤２　通过解方程组

（Ｈ－Ｉ）ｘ＝０，
（Ｈ－Ｉ）ｘ′＝α′（１）ｅ１＋ｘ，

（Ｈ－Ｉ）ｘ″＝α″（１）ｅ１＋２ｘ′，

（Ｈ－Ｉ）ｘ＝α（１）ｅ１＋３ｘ″










，

得到向量

ｘ＝ｘ（１）＝（１，－２，－１，１），
ｘ′＝ｘ′（１）＝（－３，－２，１，０），
ｘ″＝ｘ″（１）＝（－６，２，０，０），
ｘ＝ｘ（１）＝（６，０，０，０）．

　　步骤３　计算ｃ＝（２４，－３４，４，１）Ｔ．
步骤４　解方程组

６ｙ１ ＝２４，

－６ｙ１＋２ｙ２ ＝－３４，

－３ｙ１－２ｙ２＋ｙ３ ＝４，

ｙ１－２ｙ２－ｙ３＋ｙ４ ＝１










．

该线性方程组的系数矩阵为下三角阵，求解得

ｙ＝（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４）
Ｔ ＝（４，－５，６，－７）Ｔ．

　　最后，求得上Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩阵

Ｈ ＝

４ －５ ６ －７
１ ２ ３ ４
０ １ ２ ３











０ ０ １ ２

的特征值为λ１＝１，λ２＝２，λ３＝３，λ４＝４．
例２　考虑单输入线性系统ｘ·＝Ａｘ＋Ｂｕ，其中

Ａ＝

６ －１５ １８ －１０
１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０











０ ０ １ ０

，　Ｂ＝ｅ１ ＝













１
０
０
０

．

　　Ａ的特征值为 μ１＝１＋ｉ，μ２＝１－ｉ，μ３＝２＋ｉ，
μ４＝２－ｉ，它们均在复平面的右半平面，因而，该单
输入线性系统是不稳定的．

令ｕ＝Ｆｘ＋ｖ，确定 Ｆ＝（ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４），使得反馈
矩阵

　　Ａ^＝Ａ＋ＢＦ＝
６＋ｆ１ －１５＋ｆ２ １８＋ｆ３ －１０＋ｆ４
１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０











０ ０ １ ０

＝∶（ａ^ｉｊ），

２３４
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该矩阵的特征值 λ１＝－１，λ２＝－２，λ３＝－３，λ４＝
－４．我们用算法Ⅱ求解该问题．注意到 Ａ，Ｂ已具有
式（２）所要求的形式，有

α（λ）＝－ｄｅｔ（λＩ－Ａ^）／（ａ^２，１ａ^３，２ａ^４，３）＝

－λ４－１０λ３－３５λ２－５０λ－２４．
取λ＝λ１＝－１，计算得

α（－１）＝０，α′（－１）＝－６，
α″（－１）＝－２２，α（－１）＝－３６．

通过求解方程组

（Ｈ＋Ｉ）ｘ＝０，
（Ｈ＋Ｉ）ｘ′＝α′（－１）ｅ１＋ｘ，

（Ｈ＋Ｉ）ｘ″＝α″（－１）ｅ１＋２ｘ′，

（Ｈ＋Ｉ）ｘ＝α（－１）ｅ１＋３ｘ″










，

得到ｘ，ｘ′，ｘ″，ｘ分别为
ｘ＝ｘ（－１）＝（－１，１，－１，１），

ｘ′＝ｘ′（－１）＝（３，－２，１，０），
ｘ″＝ｘ″（－１）＝（－６，２，０，０），
ｘ＝ｘ（－１）＝（６，０，０，０）．

计算可得ｃ＝（－６０，－１０，－１０，１）Ｔ，因此，可得ｙ的
方程组为

６ｙ１ ＝－６０，
－６ｙ１＋２ｙ２ ＝－１０，
３ｙ１－２ｙ２＋ｙ３ ＝－１０，
－ｙ１＋ｙ２－ｙ３＋ｙ４ ＝１

{
．

解得

ｙ＝（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４）
Ｔ ＝（－１０，－３５，－５０，－２４）Ｔ．

最后，可得

Ｆ＝（ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４）＝（－１６，－２０，－６８，－１４）．
上述２个算例都是整数运算，没有舍入误差，并且结
果是完全正确的，这说明该方法是很稳定的．

例３　考虑线性系统ｘ·＝Ａｘ＋Ｂｕ，其中

Ａ＝

２．０８８２３５２９４１１７６５ －２．３０３９２１５６８６２７４５ ８．７７４５０９８０３９２１５７ －８．６７６４７０５８８２３５２９
－２．６７６４７０５８８２３５２８ ２．１０７８４３１３７２５４９１ －１２．０４９０１９６０７８４３１４ １０．８５２９４１１７６４７０５８
１．３２３５２９４１１７６４７１ １．１０７８４３１３７２５４９０ ２．９５０９８０３９２１５６８６ －１．１４７０５８８２３５２９４１
１．３２３５２９４１１７６４７０ ０．４４１１７６４７０５８８２３ ３．６１７６４７０５８８２３５３ －１．











１４７０５８８２３５２９４１

，

Ｂ＝（１，０，０，０）Ｔ．因为Ａ的特征值为μ１＝１＋ｉ，μ２＝１－ｉ，μ３＝２＋ｉ，μ４＝２－ｉ，因此，系统是不稳定的．令输入ｕ
＝Ｆｘ＋ｖ，我们要找向量Ｆ＝（ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４），使得反馈矩阵

Ａ^＝Ａ＋ＢＦ
有特征值λ１＝－１，λ２＝－２，λ３＝－３，λ４＝－４．

我们再次采用算法Ⅱ来求解该问题．
步骤１　首先按式（２）将Ｂ，Ａ正交变换为 βｅ１，Ｈ，其中 Ｈ为上 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩阵．因为 Ｂ＝ｅ１，因而β＝１．

这样的正交矩阵为Ｑ＝Ｑ２Ｑ１，其中

Ｑ１ ＝

１ ０ 　　　　 ０　　　　 ０　 　　
０ －０．８１９４８７３０１１９７２　 ０．４０５２４０９８７４２１８４ ０．４０５２４０９８７４１８４　
０ ０．４０５２４０９８７４２１８４ ０．９０９７４３６６５０５９８６ －０．０９０２５６３３４９４０１４
０ ０．４０５２４０９８７４２１８４ －０．０９０２５６３３４９４０１４ ０．９０９











７４３６６５０５９８６

，

Ｑ２ ＝

１ ０ ０　　　　　 ０　　　　　
０ １ ０　　　　　 ０　　　　　
０ ０ －０．９６５９７５７２８９１１７７ －０．２５８６３２７３４１１０３１











０ ０ －０．２５８６３２７３４１１０３１ ０．９６５９７５７２８９１１７７

．

而

Ｈ＝ＱＡＱＴ＝

２．０８８２３５２９４１１７６５ １．９２７７６４０４３６５０５２ －５．０７７７６０３７６７０２６４ －１１．３１７３００６５４７８５６４
３．２６６０３０４６７９０７６４ ２．０００２９４９６８３６４４５ －８．７２３１９１００７３０９８３ －１３．２１９８３８５９３２７０９６
　　　　 ０ １．１５４２９９３３００６８１３ －０．８４８２５０９０１４９２４６ 　－５．３５１９３９３０９８９８７５
　　　　 ０ 　　　　 ０ 　０．２９４４１８４４８１７８９０ 　　２．７５９７２０６３











９０１０３７

，

ｅ１ ＝ＱＢ＝Ｂ．

　　令 Ｈ^的第一行为ｙＴ＝（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４），于是

３３４
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Ｈ^ ＝

ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ４
３．２６６０３０４６７９０７６４ ２．０００２９４９６８３６４４５ －８．７２３１９１００７３０９８３ －１３．２１９８３８５９３２７０９６

０ １．１５４２９９３３００６８１３ －０．８４８２５０９０１４９２４６ 　－５．３５１９３９３０９８９８７５
０ ０ 　０．２９４４１８４４８１７８９０ 　　２．











７５９７２０６３９０１０３７

．

　　步骤２　计算
α（λ）＝（－λ４－１０λ３－３５λ２－５０λ－２４）／δ，

式中，

δ＝Ｈ^２，１Ｈ^３，２Ｈ^４，３ ＝１．１０９９５０７１３５５８３７．
取λ＝λ１＝－１，计算得

α（－１）＝０，　α′（－１）＝－５．４０５６４５４２７９５３０１，　α″（－１）＝－１９．８２０６９９９０２４９４３８，
α（－１）＝－３２．４３３８７２５６７７１８０７．

　　步骤３　计算ｘ，ｘ′，ｘ″，ｘ．
由

（Ｈ^－μ１Ｉ）ｘ＝０，
可得

ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝（－３５．８６０９８１１０７００８５８，６．３１５３２３５８２３９６２２，－１２．７６９９８９９９９８３１２４，１）．
　　由

（Ｈ^－μ１Ｉ）ｘ′＝－５．４０５６４５４２７９５３０１ｅ１＋ｘ，
可得

ｘ′＝（ｘ′１，ｘ′２，ｘ′３，ｘ′４）＝（２１．５７８４１７９４１９７５８６，－１１．５０９５０１４４０９０３６８，３．３９６５２６２９１６９６１２，０）．
　　由

（Ｈ^－μ１Ｉ）ｘ″＝－１９．８２０６９９９０２４９４８３ｅ１＋２ｘ′，
可得

ｘ″＝（ｘ″１，ｘ″２，ｘ″３，ｘ″４）＝（－１２．４５４１８３０９３８１３３２，５．８８５０００８８８８０００５，０，０）．
　　由

（Ｈ^－μ１Ｉ）ｘ＝－３２．４３３８７２５６７７１８０７ｅ１＋３ｘ″，
可得

ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝（５．４０５６４５４２７９５３０１，０，０，０）．
合并上述结果为

ｘ＝ｘ（－１）＝（－３５．８６０９８１１０７００８５８，６．３１５３２３５８２３９６２２，－１２．７６９９８９９９９８３１２４，１），
ｘ′＝ｘ′（－１）＝（２１．５７８４１７９４１９７５８６，－１１．５０９５０１４４０９０３６８，３．３９６５２６２９１６９６１２，０），
ｘ″＝ｘ″（－１）＝（－１２．４５４１８３０９３８１３３２，５．８８５０００８８８８０００５，０，０），
ｘ＝ｘ（－１）＝（５．４０５６４５４２７９５３０１，０，０，０）．

　　步骤４　计算
ｃ＝（－７５．２０２０６７２７７１１１０４，３５．７９０３１９０７５２７０６７，－６２．８４５０４４４７６９３７４５，３５．８６０９８１１０７００８５８）．
　　步骤５　解下列方程组：
５．４０５６４５４２７９５３０１ｙ１ ＝－７５．２０２０６７２７７１１１０４，

－１２．４５４１８３０９３８１３３２ｙ１＋５．８８５０００８８８８０００５ｙ２ ＝３５．７９０３１９０７５２７０６７，

２１．５７８４１７９４１９７５８６ｙ１－１１．５０９５０１４４０９０３６８ｙ２＋３．３９６５２６２９１６９６１２ｙ３ ＝－６２．８４５０４４４７６９３７４５，

－３５．８６０９８１１０７００８５８ｙ１＋６．３１５３２３５８２３９６２２ｙ２－１２．７６９９８９９９９８３１２４ｙ３＋ｙ４＝３５．８６０９８１１０７００８５８










．

４３４
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得到

ｙ＝（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４）＝（－１３．９１１７６４７０５８８２３６，－２３．３５９２７３５７１４７２３５，

－９．２７５５８３７７８５１６７，－４３３．９５６２９１００７９８６）．
　　步骤６　由

Ｈ^ ＝Ｈ＋ｅ１ｇ
Ｔ，

计算可得

ｇＴ ＝ｙ－（ｈ１，１，ｈ１，２，ｈ１，３，ｈ１，４）＝（－１６．００００００００００００，

－２５．２８７０３７６１５１２３，－４．１９７８２３４０１１４９，－４２２．６３８９９０３５３２００）．
　　步骤７　计算
Ｆ＝ｇＴＱ＝（－１６．００００００００００００，－９８．３４１４６３４１４６３４，１２９．６３４１４６３４１４６４，－３９０．９０２４３９０２４３９０）．
　　利用算得的Ｆ，有

Ａ＋ＢＦ＝１０２

－０．１３９１１７６４７０５８８２ －１．００６４５３８４９８３２６１ １．３８４０８６５６１４５３８５ －３．９９５７８９０９６１２６２５
－０．０２６７６４７０５８８２３５ ０．０２１０７８４３１３７２５５ －０．１２０４９０１９６０７８４３ ０．１０８５２９４１１７６４７１
０．０１３２３５２９４１１７６５ ０．０１１０７８４３１３７２５５ ０．０２９５０９８０３９２１５７ －０．０１１４７０５８８２３５２９
０．０１３２３５２９４１１７６５ ０．００４４１１７６４７０５８８ ０．０３６１７











６４７０５８８２４ －０．０１１４７０５８８２３５２９

，

可得，该矩阵的特征值为

λ^１ ＝－０．９９９９９９９９９９９９５４，

λ^２ ＝－２．０００００００００００１３６，

λ^３ ＝－２．９９９９９９９９９９９８８９，

λ^４ ＝－４．００００００００００００１９．
与给定的特征值比较，误差的阶为Ｏ（‖Ａ＋ＢＦ‖ｕ），
此处，ｕ≈１．１１×１０－１６．这说明所计算的 Ｆ很精确，
算法Ⅱ对本例是非常有效的．

３　算法分析
３．１　算法的运算量分析

如果不考虑将Ｂ，Ａ归化为βｅ１，Ｈ的运算量，算
法Ⅰ的运算量主要花在步骤１和步骤２上．在步骤１
中要解ｎ个（ｎ－１）阶的系数矩阵为三角形的线性
方程组，每个方程组的计算量为 ｎ（ｎ－１）／２，因此，
总共为ｎ２（ｎ－１）／２＝ｎ３／２－ｎ２／２；在步骤２中要解
一个系数矩阵为满矩阵的线性方程组，其计算量为

ｎ３／３＋ｎ２－ｎ／３，所以，总的运算量为
５ｎ３
６ ＋

ｎ２
２＋

ｎ
６．

对于算法Ⅱ，假如忽略步骤１，那么主要花费的运算
量在步骤２和步骤４中．因为是解系数矩阵为三角
形的线性方程组，它们的阶数从１阶到 ｎ阶，因此，
总的运算量为

∑
ｎ

ｋ＝１
ｋ（ｋ＋１）／２＝ｎ３／６＋ｎ２／２＋ｎ／３．

表１所示为已有的几种著名算法的运算量，与之比
较，我们给出的算法Ⅰ的运算量居中，而算法Ⅱ的运
算量是最少的．

表１　几种算法的运算
Ｔａｂｌｅ１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｓｏｍｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ

算法　　 运算量 稳定性

Ｍｉｍｉｎｉｓ和Ｐａｉｇｅ［２］ ５
６ｎ

３
是

Ｐｅｔｋｏｖ等［５］ ５
３ｎ

３
是

Ｐａｔｅｌ和Ｍｉｓｒａ［６］ ５
６ｎ

３
是

Ｄａｔｔａ［１］ １
６ｎ

３
否

ＭｏｄｉｆｉｅｄＤａｔｔａ［８］ ５
６ｎ

３
是

４．２　误差分析
我们对算法Ⅰ进行误差分析，首先分析解方程

（４）的误差．令 ｘ～（λｊ）为 ｘ（λｊ）的计算结果，计算机
精度为ｕ，有

ｘ～̌（λｊ）＝（ｘ
～
１（λｊ），ｘ

～
２（λｊ），…，ｘ

～
ｎ－１（λｊ））

Ｔ，

则ｘ～̌（λｊ）满足

Ｕ～（λｊ）ｘ
～̌（λｊ）＝－ｂ（λｊ），

式中，

５３４
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Ｕ～（λｊ）＝Ｕ（λｊ）＋δＵ（λｊ）＝

ｈ２，１（１＋δ１，２） （ｈ２，２－λｊ）（１＋δ２，２） … ｈ２，ｎ－１（１＋δ２，ｎ－１）

 

０ … ｈｎ－１，ｎ－２（１＋δｎ－１，ｎ－２） （ｈｎ－１，ｎ－１－λｊ）（１＋δｎ－１，ｎ－１）

０ … ０ ｈｎ，ｎ－１（１＋δｎ，ｎ－１











）

．

在ｎｕ＜０．０１条件下，下式［３］成立：

‖δＵ（λｊ）‖∞ ≤ｇ
ｎ（ｎ－１）
２ １．０１ｕ，

ｇ＝ｍａｘ
ｉ，ｋ，λｊ

（Ｕ（λｊ）ｉ，ｋ ．

因此，

‖ｘ～（λｊ）－ｘ（λｊ）‖∞≤‖Ｕ（λｊ）
－１‖∞‖ｘ

～（λｊ）‖∞ｇ
ｎ（ｎ－１）
２ １．０１ｕ．

定义

ω＝ｍａｘ
λｊ
‖Ｕ（λｊ）

－１‖∞，　σ＝ｍａｘλｊ
‖ｘ～（λｊ）‖∞，

τ＝ωσｇｎ（ｎ－１）２ １．０１ｕ，

由此可知，方程（５）的系数矩阵 Ｇ和右端向量 ｃ扰
动后为

Ｇ～＝Ｇ＋δＧ，　ｃ～ ＝ｃ＋δｃ，
式中，

‖δＧ‖∞ ≤ｎτ，　‖δｃ‖∞ ≤ｍａｘｊ ‖λｊ‖τ．

假如我们采用部分选主元的高斯消去法解方程（５）
求ｙ，那么，由文献［３］可知，ｙ的计算结果 ｙ～满足
方程

（Ｇ～＋δＧ
～
）ｙ～ ＝ｃ～，　‖δＧ

～
‖∞ ≤ｎ

２ρ‖Ｇ
～
‖∞ｕ，

式中，ρ为增长因子．由此可知，解 ｙ～满足方程

（Ｇ＋δＧ＋δＧ
～
）ｙ～ ＝ｃ～， （１３）

并且ｌｉｍ
ｕ→０
‖δＧ＋δＧ

～
‖＝０．这就证明了算法Ⅰ计算 ｙ

是向后误差稳定的［９］．
另一方面，

Ｇ（ｙ～ －ｙ）＝－δＧｙ～ －δＧ
～ｙ～ ＋δｃｙ～ －ｙ＝

Ｇ－１（－δＧｙ～ －δＧ
～ｙ～ ＋δｃ）＝∶（１，２，…，ｎ）

Ｔ，

｜ｉ｜≤∶＝‖Ｇ
－１‖∞（（ｎτ＋ｎ

２ρ‖Ｇ
～
‖∞ｕ）‖ｙ

～‖∞＋ｍａｘｊ‖λｊ‖τ）．

假如ρ不是非常大，那么
ｉ＝Ｏ（κ（Ｇ）ｍａｘ

λｊ
κ（Ｕ（λｊ））ｎ

３ｕ），

式中，κ（Ｓ）＝‖Ｓ－１‖∞‖Ｓ‖∞，记矩阵 Ｓ的条件
数．令

Ｈ～＝

ｙ～１ ｙ～２ … ｙ～ｎ
ｈ２，１ ｈ２，２ … ｈ２，ｎ
 

０ … ｈｎ，ｎ－１ ｈｎ，












ｎ

＝

ｙ１＋１ ｙ２＋２ … ｙｎ＋ｎ
ｈ２，１ ｈ２，２ … ｈ２，ｎ
 

０ … ｈｎ，ｎ－１ ｈｎ，













ｎ

，

Ｈ～＝

ｙ１ ｙ２ … ｙｎ
ｈ２，１ ｈ２，２ … ｈ２，ｎ
 

０ … ｈｎ，ｎ－１ ｈｎ，












ｎ

＋

１ ２ … ｎ
０ ０ … ０
 

０ …











０ ０

＝

Ｈ^＋Ｅ．

下面，我们证明计算结果 Ｈ～的ｎ个特征值逼近给定

的极点λ１，λ２，…，λｎ，即矩阵 Ｈ^的ｎ个特征值．记Ｈ
～

的ｎ个特征值为μ１，μ２，…，μｎ，２个矩阵特征值的配
对距离为

ｄ＝ｍｉｎ
σ
ｍａｘ
ｊ
λｊ－μσ（ｊ） ，

式中，σ为｛１，２，…，ｎ｝置换全体．利用如下著名
结果：

引理１［１０］　对任意ｎ×ｎ矩阵Ａ和Ｅ，如果Ａ的
特征值为 λ１，λ２，…，λｎ，Ａ＋Ｅ的特征值为 μ１，
μ２，…，μｎ，则２组特征值之间的配对距离为

ｄ≤３．４６（２Ｍ）１－
１
ｎ‖Ｅ‖

１
ｎ，

式中，

Ｍ ＝ｍａｘ（‖Ａ‖，‖Ａ＋Ｅ‖）．

由引理１，因为 Ｈ～＝Ｈ^＋Ｅ，

Ｅ＝

１ ２ … ｎ
０ ０ … ０
 

０ …











０ ０

，

并且ｌｉｍ
ｕ→０
‖Ｅ‖

１
ｎ＝０，所以有如下定理成立．

６３４
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　　定理１　对任意η＞０，可以找到一个实数 ，当
计算机精度ｕ满足

｜ｕ｜≤
时，则有

ｄ≤η．
由定理１可知，只要精度｜ｕ｜足够小，计算结果特征
值都可以达到给定的正的误差界．
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