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　　在量子力学中，寻求给定势场波动方程的精确
解析解始终是人们感兴趣的问题．首先，详尽地分析
这些解析解能够加深对相关物理问题的理解，进而

能够为修正和完善原有的物理学理论提供有力的支

撑［１２］；其次，为了研究更为复杂的物理学系统，需要

建立新的模型并引入新的计算方法，而这些解析解

对于检验所建模型是否正确及进一步完善新的计算

方法具有重要的意义．一般来说，获得精确解析解的
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方法是把给定势场的波动方程转化为确定的广义超

几何方程，而方程的解能够由各类相应的正交多项

式表示．量子力学中的可解势问题可分为三类，即精
确可解势问题、有条件的精确可解势问题和准精确

可解势问题．精确可解势问题是指当势函数参数在
其定义域内连续变化时，波动方程存在解析解，并能

够得到全部的能量谱；有条件的精确可解势问题则

是指当势函数参数取特定值时，波动方程才存在解

析解及相应的能量谱；而准精确可解势问题则是指

那些只有部分能量谱可以确定的势场［３４］．为了方便
地研究量子力学中的可解势问题，已经提出和发展

了许多新的理论和方法，其中包括目前广泛应用的

因子分解方法［５］、群理论方法［６７］、超对称量子力学

和形不变势方法［８９］等．
在可解势问题的研究中，重要的工作是找出波

动方程Ｈ ψ〉＝Ｅ ψ〉的解，其中 Ｈ为所研究体系
的哈密顿量，Ｅ为体系的能量．束缚态时，Ｅ取分立
值；散射态时，Ｅ取连续值．在大多数情况下，尤其是
在寻求本征值波动方程的数值解或者解的代数结构

时，要求波函数ψ在一个平方可积的函数空间上，能
够由函数空间的基｛φｎ｝∞ｎ＝０展开为 ψ（ｒ，Ｅ）〉＝

∑
ｎ
ｆｎ（Ｅ） φｎ（ｒ）〉，其中 ｒ为空间的坐标．基函数

｛φｎ｝∞ｎ＝０的定义域必须与体系哈密顿量的定义域相
一致并满足所研究问题的边界条件，同时要求

｛φｎ｝∞ｎ＝０必须能够负载体系哈密顿量 Ｈ的对角化表
示，或者说，基函数的选择必须满足条件 Ｈ φｎ〉＝
Ｅｎ φｎ〉．

１　三对角化矩阵方案

２００５年，Ａｌｈａｉｄａｒｉ［１０］提出并完善了研究波动方
程的三对角化矩阵方案．这一方案的核心是弱化了
平方可积函数空间中哈密顿量Ｈ的矩阵表示必须是
对角化的限制，只要求波算子在该函数空间中的矩

阵表示是三对角化，并具有对称性．这样使得波算子
作用于函数空间的基函数具有（Ｈ－Ｅ） φｎ〉≈
φｎ〉＋ φｎ－１〉＋ φｎ＋１〉的形式，从而再作左投影
〈φｎ ，得到

〈φｎ Ｈ－Ｅφｍ〉＝（ａｎ－ｚ）δｎ，ｍ ＋

ｂｎδｎ，ｍ－１＋ｂｎ－１δｎ，ｍ＋１． （１）
由方程（１）容易得到，波函数展开系数满足的三项
递推关系式如下：

ｚｆｎ ＝ａｎｆｎ＋ｂｎ－１ｆｎ－１＋ｂｎｆｎ＋１， （２）

式中，ｚ和系数 ｛ａｎ，ｂｎ｝∞ｎ＝０为实数，并且通常是能量、
角动量和势场参数的函数．于是求解波动方程的解
析解就转化为寻求波函数ψ的展开系数所满足的一
个三项的递推关系式．如果得到如式（２）所示的递
推关系式，就获得了波动方程解的相关信息．在大多
数情况下，这个递推关系式容易由相应的正交多项

式的相关性质得到．另外，方程（１）也表明波动方程
的分立能谱可以由展开系数的对角化条件得到．这
要求对于所有的整数ｎ（ｎ＝０，１，…），存在

ｂｎ ＝０，　ａｎ－ｚ＝０． （３）
　　对于一维问题，或者说在以空间坐标 ｘ表示的
Ｌ２基的组态空间中，波函数ψＥ（ｘ）能够展开为

∑
∞

ｎ＝０
ｆｎ（Ｅ）φｎ（ｘ），而基函数φｎ（ｘ）通常可表示为

φｎ（ｘ）＝ＡｎｗｎＰｎ（ｘ）， （４）
式中，Ａｎ为归一化常数，Ｐｎ（ｘ）为空间坐标 ｘ的 ｎ阶
多项式，ｗｎ为满足条件ｗｎ（ｘ±）＝０的权函数，其中
ｘ－（ｘ＋）分别为空间的左（右）边界．在求解一维势场
的波动方程时，有两类空间是经常用到的，其中第一

类空间的ｘ±是有限的，并且

ｗｎ（ｘ）＝（ｘ－ｘ－）α（ｘ－ｘ＋）β，

Ｐｎ（ｘ）＝２Ｆ１（－ｎ，ｂ，ｃ；ｘ）； （５）
而另一类空间是半边有限的，即 ｘ－是有限的，而 ｘ＋
是无限的，并且

ｗｎ（ｘ）＝（ｘ－ｘ－）αｅ
－β（ｘ－ｘ－），

Ｐｎ（ｘ）＝１Ｆ１（－ｎ，ｃ；ｘ）， （６）
式中，２Ｆ１（－ｎ，ｂ，ｃ；ｘ）为超几何函数，１Ｆ１（－ｎ，ｃ；ｘ）
为合流超几何函数．参数α，β，ｂ和 ｃ均为实数，并且
α和 β为正数．这些参数一般都与所研究的问题相
关，而对于束缚态，这些参数也与指标ｎ相关．

众所周知，量子力学中可精确求解的问题或者

说可精确求解的势场是非常有限的．Ａｌｈａｉｄａｒｉ最初
提出和建立三对角化矩阵方案的动机和目的就是为

了得到那些用传统方法无法求解的问题的解析解，

例如非有心电偶极矩势 Ｖ（ｒ，θ）＝ｃｏｓθ
ｒ２

［１１］

以及

Ｙｕｋａｗａ势［１２］等．当然，对于用其他方法可精确求解
的问题，三对角化矩阵方案也显示出其独有的优

势［１３］．本工作是在 Ｌ２基的组态空间中求解一维修
正 ＰｓｃｈｌＴｅｌｌｅｒ势满足的 Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程．修正
ＰｓｃｈｌＴｅｌｌｅｒ势可以用于描述双原子分子模型中的
吸引势，其一维形式为［１４］

１２６



　 　　 （自 然 科 学 版）　 第１７卷　

Ｖ（ｙ）＝－
２

２Ｍ
λ２γ（γ－１）
ｃｏｓｈ２λｙ

， （７）

式中，参数γ取整数时，平面波经此势不发生反射，
因而，修正 ＰｓｃｈｌＴｅｌｌｅｒ势也称为无反射势．由于无
反射势在ＫＤＶ孤子理论等问题的研究中也有重要
作用，因而，近年来一直受到人们的重视［１５］．

２　修正ＰｓｃｈｌＴｅｌｌｅｒ势的精确解
质量为Ｍ的粒子在一维势场 Ｖ（ｙ）中运动时满

足的与时间无关（＝Ｍ＝１）的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程为

－１２
ｄ２

ｄｙ２
＋Ｖ（ｙ）[ ]－Ｅψ（ｙ）＝０． （８）

若令体系的哈密顿量 Ｈ＝－１２
ｄ２

ｄｙ２
＋Ｖ（ｙ），则方程

（８）可写为
（Ｈ－Ｅ） ψ〉＝０． （９）

作变量替换 ｘ＝ｔａｎｈλｙ，则对应于 ｙ∈［－∞，∞］，
ｘ∈［－１，＋１］，因而，一维修正 ＰｓｃｈｌＴｅｌｌｅｒ势满足
的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程符合式（５）给出的具有边界 ｘ＝
±１的情况．由于超几何函数 ２Ｆ１（－ｎ，ｂ，ｃ；ｘ）可以
由Ｊａｃｏｂｉ多项式Ｐ（μ，ν）ｎ （ｘ）表示，于是在Ｌ２空间中满
足边界条件的基函数可以选为

φｎ（ｘ）＝Ａｎ（１＋ｘ）α（１－ｘ）βＰ
（μ，ν）
ｎ （ｘ），（１０）

式中，α，β＞０，μ，ν＞－１，并且归一化常数为

Ａｎ＝
λ（２ｎ＋μ＋ν＋１）Γ（ｎ＋１）Γ（ｎ＋μ＋ν＋１）

２μ＋ν＋１Γ（ｎ＋μ＋１）Γ（ｎ＋ν＋１槡 ）
．

（１１）
利用下面所给的Ｊａｃｏｂｉ多项式满足的微分方程和微
分公式［１０］

{
：

（１－ｘ２）ｄ
２

ｄｘ２
－［（μ＋ν＋２）ｘ＋μ－ν］ｄｄｘ＋

　　ｎ（ｎ＋μ＋ν＋１ }） Ｐ（μ，ν）ｎ ＝０， （１２）

（１－ｘ２）ｄｄｘＰ
（μ，ν）
ｎ ＝－ｎｘ＋ ν－μ

２ｎ＋μ＋( )νＰ（μ，ν）ｎ ＋

　　２（ｎ＋μ）（ｎ＋ν）２ｎ＋μ＋ν
Ｐ（μ，ν）ｎ－１ ＝０， （１３）

可以得到

－１２
ｄ２

ｄｙ２
φｎ（ｙ）＝

λ２
２（１－ｘ

２ { [） ｎｘ＋ ν－μ
２ｎ＋μ＋( )ν·

　 μ－２β
１－ｘ－

ν－２α
１( )＋ｘ

＋ｎ（ｎ＋μ＋ν＋１）＋（２αβ＋

　α＋β）－α２ １－ｘ
１( )＋ｘ

－β２ １＋ｘ
１( ) ]－ｘ

φｎ－

２（ｎ＋μ）（ｎ＋ν）２ｎ＋μ＋ν
μ－２β
１－ｘ－

ν－２α
１( )＋ｘ

·

Ａｎ
Ａｎ－１
φｎ－ }１ ． （１４）

在式（１４）的推导中利用了如下关系式：
ｄ
ｄｙ＝λ（１－ｘ

２）·
ｄ
ｄｘ．

修正 ＰｓｃｈｌＴｅｌｌｅｒ势属于精确可解势的范畴，因此，
势场参数的取值应该满足三对角化矩阵表示的要

求．虽然参数 α和 β可以有不同的选择，但由式

（１４）可以看出，如果 α＝ν２，β＝
μ
２，则式（１４）中的

φｎ－１项被消去，同时φｎ项中与坐标 ｘ相关的部分也
被消去．于是，可以得到波动方程（９）的最简表
示式：

２
λ２
｜Ｈ－Ｅ｜φｎ〉＝（１－ｘ

２ [） ｎ（ｎ＋μ＋ν＋１）＋

　　 １２（μν＋μ＋ν）－
ν２
４
１－ｘ
１( )＋ｘ

－μ
２

４
１＋ｘ
１( )－ｘ

＋

　　 ２
λ２（１－ｘ２）

（Ｖ－Ｅ ]） φｎ． （１５）

若式（１５）中的势场 Ｖ为式（７）所定义的一维修正
ＰｓｃｈｌＴｅｌｌｅｒ势，则对式（１５）作左投影〈φｍ ．注意

到，∫
∞

－∞
ｄｙ＝１

λ∫
１

－１

１
（１－ｘ２）

ｄｘ，并利用如下熟知的

Ｊａｃｏｂｉ多项式的正交关系［１６］：

∫
１

－１
（１＋ｘ）μ（１－ｘ）νＰ（μ，ν）ｎ Ｐ（μ，ν）ｍ ｄｘ＝　　　　

２μ＋ν＋１Γ（ｎ＋μ＋１）Γ（ｎ＋ν＋１）
（２ｎ＋μ＋ν＋１）Γ（ｎ＋１）Γ（ｎ＋μ＋ν＋１）δｎ，ｍ

．

（１６）
最后，可以得到

２
λ２
〈φｍ｜Ｈ－Ｅ｜φｎ〉＝

μ＋ν＋１( )２
２
－１４－γ（γ－１[ ]）δｎ，ｍ， （１７）

式中，参数ν和μ必须满足关系ν＝μ，并且

Ｅ＝－ λν( )２
２
＋ λμ( )２[ ]２ ． （１８）

由式（１８）可以看出，参数ν和μ与能量相关．由于能
量是负的，因而一维修正 ＰｓｃｈｌＴｅｌｌｅｒ势满足的与
时间无关的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程必存在 Ｅ＜０的束缚态
解．另外，波函数系数的展开式（１７）中并没有出现
式（２）中的 ｂｎδｎ，ｍ－１和 ｂｎ－１δｎ，ｍ＋１项，这是因为，对参
数α和β的合适选取能够实现三对角化矩阵的对角

２２６
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化．由式（３）和（１８），容易求出与束缚态相对应的分
立能谱为

Ｅｎ ＝－
λ２
２（ｎ＋１－γ）

２． （１９）

这一结论与其他方法得到的结果相一致［２］．由于ｎ＝
０，１，…，因而从方程（１９）可以看出，当参数 γ＝ｎ＋
１，即 γ取整数时，一维修正 ＰｓｃｈｌＴｅｌｌｅｒ势无束缚
态存在．最后，得到的束缚态波函数为

ψｎ（ｙ）＝λ
（２ｎ＋μ＋ν＋１）Γ（ｎ＋１）Γ（ｎ＋μ＋ν＋１）
２μ＋ν＋１Γ（ｎ＋μ＋１）Γ（ｎ＋ν＋１槡 ）

·

　（１＋ｔａｎｈλｙ）
ν
２（１－ｔａｎｈλｙ）

μ
２Ｐ（μ，ν）ｎ （ｔａｎｈλｙ）．　（２０）

３　结 束 语

本工作是在 Ｌ２基的组态空间中求解了一维修
正ＰｓｃｈｌＴｅｌｌｅｒ势满足的 Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程，由于 Ｌ２

函数空间能够负载波算子的三对角化矩阵表示，因

而求解Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程转化成为寻求波函数展开系
数满足的三项递推关系式．在大多数情况下，这个
递推关系式容易由熟知的正交多项式的相关性质得

到，而束缚态的能谱方程可以由这个递推关系式的

对角化条件得到．以上的研究过程表明，合适地选择
势场相关参数，能够容易实现波函数展开系数递推

关系式的对角化．另外一维修正 ＰｓｃｈｌＴｅｌｌｅｒ势的
Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程具有Ｅ＜０的束缚态解，相应的束缚
态波函数可以由 Ｊａｃｏｂｉ多项式表示；当势场参数 γ
取整数时，一维修正ＰｓｃｈｌＴｅｌｌｅｒ势无束缚态存在．
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