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摘要：讨论非局部边界条件下一类具有非退化拟线性抛物型偏微分方程解的性质，通过运用上、下解和单调迭代的
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　　本工作研究如下具有非局部边界条件的拟线性
偏微分方程问题：
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式中，Ω为 Ｒｎ中有界的区域，具有边界Ω∈

Ｃ２＋α（０＜α＜１），ν
表示Ω的外法方向向量，其中函

数ｋ（ｘ，ｙ），Ｄ（ｕ）满足ｋ（ｘ，ｙ）∈Ｃ１＋α（Ω
—

）×Ｃ（Ω
—

）且

ｋ（ｘ，ｙ）≥０，Ｄ（ｕ）在 Ｒ上二阶连续可导且 Ｄ（ｕ）＝
Ｄ（－ｕ），Ｄ（ｕ）＞γ＞０．系数 ａ＝ａ（ｔ，ｘ），ｂ（ｔ，ｘ）＝
（ｂ１（ｔ，ｘ），ｂ２（ｔ，ｘ），…，ｂｎ（ｔ，ｘ）），ｆ（ｔ，ｘ，ｕ）是给定的
满足本文第１节中条件（Ｈ１）的函数．



　第５期 周长亮，等：一类拟线性抛物型方程的非局部边值问题 　　

拟线性抛物型偏微分方程问题起源于具有内部

热源的热传导等研究，其中温度 ｕ（ｔ，ｘ）满足如下
方程：

ρ（ｔ，ｘ，ｕ）ｕｔ
－

Δ

·（ｋ（ｔ，ｘ，ｕ）

Δ

ｕ）＝ｆ（ｔ，ｘ，ｕ），

式中，ρ（ｔ，ｘ，ｕ）为热容，ｋ（ｔ，ｘ，ｕ）为导热系数，ｆ（ｔ，
ｘ，ｕ）为内部热源．在经典的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ和 Ｎｅｕｍａｎｎ边
界条件下，此类方程解的全局存在性和渐进性质都

有了一定的研究成果．Ｐａｏ等［１２］在经典型的非线性

Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件 Ｄ（ｕ）ｕ
ν
＝ｇ（ｔ，ｘ，ｕ）下得到了方

程（１）古典解的存在性、唯一性和渐近性．另一方
面，Ｄａｙ［３］在研究热弹性力学时发现，在拟静态条件
下其熵满足一个非局部边值问题，并得出了线性抛

物型方程在非局部边值条件下解的存在等性质．
Ｄｅｎｇ［４］和 Ｐａｏ［５］对该类问题进行了更深入的研究，
得到了半线性抛物型偏微分方程在非局部边界条件

下解的存在等性质．近年来，对拟线性抛物型方程
在不同于方程（２）的非局部边值条件下的研究也有
了一些成果．文献［６］研究了一类拟线性方程在非

局部边界ｕ＝∫Ωｋ（ｘ，ｙ）ｕ（ｔ，ｙ）ｄｙ下的问题应用解表
示，并估计得到正解的爆破性质，而文献［７］对上述
问题作了推广．本工作研究了问题（１）以及相应的
椭圆问题（平衡问题），即
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（２）

　　本工作主要运用上、下解和相应的单调迭代方
法研究问题（１）解的存在唯一性和问题（２）最大、最
小解的存在性，以及发展方程解收敛到平衡问题最

大、最小解的渐近行为，并将文献［１］等的结果推广
到拟线性抛物型方程的非局部边值问题．最后，考察
了发展方程解收敛到平衡问题最大、最小解的渐近

性态．

１　抛物型方程解的存在性和唯一性
任意给定正实数 Ｔ，记 ＤＴ＝Ω×（０，Ｔ］，ＳＴ＝

Ω×［０，Ｔ］．Ｃα（Ｑ）为 Ｑ中指数为 α∈（０，１）的
Ｈｌｄｅｒ连续函数空间（Ｑ为 Ｒｎ或 Ｒｎ＋１中任意的区
域）．Ｃｍ（Ω）为 Ω内 ｍ阶连续可导函数的集合，
Ｃ１，２（ＤＴ）为（ｔ，ｘ）∈ＤＴ内关于 ｔ一阶连续可微和关
于ｘ二阶连续可微函数的集合．

条件（Ｈ１）　函数ａ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１＋α（Ｄ
－
Ｔ），ａ（ｔ，ｘ）≥

ａ０＞０，ｂ（ｔ，ｘ）∈（Ｃα（Ｄ
－
Ｔ））

ｎ，ｆ（·，ｕ）∈Ｃ１（Ｒ），
ｆ
ｕ
（ｔ，ｘ，·）∈Ｃ（Ｄ

－
Ｔ），ｓｕｐＰ，Ｑ∈ＤＴ

｜ｆ（Ｐ，ｕ）－ｆ（Ｑ，ｕ）｜
ｄα（Ｐ，Ｑ）

≤

η（ｕ）（η（ｕ）为 Ｒ上的非负连续函数，ｄ（Ｐ，Ｑ）为抛

物距离），ｕ０（ｘ）∈Ｃ
２＋α（Ω

－
）．

本节中假设条件（Ｈ１）成立．为了有效地研究问
题（１），引入变换

ｗ＝Ｄ（ｕ）＝∫
ｕ

０
Ｄ（ｓ）ｄｓ．

　　由于 Ｄ′（ｕ）＝Ｄ（ｕ）＞０，故存在反函数 ｕ＝
ｑ（ｗ），因此，在该变换下，问题（１）转化为
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接下来，给出问题（１）和（３）的上、下解的定义．

定义１　函数 ｕ～∈Ｃ１，２（ＤＴ）∩Ｃ
０，１（Ｄ－Ｔ）称为问

题（１）的上解，指 ｕ～满足
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ｕ～＋Ｄ（ｕ～）ｕ
～
ν≥∫Ωｋ（ｘ，ｙ）ｕ～（ｔ，ｙ）ｄｙ，（ｔ，ｘ）∈ＳＴ，

ｕ～（０，ｘ）≥ｕ０（ｘ），ｘ∈Ω
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假如 ｕ^∈Ｃ１，２（ＤＴ）∩Ｃ
０，１（Ｄ－Ｔ）满足把上式“≥”换成

“≤”所得到的不等式时，则称 ｕ^为问题 （１）的下

解；若有 ｕ～≥ｕ^，则称问题 （１）的上、下解是有序的．
出于研究问题（１）上、下解的有序性及解的存

在唯一性的需要，首先研究如下线性不等式问题：

ｚｔ－

Δ

（ａ

Δ

ｚ）＋ｂ

Δ

ｚ＋ｃ（１）ｚ≥０，（ｔ，ｘ）∈ＤＴ，

β（ｔ，ｘ）ｚ＋ｚν≥∫Ωｋ（ｘ，ｙ）σ（ｔ，ｙ）ｚ（ｔ，ｙ）ｄｙ，
　　（ｔ，ｘ）∈ＳＴ，

ｚ（０，ｘ）≥０，ｘ∈Ω


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式中，ｃ（１）∈Ｃ（Ｄ
－
Ｔ），β（ｔ，ｘ）∈Ｃ（Ｄ

－
Ｔ），σ（ｔ，ｘ）∈

Ｃ（Ｄ－Ｔ），并且β（ｔ，ｘ）＞０，σ（ｔ，ｘ）＞０．

７０６
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引理 １　若 ｚ∈Ｃ１，２（ＤＴ）∩Ｃ
０，１（Ｄ－Ｔ）满足式

（４），那么在 Ｄ－Ｔ上，有ｚ≥０．
证明　当ｋ（ｘ，ｙ）不恒等于０时（ｋ（ｘ，ｙ）＝０为

平凡的），令

ｋ～（ｔ，ｘ，ｙ）＝σ（ｔ，ｙ）ｋ（ｘ，ｙ）
β（ｔ，ｘ）

，

由文献［７］可知，能够找到正函数 （ｘ）∈Ｃ２（Ω
－
），

使得（ｘ）满足

（ｘ）＝１，（ｘ）ν ≥０，ｘ∈ＳＴ，ｍｉｎ
Ω
（ｘ）≥ε＞０，

∫Ωｋ～（ｔ，ｘ，ｙ）（ｙ）ｄｙ＜１，ｔ∈［０，Ｔ］，ｘ∈ＳＴ．
　　引入变换 ｚ＝ｅλｔｚ～，式（４）可以转化为
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１
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　　　　　　　　　 　（５）
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现在取定足够大的 λ，使得 ｂ

Δ


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）
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＋

ｃ（１）＋λ＞０．
假设结论不成立，那么存在使得 ｚ＜０的点，即

存在使 ｚ～＜０的点．因此，必存在点 （ｔ０，ｘ０）∈Ｄ
－
Ｔ，使

得 ｚ～满足 ｚ～（ｔ０，ｘ０）＝ｍｉｎ
ＤＴ
ｚ～＜０．

当（ｔ０，ｘ０）∈ＤＴ时，可以得到 ｚ～ｔ（ｔ０，ｘ０）≤０，

Δ

ｚ～（ｔ０，ｘ０）＝０，Δｚ～（ｔ０，ｘ０）≥０，代入式（５），有
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＋ｃ（１）＋( )λ ｚ]～
（ｔ０，ｘ０）

≥０，矛盾．

　　当（ｔ０，ｘ０）∈ＳＴ时，可以得到 ｚ～（ｔ０，ｘ０）＜０，

ｚ～（ｔ０，ｘ０）
ν ≤０，代入式（５），得

０＞ｚ～（ｔ０，ｘ０） [≥ １＋１
β
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( )ν ｚ～＋

１
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∫Ωｋ～（ｔ０，ｘ０，ｙ）（ｙ）ｚ～（ｔ０，ｙ）ｄｙ＞ ｚ～（ｔ０，ｘ０），

矛盾．

　　故得到在Ｄ－Ｔ上有 ｚ～≥０，即在 Ｄ－Ｔ上也有 ｚ≥０．

得证．

引理２　设 ｕ～，ｕ^分别为问题 （１）的上、下解，

则 ｕ～（ｔ，ｘ）≥ｕ^（ｔ，ｘ），（ｔ，ｘ）∈Ｄ
－
Ｔ，而且（ｕ～，ｗ～）≥

（ｕ^，ｗ^），其中 ｗ～＝Ｄ（ｕ～），ｗ^＝Ｄ（ｕ^）．

证明　令ｚ＝ｗ～－ｗ^，则从上、下解的定义可得
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其中
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ｄｔ·

　∫
１

０

ｆ
ｕ
（ｔ，ｘ，ｕ^＋ｓ（ｕ～－ｕ^））ｄｓ．

　　因 Ｂ（ｕ～，ｗ～，ｕ^，ｗ^）是有界的，依据引理１可得

ｚ≥０，故 ｗ～≥ｗ^成立，从而可得 ｕ～≥ｕ^．得证．

推论１　假设 ｕ（ｔ，ｘ），ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１，２（ＤＴ）∩

Ｃ０，１（Ｄ－Ｔ）是初值分别为ｕ（０，ｘ），ｖ（０，ｘ）的问题（１）

的解，若满足 ｕ（０，ｘ）≥ｖ（０，ｘ），那么在 Ｄ
－
Ｔ有

ｕ（ｔ，ｘ）≥ｖ（ｔ，ｘ）成立．

证明　ｕ（ｔ，ｘ）可以看作初值条件为 ｖ（０，ｘ）的

问题（１）的上解，依据引理２可得ｕ（ｔ，ｘ）≥ｖ（ｔ，ｘ）．

得证．

引理２说明问题（１）的上、下解是有序的．现以

上、下解为初始值构造迭代序列来讨论解的存在性．

由于Ｄ′（ｕ）＝Ｄ（ｕ）＞γ＞０，则存在常数γ（１）＞０，使

得γ（１）Ｄ′（ｕ）－１≥０．

记ｇ（ｔ，ｘ，ｕ）＝γ（１）Ｄ（ｕ）－ｕ＋∫Ωｋ（ｘ，ｙ）ｕ（ｔ，ｙ）ｄｙ．
用ｕ（０）＝ｕ^或ｕ（０）＝ｕ～为初始值，构造如下迭代序列

８０６
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｛ｕ（ｍ），ｗ（ｍ）｝（ｍ＝１，２，…）：

Ｌｗ（ｍ） ＝ｗ
（ｍ）

ｔ
－

Δ

·（ａ

Δ

ｗ（ｍ））＋

　ｂ·（

Δ

ｗ（ｍ））＝ｆ（ｔ，ｘ，ｕ（ｍ－１）），（ｔ，ｘ）∈ＤＴ，

γ（１）ｗ（ｍ）＋ｗ
（ｍ）

ν
＝ｇ（ｔ，ｘ，ｕ（ｍ－１）），　　　　　（６）

　（ｔ，ｘ）∈ＳＴ，

ｗ（ｍ）（０，ｘ）＝Ｄ（ｕ０）（ｘ），ｘ∈Ω．

ｕ（ｍ） ＝ｑ（ｗ（ｍ））



















．

把ｕ（ｍ－１）看成是已知的情况下，式（６）是关于ｗ（ｍ）的

方程，由文献［８］中的定理５．３可以得到在 ＤＴ上方

程解ｗ（ｍ）的存在性．
当初始迭代ｕ（０）＝ｕ^时，用序列｛ｕ－

（ｍ），ｗ－
（ｍ）｝表

示迭代序列｛ｕ（ｍ），ｗ（ｍ）｝，其中ｗ－
（０）＝Ｄ（ｕ^）；当初始

迭代ｕ（０）＝ｕ～时，用序列｛ｕ－（ｍ），ｗ－（ｍ）｝表示迭代序

列｛ｕ（ｍ），ｗ（ｍ）｝，其中 ｗ－（０）＝Ｄ（ｕ～）．

引理 ３　式（６）的迭代序列 ｛ｕ－（ｍ），ｗ－（ｍ）｝，
｛ｕ－

（ｍ），ｗ－
（ｍ）｝具有如下单调性质：

（ｕ^，ｗ^）≤（ｕ－
（ｍ），ｗ－

（ｍ））≤（ｕ－
（ｍ＋１），ｗ－

（ｍ＋１））≤　　

　　（ｕ－（ｍ＋１），ｗ－（ｍ＋１））≤（ｕ－（ｍ），ｗ－（ｍ））≤（ｕ～，ｗ～），
　　ｍ＝１，２，…．
　　证明　令ｚ（１）＝ｗ－

（１）－ｗ－
（０），其中（ｕ（０），ｗ（０））＝

（ｕ^，ｗ^）．通过式（６）可得 ｚ（１）满足

ｚ（１）

ｔ
－

Δ

·（ａ

Δ

ｚ（１））＋ｂ·（

Δ

ｚ（１））＋

　Ｂ０（ｕ－
（１），ｗ－

（１），ｕ^，ｗ^）ｚ（１）≥０，　（ｔ，ｘ）∈ＤＴ，

γ（１）ｚ（１）＋ｚ
（１）

ν≥
０，　（ｔ，ｘ）∈ＳＴ，

ｚ（１）（０，ｘ）≥０，　ｘ∈Ω















，

其中Ｂ０（ｕ－
（１），ｗ－

（１），ｕ^，ｗ^）＝∫
１

０

－１
Ｄ（ｑ（ｗ^＋ｔ（ｗ－

（１）－ｗ^）））
ｄｔ·

∫
１

０

ｆ
ｕ
（ｔ，ｘ，ｕ^＋ｓ（ｕ－

（１）－ｕ^））ｄｓ是有界的．依据引理１

可得ｚ（１）≥０，即ｗ－
（１）≥ｗ^．

假设当 ｎ＝ｍ时，（ｕ－
（ｍ），ｗ－

（ｍ））≥（ｕ－
（ｍ－１），

ｗ－
（ｍ－１））成立．则当 ｎ＝ｍ ＋１时，令 ｚ（ｍ＋１） ＝

ｗ－
（ｍ＋１）－ｗ－

（ｍ），可得ｚ（ｍ＋１）满足

ｚ（ｍ＋１）

ｔ
－

Δ

·（ａ

Δ

ｚ（ｍ＋１））＋ｂ·（

Δ

ｚ（ｍ＋１））＋

　Ｂ（ｗ－
（ｍ），ｗ－

（ｍ＋１），ｕ－
（ｍ），ｕ－

（ｍ＋１））ｚ（ｍ＋１）≥０，（ｔ，ｘ）∈ＤＴ，

γ（１）ｚ（ｍ＋１）＋ｚ
（ｍ＋１）

ν ≥０，　（ｔ，ｘ）∈ＳＴ，

ｚ（ｍ＋１）（０，ｘ）≥０，　ｘ∈Ω















，

其中 Ｂ ＝∫
１

０

－１
Ｄ（ｑ（ｗ－

（ｍ）＋ｔ（ｗ－
（ｍ＋１）－ｗ－

（ｍ））））
ｄｔ·

∫
１

０

ｆ
ｕ
（ｔ，ｘ，ｕ－

（ｍ）＋ｓ（ｕ－
（ｍ＋１）－ｕ－

（ｍ）））ｄｓ是有界的．依

据引理１，可得 ｚ（ｍ＋１）≥０，即ｗ－
（ｍ＋１）≥ｗ－

（ｍ）．因此，有

（ｕ－
（ｍ＋１），ｗ－

（ｍ＋１））≥（ｕ－
（ｍ），ｗ－

（ｍ）），ｍ＝１，２，…．

同理可证（ｕ－（ｍ＋１），ｗ－（ｍ＋１））≤（ｕ－（ｍ），ｗ－（ｍ）），

（ｕ－
（ｍ），ｗ－

（ｍ））≤（ｕ－（ｍ），ｗ－（ｍ）），得证．

由上述讨论可知，存在（ｕ－，ｗ－），（ｕ
－，ｗ－），使得

ｌｉｍ
ｍ＋∞

（ｕ－
（ｍ），ｗ－

（ｍ））＝（ｕ－，ｗ－），ｌｉｍｍ＋∞
（ｕ－（ｍ），ｗ－（ｍ））＝

（ｕ－，ｗ－）．并且满足如下关系：（ｕ^，ｗ^）≤（ｕ－
（ｍ），

ｗ－
（ｍ））≤（ｕ－

（ｍ＋１），ｗ－
（ｍ＋１））≤（ｕ－，ｗ－）≤（ｕ

－，ｗ－）≤

（ｕ－（ｍ＋１），ｗ－（ｍ＋１））≤（ｕ－（ｍ），ｗ－（ｍ））≤（ｕ～，ｗ～），
ｍ＝１，２，…．

定理１　设 ｕ～，ｕ^分别是问题（１）的上、下解，则

问题（６）所定义的序列 ｛（ｕ－（ｍ），ｗ－（ｍ））｝，｛（ｕ－
（ｍ），

ｗ－
（ｍ））｝单调收敛到问题（３）的唯一古典解（ｕ，

ｗ），而且 ｕ为问题（１）的唯一古典解．
证明　以（ｕ（ｍ），ｗ（ｍ））代替（ｕ－

（ｍ），ｗ－
（ｍ））或者

（ｕ－（ｍ），ｗ－（ｍ））．
设微分算子Ｌ的基本解为 Γ（ｔ，ｘ；ζ，），由文献

［９］可知，问题（６）中的ｗ（ｍ＋１）可以表示为

ｗ（ｍ＋１）＝Ｊ（０）（ｔ，ｘ）＋∫
ｔ

０
ｄζ∫ΩΓ（ｔ，ｘ；ζ，）ｆ（ζ，，ｕ（ｍ）（ζ，））ｄ＋

∫
ｔ

０
ｄζ∫ΩΓ（ｔ，ｘ；ζ，）ψ（ｍ）（ζ，）ｄ，

式中，

Ｊ（０）（ｔ，ｘ）＝∫ΩΓ（ｔ，ｘ；０，）ｗ（０，）ｄ，　（ｔ，ｘ）∈ＤＴ，
ψ（ｍ）（ｔ，ｘ）＝２∫

ｔ

０
ｄζ∫ΩＱ（ｔ，ｘ；ζ，）ψ（ｍ）（ζ，）ｄ－

　　　　　　２Ｈ（ｍ）（ｔ，ｘ），　（ｔ，ｘ）∈ＳＴ，
其中

Ｑ（ｔ，ｘ；ζ，）＝Γνｘ
（ｔ，ｘ；ζ，）＋γ（１）Γ（ｔ，ｘ；ζ，），

９０６
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Ｈ（ｍ）（ｔ，ｘ）＝∫ΩＱ（ｔ，ｘ；０，）ｗ（０，）ｄ＋ｇ（ｔ，ｘ；ｕ（ｍ）（ｔ，ｘ））＋
　　　　∫

ｔ

０
ｄζ∫ΩＱ（ｔ，ｘ；ζ，）ｆ（ζ，，ｕ（ｍ）（ζ，））ｄ．

　　对任意的（ｔ，ｘ）∈ＳＴ，ｋ（ｘ，ｙ）ｕ
（ｍ）（ｔ，ｙ）是有界

的，因此，由控制收敛定理，可得

ｌｉｍ
ｍ∞
ｇ（ｔ，ｘ，ｕ（ｍ））＝γ（１）Ｄ（ｕ）－ｕ＋

∫Ωｋ（ｘ，ｙ）ｕ（ｔ，ｙ）ｄｙ＝ｇ（ｔ，ｘ，ｕ）．
　　由于对任意的（ｔ，ｘ）∈ＳＴ，ｆ（ｔ，ｘ，·）是连续的，
故ｌｉｍ
ｍ∞
Ｑ（ｔ，ｘ；ζ，）ｆ（ζ，，ｕ（ｍ）（ζ，））＝Ｑ（ｔ，ｘ；ζ，

）·ｆ（ζ，，ｕ（ζ，））对（ζ，）∈ＤＴ几乎处处成立．
又因｜Ｑ（ｔ，ｘ；ζ，）ｆ（ζ，，ｕ（ｍ） （ζ，）） ｜≤

τ
｜ｔ－ζ｜ω｜ｘ－｜ｎ＋１－２ω－ (ｒ １－ｒ２＜ω＜１，ｒ＞０，τ为一

)正常数 ，由控制收敛定理，对任意的（ｔ，ｘ）∈ＳＴ，

可得

ｌｉｍ
ｍ∞
Ｈ（ｍ）（ｔ，ｘ）＝∫ΩＱ（ｔ，ｘ；０，）ｗ（０，）ｄ＋　　

ｇ（ｔ，ｘ；ｕ（ｔ，ｘ））＋∫
ｔ

０
ｄζ∫ΩＱ（ｔ，ｘ；ζ，）ｆ（ζ，，ｕ（ζ，））ｄ．

　　记Ｈ（ｔ，ｘ）＝∫ΩＱ（ｔ，ｘ；０，）ｗ（０，）ｄ＋ｇ（ｔ，ｘ；
ｕ（ｔ，ｘ））＋∫

ｔ

０
ｄζ∫ΩＱ（ｔ，ｘ；ζ，）ｆ（ζ，，ｕ（ζ，））ｄ．

设ψ（ｔ，ｘ）满足积分方程ψ（ｔ，ｘ）＝２∫
ｔ

０
ｄζ∫ΩＱ（ｔ，

ｘ；ζ，）ψ（ζ，）ｄ－２Ｈ（ｔ，ｘ），由文献［９］中的引理
２．２，可得ｌｉｍ

ｍ∞
ψ（ｍ）（ｔ，ｘ）＝ψ（ｔ，ｘ），（ｔ，ｘ）∈ＳＴ．

由文献［９］中ψ（ｔ，ｘ）的表达式可知，ψ（ｔ，ｘ）在
ＳＴ上有界，因此，可得｛ψ

（ｍ）（ｔ，ｘ）｝在 ＳＴ上一致
有界．

由于

Γ（ｔ，ｘ；ζ，）ｆ（ζ，，ｕ（ｍ）（ζ，））≤
τ１

｜ｔ－ζ｜ω｜ｘ－｜ｎ－２＋ω
，

Γ（ｔ，ｘ；ζ，）ψ（ｍ）（ζ，）≤
τ２

｜ｔ－ζ｜ω｜ｘ－｜ｎ－２＋ω
，

式中，０＜ω＜１，τ１，τ２均为正常数，因此，由控制收敛
定理可知，ｗ（ｔ，ｘ）满足

ｗ（ｔ，ｘ）＝Ｊ（０）（ｔ，ｘ）＋∫
ｔ

０
ｄζ∫ΩΓ（ｔ，ｘ；ζ，）ｆ（ζ，，ｕ（ζ，））ｄ＋

∫
ｔ

０
ｄζ∫ΩΓ（ｔ，ｘ；ζ，）ψ（ζ，）ｄ．

　　由于ｆ（ζ，，ｕ（ζ，））在Ｄ
－
Ｔ上有界，ψ（ζ，）在 ＳＴ

上有界，依据文献［９］中的引理１．１可得，ｗ（ｔ，ｘ）在

Ｄ－Ｔ上连续，因此，ｕ（ｔ，ｘ）＝ｑ（ｗ（ｔ，ｘ））在Ｄ
－
Ｔ上连续，

于是Ｈ（ｔ，ｘ）在ＳＴ上连续．
由文献［９］中的引理２．２可知，ψ（ｔ，ｘ）在 ＳＴ上

也是连续的．又由文献［９］中的引理１．２可得，ｗ（ｔ，

ｘ）在Ｄ－Ｔ上Ｈｌｄｅｒ连续，因 ｕ＝ｑ（ｗ）二阶连续可导，

可得ｕ（ｔ，ｘ）在Ｄ－Ｔ上 Ｈｌｄｅｒ连续，即
｜ｆ（ｔ，ｘ，ｕ（ｔ，ｘ））－ｆ（ζ，，ｕ（ζ，））｜≤｜ｆ（ｔ，ｘ，ｕ（ｔ，ｘ））－
　ｆ（ζ，，ｕ（ｔ，ｘ））｜＋｜ｆ（ζ，，ｕ（ｔ，ｘ））－ｆ（ζ，，ｕ（ζ，））｜≤

　Ｍ（｜ｔ－ζ｜＋｜ｘ－｜２）
α
２ ＋Ｍ１｜ｕ（ｔ，ｘ）－ｕ（ζ，）｜≤

　（Ｍ＋Ｍ１Ｈ
ｕ
α）（｜ｔ－ζ｜＋｜ｘ－｜

２）
α
２．

式中，Ｈｕα为常数，故 ｆ（ｔ，ｘ，ｕ（ｔ，ｘ））是指数为 α的
Ｈｌｄｅｒ连续函数．又因ｇ（ｔ，ｘ，ｕ（ｔ，ｘ））连续，依据文
献［９］中的引理１．２可得，ｗ（ｔ，ｘ）是问题的古典解，
即ｕ（ｔ，ｘ）是问题（１）的古典解．

若ｕ１，ｕ２是问题（１）的解，由推论１可得，ｕ１≤
ｕ２，ｕ１≥ｕ２，故ｕ１＝ｕ２．得证．

２　椭圆方程问题
平衡问题（２）在变换 ｕ＝ｑ（ｗ）下可以转化为如

下问题：

－

Δ

·（ａ

Δ

ｗ）＋ｂ·（

Δ

ｗ）＝ｆ（ｘ，ｕ），　ｘ∈Ω，

ｕ＋ｗ
ν
＝∫Ωｋ（ｘ，ｙ）ｕ（ｙ）ｄｙ，　ｘ∈Ω，

ｕ＝ｑ（ｗ）
{

．

（７）

　　定义２　函数 ｕ～ｓ∈Ｃ
２（Ω）∩Ｃ１（Ω

－
）称为问题

（２）的上解，指 ｕ～ｓ满足

－

Δ

·（ａＤ（ｕ～ｓ）

Δ

ｕ～ｓ）＋ｂ·

　（Ｄ（ｕ～ｓ）

Δ

ｕ～ｓ）≥ｆ（ｘ，ｕ～ｓ），　ｘ∈Ω，

ｕ～ｓ＋Ｄ（ｕ～ｓ）
ｕ～ｓ
ν≥∫Ωｋ（ｘ，ｙ）ｕ～ｓ（ｙ）ｄｙ，　ｘ∈Ω









 ．

假如 ｕ^ｓ∈Ｃ
２（Ω）∩Ｃ１（Ω

－
）满足把上式“≥”换成

“≤”所得到的不等式时，则称 ｕ^ｓ为问题（２）的下解；

假如还满足 ｕ～ｓ≥ｕ^ｓ，则称 ｕ～ｓ，ｕ^ｓ为问题（２）有序的上、
下解．

条件（Ｈ２）　函数 ａ（ｘ）∈Ｃ１＋α（Ω
－
），ｂ（ｘ）∈

（Ｃα（Ω
－
））ｎ，ｆ（·，ｕ）∈Ｃ１（Ｒ），ｓｕｐ

ｘ，ｙ∈Ω

｜ｆ（ｘ，ｕ）－ｆ（ｙ，ｕ）｜
ｄα（ｘ，ｙ）

≤

φ（ｕ），其中φ（ｕ）为Ｒ上非负连续函数，ｄ（ｘ，ｙ）为欧
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氏距离．
本节的研究中，一般认为条件（Ｈ２）成立．假设

ｕ～ｓ，ｕ^ｓ分别为问题（２）有序的上、下解，记

Ｓ０ ＝｛ｕ∈Ｃ（Ω
－
）：ｕ^ｓ≤ｕ≤ ｕ～ｓ｝，

Ｓ０×Ｔ０ ＝｛（ｕ，ｗ）∈Ｃ（Ω
－
）×Ｃ（Ω

－
）：（ｕ^ｓ，ｗ^ｓ）≤

（ｕ，ｗ）≤（ｕ～ｓ，ｗ～ｓ）｝．　　
　　由于Ｄ′（ｕ）＝Ｄ（ｕ）＞γ＞０，则存在常数γ（２）＞
０，γ（３）＞０，使得

γ（２）Ｄ′（ｕ）＋ｆ（ｘ，ｕ）ｕ ≥０，γ（３）Ｄ′（ｕ）－１≥０．

记

Ｆ（ｘ，ｕ）＝γ（２）Ｄ（ｕ）＋ｆ（ｘ，ｕ），

Ｇ（ｘ，ｕ）＝γ（３）Ｄ（ｕ）－ｕ＋∫Ωｋ（ｘ，ｙ）ｕ（ｙ）ｄｙ．
　　现在以 ｕ（０）ｓ ＝ｕ～ｓ或 ｕ

（０）
ｓ ＝ｕ^ｓ为初始值作迭代，

构造如下序列｛ｕ（ｍ）ｓ ，ｗ
（ｍ）
ｓ ｝：

－

Δ

·（ａ

Δ

ｗ（ｍ）ｓ ）＋ｂ·（

Δ

ｗ（ｍ）ｓ ）＋

　γ（２）ｗ（ｍ）ｓ ＝Ｆ（ｘ，ｕ（ｍ－１）ｓ ），　ｘ∈Ω，

γ（３）ｗ（ｍ）ｓ ＋
ｗ（ｍ）ｓ
ν
＝Ｇ（ｘ，ｕ（ｍ－１）ｓ ），　ｘ∈Ω，

ｕ（ｍ）ｓ ＝ｑ（ｗ（ｍ）ｓ ）













．

（８）

把 ｕ（ｍ－１）ｓ 看成是已知的情况下，问题（８）是关于
ｗ（ｍ）ｓ 在非线性边界条件下的线性方程问题．由文献

［１０］中的定理６．３１可得在Ω
－
上方程解 ｗ（ｍ）ｓ 的存

在性．
当初始迭代ｕ（０）ｓ ＝ｕ^时，用序列｛ｕ－

（ｍ）
ｓ ，ｗ－

（ｍ）
ｓ ｝表

示迭代序列｛ｕ（ｍ）ｓ ，ｗ
（ｍ）
ｓ ｝，其中ｗ－

（０）
ｓ ＝Ｄ（ｕ^ｓ）；当初始

迭代ｕ（０）ｓ ＝ｕ～ｓ时，用序列｛ｕ－
（ｍ）
ｓ ，ｗ－

（ｍ）
ｓ ｝表示迭代序

列｛ｕ（ｍ）ｓ ，ｗ
（ｍ）
ｓ ｝，其中ｗ－

（０）
ｓ ＝Ｄ（ｕ～ｓ）．

定理２　设 ｕ～ｓ，ｕ^ｓ分别为问题（２）有序的上、下
解，则迭代序列｛ｕ（ｍ）ｓ ，ｗ

（ｍ）
ｓ ｝具有下列单调的性质，

即（ｕ^ｓ，ｗ^ｓ）≤（ｕ－
（ｍ）
ｓ ，ｗ－

（ｍ）
ｓ ）≤（ｕ－

（ｍ＋１）
ｓ ，ｗ－

（ｍ＋１）
ｓ ）≤

（ｕ－（ｍ＋１）ｓ ，ｗ－（ｍ＋１）ｓ ）≤（ｕ－（ｍ）ｓ ，ｗ－
（ｍ）
ｓ ）≤（ｕ～ｓ，ｗ～ｓ），并且

ｌｉｍ
ｍ∞
（ｕ－（ｍ）ｓ ，ｗ－

（ｍ）
ｓ ）＝（ｕ－ｓ，ｗ－ｓ），ｌｉｍｍ∞（ｕ－

（ｍ）
ｓ ，ｗ－

（ｍ）
ｓ ）＝

（ｕ－ｓ，ｗ－ｓ）成立，且ｕ－ｓ，ｕ
－
ｓ为问题（２）在 Ｓ０中的最小、

最大解．
证明　令 ｚ（１）＝ｗ－

（１）
ｓ －ｗ－

（０）
ｓ ＝ｗ－

（１）
ｓ －ｗ^ｓ，可得

ｚ（１）满足如下不等式：

－

Δ

·（ａ

Δ

ｚ（１））＋ｂ·（

Δ

ｚ（１））＋γ（２）ｚ（１）≥０，　ｘ∈Ω，

γ（３）ｚ（１）＋ｚ
（１）

ν≥
０，　ｘ∈Ω{ ．

因此，由文献［１１］中的引理３．１４可得 ｚ（１）≥０，即
ｗ－
（１）
ｓ ≥ｗ^ｓ．

假设 ｗ－
（ｍ）
ｓ ≥ｗ－

（ｍ－１）
ｓ 成立，令 ｚ（ｍ＋１）＝ｗ－

（ｍ＋１）
ｓ －

ｗ－
（ｍ）
ｓ ，则 ｚ

（ｍ＋１）满足如下不等式：

－

Δ

·（ａ

Δ

ｚ（ｍ＋１））＋ｂ·（

Δ

ｚ（ｍ＋１））＋γ（２）ｚ（ｍ＋１）≥０，　ｘ∈Ω，

γ（３）ｚ（ｍ＋１）＋ｚ
（ｍ＋１）

ν ≥０．　ｘ∈Ω{ ．

　　由文献［１１］中的引理３．１４可得 ｚ（ｍ＋１）≥０，即
ｗ－
（ｍ＋１）
ｓ ≥ｗ－

（ｍ）
ｓ ．

同理可证，ｗ－（ｍ）ｓ ≥ｗ－
（ｍ）
ｓ ，ｗ－

（ｍ）
ｓ ≥ ｗ－

（ｍ＋１）
ｓ ，由此

可得

（ｕ^ｓ，ｗ^ｓ）≤（ｕ－
（ｍ）
ｓ ，ｗ－

（ｍ）
ｓ ）≤（ｕ－

（ｍ＋１）
ｓ ，ｗ－

（ｍ＋１）
ｓ ）≤

　　（ｕ－（ｍ＋１）ｓ ，ｗ－（ｍ＋１）ｓ ）≤（ｕ－（ｍ）ｓ ，ｗ－
（ｍ）
ｓ ）≤（ｕ～ｓ，ｗ～ｓ）．

　　于是存在ｕ－ｓ，ｕ
－
ｓ，使得

ｌｉｍ
ｍ＋∞

ｕ－
（ｍ）
ｓ ＝ｕ－ｓ，ｌｉｍｍ＋∞ ｕ

－（ｍ）
ｓ ＝ｕ－ｓ．

　　每一个ｗ－
（ｍ）
ｓ 都是问题（８）的解，由文献［１０］中

的定理６．３１可得ｗ－
（ｍ）
ｓ ∈Ｃ

２＋α（Ω
－
）．由 Ｃ２＋α（Ω

－
）到

Ｃ２（Ω
－
）的嵌入定理可知，ｗ－

（ｍ）
ｓ ∈Ｃ

２（Ω
－
）．

由文献［９］中的引理１．３，有如下估计式：
ｗ－
（ｍ）
ｓ Ｗ１ｐ（Ω）≤ｋ１（ Ｆ（ｘ，ｕ－

（ｍ－１）
ｓ ） Ｌｑ（Ω）＋

　 Ｇ（ｘ，ｕ－
（ｍ－１）
ｓ ） Ｌｐ（Ω）＋ Ｇ（ｘ，ｕ－

（ｍ－１）
ｓ ） Ｌｑ（Ω）），

其中ｑ＝ ｐ
ｐ－１，ｋｉ为正常数，ｉ＝１，２，…，５．

由于 ｕ^ｓ≤ｕ－
（ｍ－１）
ｓ ≤ｕ～ｓ，Ｆ（ｘ，ｕ），Ｇ（ｘ，ｕ）的连续

性，因此，对每个 ｐ≥１，Ｆ（ｘ，ｕ－
（ｍ－１）
ｓ ），Ｇ（ｘ，ｕ－

（ｍ－１）
ｓ ）

在Ｌｐ（Ω）和Ｌｐ（Ω）中一致有界，也即存在常数 ｋ２，
使得

‖Ｆ（ｘ，ｕ－
（ｍ－１）
ｓ ）‖Ｌｐ（Ω）≤ｋ２，

‖Ｇ（ｘ，ｕ－
（ｍ－１）
ｓ ）‖Ｌｐ（Ω）≤ｋ２．

所以，｛ｗ－
（ｍ）
ｓ ｝在Ｗ

１
ｐ（Ω）中一致有界．

由于ｕ－
（ｍ）
ｓ ＝ｑ（ｗ－

（ｍ）
ｓ ）二阶连续可导，可得序列

｛ｕ－
（ｍ）
ｓ ｝在Ｗ

１
ｐ（Ω）中一致有界．

又因Ｄ（ｕ）∈Ｃ２（Ｒ），ｋ（ｘ，ｙ）∈Ｃ１＋α（ＳＴ×ＤＴ），
所以序列｛Ｇ（ｘ，ｕ－

（ｍ）
ｓ ）｝在Ｗ

１
ｐ（Ω）中一致有界．
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对ｗ－
（ｍ）
ｓ 作 Ｗ２ｐ（Ω）估计，由文献［９］中的引理

１．１，有如下估计：
ｗ－
（ｍ）
ｓ Ｗ２ｐ（Ω）≤ｋ３（ Ｆ（ｘ，ｕ－

（ｍ－１）
ｓ ） Ｌｐ（Ω）＋

　 Ｇ（ｘ，ｕ－
（ｍ－１）
ｓ ） Ｗ１ｐ（Ω））．

由此可知，｛ｗ－
（ｍ）
ｓ ｝在Ｗ

２
ｐ（Ω）中一致有界．

当 ｐ＞ｎ时，根据嵌入定理｜ｗ－
（ｍ）
ｓ ｜Ω
－
１＋α≤ｋ４·

‖ｗ－
（ｍ）
ｓ ‖Ｗ２ｐ（Ω），其中 α＝１－ ｎｐ，因此，ｗ－

（ｍ）
ｓ 在

Ｃ１＋α（Ω
－
）中一致有界，由于 ｕ－

（ｍ）
ｓ ＝ｑ（ｗ－

（ｍ）
ｓ ）二阶连

续可导，可得 ｕ－
（ｍ）
ｓ 在 Ｃ１＋α（Ω

－
）中一致有界．从而

Ｆ（ｘ，ｕ－
（ｍ－１）
ｓ ）在Ｃα（Ω

－
）中一致有界，Ｇ（ｘ，ｕ－

（ｍ－１）
ｓ ）

在Ｃ１＋α（Ω
－
）中一致有界．

由文献［９］中的定理１．３，可得如下估计式：

ｗ－
（ｍ）
ｓ

（Ω－）
２＋α ≤ｋ５（Ｆ（ｘ，ｕ－

（ｍ－１）
ｓ ）

（Ω－）
α ＋

　　 Ｇ（ｘ，ｕ－
（ｍ－１）
ｓ ） （Ω－）

１＋α），

故｛ｗ－
（ｍ）
ｓ ｝在Ｃ

２＋α（Ω
－
）中一致有界．

由Ｃ２＋α（Ω
－
）到Ｃ２＋β（Ω

－
）（０＜β＜α）的紧嵌入

可知，存在｛ｗ－
（ｍ）
ｓ ｝的子序列｛ｗ－

（ｍν）
ｓ ｝按范数收敛到

Ｃ２＋β（Ω
－
）中唯一的元素 ｗ－ｓ，因此，当 ｍν→∞时，

ｗ－
（ｍν）
ｓ ，Ｄｘｗ－

（ｍν）
ｓ ，Ｄｘｉｘｊｗ－

（ｍν）
ｓ 在Ω

－
上一致收敛到ｗ－ｓ及

其相应的导数，ｗ－ｓ是问题（８）的解．于是，ｕ－ｓ＝

ｑ（ｗ－ｓ）是问题（２）的解．同理可证，ｕ
－也是问题（２）

的解．
若ｕｓ∈Ｓ０是问题（２）的解，则 ｕｓ既可以看作是

问题（２）的上解，又可以看作是问题（２）的下解．当
看成上解时，由本定理的前段证明可知，ｕ－ｓ≤ｕｓ；同

理，当看成下解时，可以得到 ｕｓ≥ ｕ－ｓ，故可得ｕ－ｓ≤

ｕｓ≥ｕ－ｓ．得证．

３　解的渐近性

假设 ｕ～ｓ，ｕ^ｓ分别为问题（２）有序的上、下解，对

任意的 ｕ０（ｘ）∈Ｓ０，ｕ～ｓ，ｕ^ｓ显然也是问题（１）的上、下
解．对初值 ｕ０（ｘ）＝φ（ｘ）∈Ｓ０，问题（１）的解记为

ｕ（ｔ，ｘ），初值 ｕ０（ｘ）＝ｕ^ｓ时，问题（１）的解记为

ｕ－（ｔ，ｘ），而 ｕ０（ｘ）＝ｕ～ｓ时，问题（１）的解记为

ｕ－（ｔ，ｘ）．由引理２和推论１，可得

ｕ^ｓ≤ ｕ－（ｔ，ｘ）≤ ｕ－ｓ≤ ｕ
－
ｓ≤ ｕ－（ｔ，ｘ）≤ ｕ～ｓ，

ｕ－（ｔ，ｘ）≤ｕ（ｔ，ｘ）≤ ｕ
－（ｔ，ｘ）．

　　定理３　ｕ－（ｔ，ｘ）关于 ｔ是单调递增的，ｕ
－（ｔ，ｘ）

关于ｔ是单调递减的．
证明　对任意的 δ＞０，有 ｕ^ｓ≤ ｕ－（δ，ｘ），当

ｕ０（ｘ）＝ｕ－（δ，ｘ）得到问题（１）的解为ｕ－（ｔ＋δ，ｘ）．依

据推论１可得，ｕ－（ｔ，ｘ）≤ｕ－（ｔ＋δ，ｘ），故ｕ－（ｔ，ｘ）关

于ｔ是单调递增的．

同理可证，ｕ－（ｔ，ｘ）关于ｔ是单调递减的．得证．

通过定理 ３可知，存在 ｕ－（ｘ），ｕ
－（ｘ），使得

ｌｉｍ
ｔ∞
ｕ－（ｔ，ｘ）＝ｕ－（ｘ），ｌｉｍｔ∞ｕ

－（ｔ，ｘ）＝ｕ－（ｘ）．

定理４　若ｌｉｍ
ｔ∞
ｕ－（ｔ，ｘ）＝ｕ－（ｘ），ｌｉｍｔ∞ ｕ

－（ｔ，ｘ）＝

ｕ－（ｘ），那么ｕ－（ｘ）＝ｕ－ｓ，ｕ－（ｘ）＝ｕ－ｓ成立．

证明　在区域 Ｄ－∞内定义 ｕ－
（ｍ）（ｔ，ｘ）＝ｕ－（ｔ＋

ｔｍ，ｘ），其中ｌｉｍｍ∞ｔｍ＝∞．

由ｕ－
（ｍ）（ｔ，ｘ）的定义可知，ｕ－

（ｍ）（ｔ，ｘ）可以看成

是初值 ｕ０（ｘ）＝ｕ－（ｔｍ，ｘ）的满足问题（１）的解．因

此，（ｕ－
（ｍ）（ｔ，ｘ），ｗ－

（ｍ）（ｔ，ｘ））可以看成是满足初值

为（ｕ－
（ｍ）（０，ｘ），ｗ－

（ｍ）（０，ｘ））＝（ｕ－（ｔｍ，ｘ），ｗ－（ｔｍ，

ｘ））的问题（３）的解．
重复定理１的证明，可得ｕ－（ｘ）是问题（２）的解．

由定理２可得，ｕ－（ｘ）≥ ｕ－ｓ．又由于 ｕ－（ｔ，ｘ）≤ ｕ－ｓ≤

ｕ－ｓ≤ ｕ－（ｔ，ｘ），因此，有ｕ－（ｘ）≤ｕ－ｓ≤ ｕ
－
ｓ≤ ｕ－（ｘ）．由

此即得 ｕ－（ｘ）＝ｕ－ｓ．同理可证，ｕ
－（ｘ）＝ｕ－ｓ．得证．

定理５　若 ｕ０（ｘ）∈Ｓ０时，问题（１）的解为
ｕ（ｔ，ｘ），则有

ｌｉｍ
ｔ∞
ｕ（ｔ，ｘ）＝

ｕ－ｓ，ｕ^ｓ≤ｕ０（ｘ）≤ ｕ－ｓ，

ｕ－ｓ，ｕ－ｓ≤ｕ０（ｘ）≤ ｕ～ｓ
{

．

　　证明　由 ｕ^ｓ≤ｕ０（ｘ）≤ｕ－ｓ可知，ｕ－（ｔ，ｘ）≤ｕ（ｔ，

ｘ）≤ｕ－ｓ，再由定理４可得，ｌｉｍｔ∞ ｕ（ｔ，ｘ）＝ｕ－ｓ．同理可

证，当ｕ－ｓ≤ｕ０（ｘ）≤ｕ～ｓ时，有ｌｉｍｔ∞ｕ（ｔ，ｘ）＝ｕ
－
ｓ．得证．
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