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摘要：基于纤维加强各向异性不可压超弹性复合材料两层厚壁圆筒模型，应用连续介质力学有限变形理论和非线

性动力学理论，建立脉动压作用下动脉壁的动力学模型，考虑动脉壁中残余应力、平滑肌主动作用以及纤维分散的

影响，通过数值计算得到动脉壁的时程曲线、频谱图、相图和庞加莱截面图及应力分布曲线，利用非线性动力学理论

分析了动脉壁的动力学响应特性，讨论了脉动压大小和频率的影响．
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　　近年来心血管疾病已成为危害人类生命健康的
最严重的疾病之一，其患病率和死亡率均居各类疾

病之首［１］．探讨心血管疾病的发病机制以达到有效
的治疗已成为世界各国共同关注的话题．关于动脉
瘤等血管疾病的发病机理，有一些理论解释尚无定

论，而其中普遍认可的是力学因素起着不可缺少的作

用［１２］．因此，研究分析动脉壁的力学特性非常关键．
动脉壁的微观组织结构非常复杂，是由内层、中

层和外层三部分构成的多级分层结构［３４］．目前，对
动脉壁的生物力学的分析［１，５６］还不多，并且已有的

一些理论模型大多是将动脉壁作为各向同性的单层

圆筒，应变能函数多为均匀的．另外，动脉壁主要承
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受周期性的脉动压作用，但现有的分析大多为准静

态问题，对动力学特性的分析还远远不够．本研究
的目的是在大变形超弹性理论框架下应用非线性动

力学理论研究脉动压作用下动脉壁的动力学响应特

性，建立纤维加强各向异性不可压超弹性复合材料

两层厚壁圆筒模型，考虑平滑肌、纤维分散的影响，

通过对动力学微分方程的数值计算得到脉动压作用

下动脉壁的时程曲线、频谱图、相图和庞加莱截面图

及应力分布曲线，并分析动脉壁的动力学响应特性．

１　基本方程
考虑到残余应力，假定动脉壁零应力状态的参

考构型、变形后构型分别由柱坐标系（Ｒ，Θ，Ｚ）和
（ｒ，θ，ｚ）描述，动脉壁受脉动压作用的变形模式为

ｒ＝ｒ（Ｒ，ｔ）＞０，　θ＝ｋΘ，　ｚ＝Ｚ， （１）

式中，ｋ＝π
Θ０
，Θ０为管壁张开角．相应的变形主伸

长为

λｒ＝
ｒ
Ｒ
，　λθ＝

ｒ
Ｒ
θ
Θ
＝ｋｒＲ，　λｚ＝１．（２）

　　动脉壁中层弹性蛋白纤维和胶原蛋白纤维是成
族分布的，可模拟为四族纤维加强的超弹性复合材

料．因此，应变能函数可表示为［５］

Ｗ ＝ＷＭ ＋ＷＦ＋ＷＡ， （３）

式中，ＷＭ ＝∑
３

ｉ＝１

μ（ｍ）ｉ
αｉ
（λαｉｒ ＋λαｉθ ＋λ

αｉ
ｚ －３）为基体材

料的应变能函数［７］，材料参数 α１＝１．３，α２＝５．０，
α３＝－２．０，μ１＝１．４９１μ

ｍ，μ２＝０．００３μ
ｍ，μ３＝

－０．０２３μｍ，其中 μｍ 为中层的剪切模量．ＷＦ ＝

∑
４

ｋ＝１

ｃ１（ｋ）
４ｃ２（ｋ）

（ｅｃ２（ｋ）（Ｉ

４（ｋ）－１）２ －１）为纤维的应变能函

数［５］，其中参数ｃ１（ｋ）为第 ｋ族纤维的强度，ｃ２（ｋ）描述
第ｋ族纤维的非线性程度；Ｉ４（ｋ）＝ＫＩ１＋（１－３Ｋ）Ｉ４，
其中不变量Ｉ１＝λ

２
ｒ＋λ

２
θ＋λ

２
ｚ，Ｉ４（ｋ）＝Ｍα（ｋ）（ＣＭα（ｋ）），

Ｃ为 右 ＣａｕｃｈｙＧｒｅｅｎ变 形 张 量，Ｍα（ｋ） ＝［０，
ｓｉｎα（ｋ），ｃｏｓα（ｋ）］为参考构形中纤维的方向矢
量，α（ｋ）为第 ｋ族纤维方向和动脉壁轴向夹角．在
管壁中层，对轴向纤维 α（１）＝０°，对环向纤维
α（２）＝９０°，对两族斜向纤维 α（３）＝αｍ，α（４）＝

－αｍ．ＷＡ＝Ｔｍ λ
～
θ＋
１
３
（λｍ－λ

～
θ）
３

（λｍ－λ０）( )２ 为平滑肌的应变
能函数［５］，Ｔｍ表示平滑肌主动作用的程度，λｍ为平
滑肌最大伸长，λ０为主动力作用产生折痕时的伸

长．管壁外层的密度能函数只有式（３）中的前两项，
且纤维的应变能函数用两族纤维模型表示．

动脉壁各层的运动方程为

ｄσｒｒ
ｄｒ＋

１
ｒ（σｒｒ－σθθ）＝ρｒ

··． （４）

　　动脉壁承受脉动压 ｐ（ｔ）＝ｐ１＋ｐ２·ｓｉｎ（２πωｔ）
的边界条件可表示为

σｍｒｒ＝－ｐ（ｔ），ｒ＝ｒｉ，σ
ａ
ｒｒ＝０，ｒ＝ｒ０， （５）

式中，σｍｒｒ，σ
ｍ
θθ，σ

ｍ
ｚｚ表示管壁中层的 Ｃａｕｃｈｙ应力分

量，σａｒｒ，σ
ａ
θθ，σ

ａ
ｚｚ表示管壁外层的Ｃａｕｃｈｙ应力分量．本

工作中，上标ｍ表示与管壁中层有关的量，上标ａ表
示与管壁外层有关的量．ｒｉ，ｒ０分别表示变形后管壁
的内、外半径．动脉壁运动的初始条件为

ｒ（Ｒ，ｔ）＝Ｒ，　ｔ＝０，　ｒ·（Ｒ，ｔ）＝０，　ｔ＝０．（６）
　　假定动脉壁中各层交界面处径向位移和径向应
力连续，则连续性条件可表示为

ｒｍ ＝ｒａ，　σｍｒｒ＝σ
ａ
ｒｒ，　ｒ＝ｒｍ， （７）

式中，ｒｍ表示变形后内外层交界面处半径．

２　求　解
由材料的不可压条件λｒλθλｚ＝１，可得

λθ＝ｈ，λｒ＝ｈ
－１， （８）

式中，ｈ＝ｈ（ｒ，ｔ）＝ｋｒ（ｔ）Ｒ（ｒ）＝ ( (ｋ ｋ１－
ｒ２（Ｒｉ，ｔ）
ｒ２（Ｒ，ｔ )

）
＋

Ｒ２ｉ
ｒ（Ｒ，ｔ )）

－１２
．动脉壁中层的非零Ｃａｕｃｈｙ应力分量为

σｍｒｒ（ｒ，ｔ）＝－ｐ
ｍ（ｒ，ｔ）＋∑

３

ｉ＝１
μｍｉｈ

－αｉ，

σｍθθ（ｒ，ｔ）＝－ｐ
ｍ（ｒ，ｔ）＋∑

３

ｉ＝１
μｍｉｈαｉ＋

　∑
４

ｋ＝１
ｃｍ１（ｋ）（Ｉ４（ｋ）－１）ｅ

（ｃｍ２（ｋ）（Ｉ４（ｋ）－１）
２）ｓｉｎ２α（ｋ）ｈ２＋

　Ｔｍｈ１－
λｍ －ｈ
λｍ －λ

( )
０

[ ]
２

，

σｍｚｚ（ｒ，ｔ）＝－ｐ
ｍ（ｒ，ｔ）＋∑

３

ｉ＝１
μｍｉ ＋

　∑
４

ｋ＝１
ｃｍ１（ｋ）（Ｉ４（ｋ）－１）ｅ

（ｃｍ２（ｋ）（Ｉ４（ｋ）－１）
２）ｃｏｓ２α（ｋ）．（９）

　　管壁外层的非零Ｃａｕｃｈｙ应力分量为

σａｒｒ（ｒ，ｔ）＝－ｐ
ａ（ｒ，ｔ）＋∑

３

ｉ＝１
μａｉｈ

－αｉ，　　

σａθθ（ｒ，ｔ）＝－ｐ
ａ（ｒ，ｔ）＋∑

３

ｉ＝１`
μａｉｈαｉ＋　　

３２６
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２∑
２

ｋ＝１
ｃａ１（ｋ）（Ｉ４（ｋ）－１）ｅ

（ｃａ２（ｋ）（Ｉ４（ｋ）－１）２）ｓｉｎ２α（ｋ）ｈ２，

σａｚｚ（ｒ，ｔ）＝－ｐ
ａ（ｒ，ｔ）＋∑

３

ｉ＝１
μａｉ＋　　　　　　　　

２∑
２

ｋ＝１
ｃａ１（ｋ）（Ｉ４（ｋ）－１）ｅ

（ｃａ２（ｋ）（Ｉ４（ｋ）－１）２）ｃｏｓ２α（ｋ）．（１０）

　　将式（９）和式（１０）代入式（４），并利用式（５）及
式（７），可得

ｐ（ｔ）＝ρＲ２ｉｘ
· [２ －δ
２（ｘ２＋δ）

＋ｌｎ１＋δ
ｘ槡 ]２ ＋

ρＲ２ｉｘｘ
··ｌｎ１＋δ

ｘ槡 ２－Ｊ
ａ（ｒｏ）， （１１）

式中，δ＝
Ｒ２ｏ
Ｒ２ｉ
－１，ｘ＝ｋ

ｒｉ
Ｒｉ
＝ｋ
ｒ（Ｒｉ，ｔ）
Ｒｉ

＝ｈ（ｒｉ，ｔ），

Ｊ（ａ）（ｒ）＝∫
ｒｍ

ｒ
(

ｉ
∑
３

ｉ＝１
μｍｉｈ

－αｉ－∑
３

ｉ＝１
μｍｉｈα )ｉ ｄｒｒ＋

　∫
ｒ

ｒ [
ｍ
∑
３

ｉ＝１
μａｉ（ｈ

－αｉ－ｈαｉ ]） ｄｒ
ｒ－

　∫
ｒｍ

ｒ
[

ｉ
∑
４

ｋ＝１
ｃｍ１（ｋ）（Ｉ４（ｋ）－１）ｅ

（ｃｍ２（ｋ）（Ｉ４（ｋ）－１）２）ｓｉｎ２α（ｋ）ｈ]２ ｄｒ
ｒ－

　∫
ｒｍ

ｒｉ
Ｔｍｈ１－

λｍ －ｈ
λｍ －λ

( )
０

[ ]
２ ｄｒ
ｒ－

　∫
ｒ

ｒ [
ｍ
２∑
２

ｋ＝１
ｃａ１（ｋ）（Ｉ４（ｋ）－１）ｅ

（ｃａ２（ｋ）（Ｉ４（ｋ）－１）２）ｓｉｎ２α（ｋ）ｈ]２ ｄｒ
ｒ．

　　引入变换 ｘ１＝ｘ，ｘ２＝ｘ
·，有

ｘ·１ ＝ｘ２，

ｘ·２ ＝
１

ｘ１ｌｎ１＋
δ
ｘ槡

[
２
１

ｐ（ｔ）＋Ｊ（ａ）（ｒ０）
ρＲ２ｉ

－

　　ｘ２２ －δ
２（ｘ２１＋δ）

＋ｌｎ１＋δ
ｘ槡

( ) ]２
１

， （１２）

相应的初始条件为

ｘ１（０）＝１，ｘ２（０）＝０． （１３）

３　结果分析
计算中用到的几何参数、材料常数及载荷常

数［８］如下：

Ｒｉ＝３．３０２ｍｍ，Ｒｍ ＝３．７９５ｍｍ，Ｒｏ ＝４．０４２ｍｍ，

μｍ ＝４３．４８ｋＰａ，μａ ＝２．７ｋＰａ，ｃｍ１（１，３，４） ＝２２．８４ｋＰａ，

ｃｍ２（１，３，４） ＝１３．２０，ｃ
ｍ
１（２） ＝１１．７６ｋＰａ，

ｃｍ２（２） ＝１２．２９ｋＰａ，ｃ
ａ
１（１，２） ＝５．１ｋＰａ，

ｃａ２（１，２） ＝１５．４ｋＰａ，Θ０ ＝１３０．９
０，αｍ ＝５１．２０，

αａ ＝４００，Ｔｍ ＝４９．８９ｋＰａ，λ０ ＝０．８９，λｍ ＝１．６２．
　　对微分方程组（１２）和式（１３），利用龙格库塔方
法数值求解，可以得到不同脉动压 ｐ（ｔ）＝ｐ１＋ｐ２·
ｓｉｎ（２πωｔ）下的时程曲线、频谱图、相图和庞加莱截
面图（见图１～５）．

图１　正常情况下的图形
Ｆｉｇ．１　Ｇｒａｐｈｉｃｓｕｎｄｅｒｔｈｅｎｏｒｍａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

图２　不考虑纤维、平滑肌和残余应力时的图形
Ｆｉｇ．２　Ｇｒａｐｈｉｃｓｗｉｔｈｏｕｔｔｈｅｆｉｂｅｒ，ｔｈｅｒｅｓｉｄｕａｌｓｔｒｅｓｓ

ａｎｄｔｈｅｓｍｏｏｔｈｍｕｓｃｌｅａｃｔｉｖｉｔｙ

４２６
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图３　不同脉动压时正常情况下的图形
Ｆｉｇ．３　Ｇｒａｐｈｉｃｓｕｎｄｅｒｔｈｅｎｏｒｍａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｕｌｓｅｐｒｅｓｓｕｒｅ

图４　纤维角度的影响
Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｆｉｂｅｒａｎｇｌｅ

　　由图１～２可知，如果不考虑纤维的影响，动脉
壁时程曲线的振幅变大，周期变大，相图的不规则性

越来越明显，管壁的运动由周期运动向准周期运动

变化，这表明动脉壁中的纤维对于动脉壁的力学特

性有至关重要的影响．平滑肌对动脉壁力学特性有
一定的影响，不考虑平滑肌的影响时，运动时程曲

线的周期变大，但影响有限．不考虑残余应力时，时
程曲线的周期变大，相图变得不规则．

图５　外层纤维分散的影响
Ｆｉｇ．５　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｆｉｂｅｒｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｏｆｔｈｅａｄｖｅｎｔｉｔｉａ

　　由图１和图３～５可知，当血压值减小时，时程
曲线的振幅变小，周期变大，其中相图表明此时的运

动为接近周期运动的准周期运动．当血压值增大时，
振幅变大，周期变小，动脉壁的运动逐渐趋向不规则

程度增加的准周期运动．纤维强度变小，纤维分布
角度变小，材料剪切模量变小时，时程曲线的振幅和

周期变大，动脉壁的运动逐渐偏离稳定的周期运动，

而趋向不规则程度增加的准周期运动．另外，可以发
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现纤维分布角度的影响最大，其次是纤维强度的影

响，剪切模量的影响最小．纤维发散对管壁的运动影
响很小，可忽略不计．

由式（９）、（１０）可求得动脉壁中的应力分布情
况．特定情况下，动脉壁变形最大时的应力分布如图
６和图７所示．

图６　正常情况下动脉壁中的应力分布
Ｆｉｇ．６　Ｓｔｒｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｕｎｄｅｒｔｈｅｎｏｒｍａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ｏｆｔｈｅａｒｔｅｒｉａｌｗａｌｌ

图７　纤维强度减小时动脉壁中的应力分布
Ｆｉｇ．７　Ｓｔｒｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｄｅｃｒｅａｓｅｄｆｉｂｅｒｏｆｔｈｅ

ａｒｔｅｒｉａｌｗａｌｌ

　　由图６和图７可以看出，在脉动压作用下产生
拟周期性振动的血管壁中各层的应力分量均随动脉

壁的运动而变化，动脉壁的变形越大，相应的应力分

量值越大，且均以环向应力分量为最大；中层的应力

分量值远大于外层的相应应力分量值，即纤维和平

滑肌加强的动脉壁中层为主要持力层，且以环向应

力分量控制着动脉壁的强度．
对于给定的时刻，环向应力分量和径向应力分

量均随半径的增加而减小，两层界面处应力分量不

连续．如果纤维强度减少，相应的应力分量均变大，
且对于给定的脉动压频率，载荷的平均压力值越大，

相应的应力分量值越大；对给定的脉动压平均压力

值，脉动压频率越大，相应的应力分量值越大．

４　结 束 语
本研究应用连续介质力学有限变形理论和非线

性动力学理论，建立了脉动压作用下动脉壁的动力

学模型，通过数值计算得到动脉壁的时程曲线、频谱

图、相图和庞加莱截面图及应力分布曲线，分析了血

管壁的动力学响应特性．计算结果表明，不考虑纤
维、平滑肌和残余应力的影响时，动脉壁的时程曲

线的振幅变大，周期变大，相图的不规则性越来越明

显，管壁的运动由周期运动向准周期运动变化．纤维
强度变小、纤维分布角度变小和材料剪切模量变小

时，时程曲线的振幅和周期变大，动脉壁的运动逐渐

偏离稳定的周期运动，而趋向不规则程度增加的准

周期运动．
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