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平面上凸曲线组合流

黄平亮, 周蓓蓓
(上海大学 理学院, 上海 200444)

摘摘摘要要要: 主要研究了两种新的平面凸曲率流: 一种是由保面积流和保长度流组合而成, 这种曲率流在演化过程中缩

短了曲线的周长, 增大了曲线所围成的面积; 另一种是两种保长度流的“凸组合”, 这种曲率流的周长是常数, 而面

积不断增大. 两种曲率流都具有全局存在性, 并且当时间趋于无穷大时, 曲线在 C∞ 范数下收敛到有限圆.
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Convex Curve Combination Flow on a Plane

HUANG Ping-liang, ZHOU Bei-bei
(College of Sciences, Shanghai University, Shanghai 200444, China)

Abstract: Two kinds of convex curve flows on a plane were studies. One is combination of an area-preserving

curve flow proposed and a length-preserving curve flow proposed, this flow reduces the curve length but increases

the enclosed area in the evolution process, the other is convex combination of the length-preserving curve flows,

it keeps the length constant and expands the area. The two curvature flows exist globally and converge to a

circle in the C∞ metric as time goes to infinity.

Key words: curvature flow; C∞ metric; convex curve; support function

近年来, 出于对各种物理现象和现实问题的研究
需要, 几何学者们开始研究曲线和曲面. 曲线和曲面

受各种外力的影响会产生相应的流, 相关研究尤其是
针对沿着曲线或曲面的法线方向、以主曲率的函数
为速度的曲线的研究己经引起了广泛关注, 其中最简

单的曲率流是Gage等[1-3]研究的平面曲线缩短流. 随

后, 研究者重点关注了能保持某些几何量不变的曲率

流. Ma 等[4]发现了一种保面积曲率流, 这种流与 Gage
等[3] 的平面曲线缩短流虽然形式不一样, 但是性质非
常相似, 它们在演化过程中都保持面积不变, 曲线长度
缩短, 一直保持曲线的凸性, 并且最终收敛到一个圆.
Huisken 等[5]提出了一种保体积曲率流, 考虑一致凸的
超曲面 Mn

0 (n > 2) 能长时间存在, 且保持体积不变,
最终当时间 t → +∞ 时, 在 C∞ 范数下收敛到一个圆
球. Athanassenas[6]研究了旋转对称曲面的保体积平

均曲率流, 认为若初始曲面是凸的且旋转对称, 那么曲

面最后可演化成常平均曲率曲面. McCoy[7]发现了保

表面积曲率流, 如果 M0 是光滑嵌入到 Rn+1 中的紧
的严格凸的 n 维超曲面, 则随着时间 t → +∞, 这种

曲率流会收敛到一个与 M0 具有相同表面积的球. 文

献[8-11]介绍了 4 种不同类型的保长度曲率流, 它们在
演化过程中都保持曲线的周长不变, 而曲线所围成的
面积越来越大, 曲线始终是凸的, 随着时间 t → +∞,
最终收敛到一个圆.

岳文权[12]将保面积流和一般的收缩流进行组合,
得到一种新的曲率流. 基于此, 本研究考虑能否将那
些能保持某一个几何量不变的曲率流进行组合, 观
察它们是否保持原有的一些特性. 本研究将保面积
流[4]和保长度流[9]进行组合得到一种新的曲率流:

Xt =
(α

L

∫ L

0

1
κ

ds + (1− α)
L

2π
− 1

κ

)
N ,

(λ, t) ∈ [a, b]× [0,+∞),

X(λ, 0) = X0(λ), λ ∈ [a, b], t = 0,

(1)
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式中, 0 < α < 1, L, κ, N 分别表示曲线的长度、曲

率和单位内法向量. 上述新的曲率流不再具备保面

积或保长度的特性, 但是如果将组合后的保长度曲率

流[9,11]按下列方程演化:
Yt =

(
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
N ,

(µ, t) ∈ [c, d ]× [0,+∞),

Y (µ, 0) = Y0(µ), µ ∈ [c, d ], t = 0,

(2)

则该新的曲率流保长度不变, 其中 h 为曲线的支撑
函数.

定理 1 一条平面闭凸曲线按照式 (1) 演化, 则在
演化过程中曲线保持凸性, 曲线的周长缩短, 但由曲线

围成的面积增大, 当时间 t → +∞ 趋于无穷大时, 曲

线在 C∞ 范数下收敛到一个有限圆.
定理 2 假设 Y (µ, t) : [a, b] × (0,+∞) → R2 是

平面上的一族闭凸曲线, 若按式 (2) 演化, 则演化曲线

将保持凸性, 曲线的周长保持不变, 但是曲线围成的面

积增大, 且曲线在演化过程中变得越来越圆, 最终在
C∞ 范数下收敛为一个半径为 L

2π
的圆.

1 几何量的演化

由于演化方程中的切分量只影响曲线的参数化而
不影响曲线的几何形状[3,13], 因此可以考虑与式 (2)
等价的演化方程:

Yt =
(

βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
N + ξT ,

(µ, t) ∈ [c, d ]× (0,+∞),

Y (µ, 0) = Y0(µ), µ ∈ [c, d ], t = 0.

(3)

若曲线 Y (µ, t)=(x(µ, t), y(µ, t)), 则弧长 s(µ, t)=∫ µ

0

ν(ω, t)dω, 这里 ν(µ, t) = |∂Y
∂µ | =

√
( ∂x

∂µ )2 + ( ∂y
∂µ )2

为演化曲线的度量, 那么弧长微元可以表示为

ds = ν(µ, t)dµ,
∂

∂s
=

1
ν

∂

∂µ
.

假设 θ 是切向量与 x 轴的夹角, 则单位切向量 T 、
单位外法向量 N、方向角 θ、曲线的周长 L、曲线所围

成的面积 A 及曲率 κ 的演化方程[13]分别为

∂ν

∂t
=

∂ξ

∂µ
−

(
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
κν, (4)

∂T

∂t
=

(
ξκ +

∂

∂s

(
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

))
N , (5)

∂N

∂t
= −

(
ξκ +

∂

∂s

(
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

))
T , (6)

dL

dt
= −

∫ (
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
κds, (7)

dA

dt
= −

∫ (
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
ds, (8)

∂θ

∂t
= ξκ +

∂

∂s

(
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
, (9)

∂κ

∂t
=

∂2

∂s2

(
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
+ ξ

∂κ

∂s
+

κ2

(
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
. (10)

通常情况下, θ 是关于 µ 和 t 的函数, 为了使 θ 与
t 独立, 由式 (9) 可知, 只需将 ξ 取为 − 1

κ
∂
∂s (βL

2π
+ (1−

β)h − 1
κ ). 为了简化分析过程, 用参数 (θ, $) 替换参

数 (µ, t), 这里 $ = t. 下面将在新参数下讨论曲率

流(式 (3)). 由式 (5) 和 (6) 可知, T 与 N 都与 t 无关,
且 T (θ) = (cos θ, sin θ),N(θ) = (− sin θ, cos θ).

引理 1 假设 Y (θ, $) 为平面上一族曲线, 则

(1) Y (θ, $) = −h(θ, $)N(θ) + ∂
∂θh(θ, $)T (θ),

(2) κ(θ, $) = 1

h(θ,$)+ ∂2
∂θ2 h(θ,$)

.

证明 (1)由支撑函数的定义 h(θ, $)=−〈Y (θ, $),
N(θ)〉, 可得

∂h

∂θ
=−

〈
∂Y

∂θ
,N

〉
−

〈
Y ,

∂N

∂θ

〉
= 〈Y (θ, $),T (θ)〉 ,

从而证得

Y (θ, $) = −h(θ, $)N(θ) +
∂

∂θ
h(θ, $)T (θ). (11)

(2) 由式 (1) 及弧长元素的定义, 可知

∂Y

∂θ
= −∂h

∂θ
N + hT +

∂2h

∂θ2
T +

∂h

∂θ
N = hT +

∂2h

∂θ2
T .

κ(θ, $) =
dθ

ds
=

∣∣∣∣∂Y

∂θ

∣∣∣∣−1

=
1

h + ∂2h
∂θ2

.

命题得证.

将 ξ = − 1
κ

∂
∂s (βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ ) 代入式 (10), 可
得曲率 κ 在参数 (θ, $) 下的演化方程为

∂κ

∂$
=κ2 ∂2

∂θ2

(
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
+

κ2

(
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
. (12)
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2 演化曲线保持凸性

曲率的演化方程 (式(12)) 并不简单, 但是可以通
过变换转化为标准的热传导方程.

引理 2 记 Z = ( 1
κ −

L
2π

)e−β$, 则可得如下热传

导方程:
Z$ = Zθθ, (θ, $) ∈ [0, 2π]× (0,+∞),

Z(θ, 0) =
1

κ(θ, 0)
− L0

2π
, θ ∈ [0, 2π],

其中 Z 在区间 [0, 2π] × [0,+∞) 上存在解 Z(θ, $) =∫ +∞
−∞

1
2
√

π$
e−

(θ−ϕ)2

4$ Z(θ, 0)dϕ.

证明 由
∫

hκds = L[2]可得

dL

d$
= −

∫ (
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
κds =

−
∫ (

βLκ

2π
+ (1− β)hκ− 1

)
ds =

− (βL + (1− β)L− L) = 0.

∂Z

∂$
= −κ$

κ2
e−β$ − β

(
1
κ
− L

2π

)
e−β$ =

(
− ∂2

∂θ2

(βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
−(βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

))
e−β$−

β

(
1
κ
− L

2π

)
e−β$ =(

(β−1)
∂2h

∂θ2
+

∂2

∂θ2

(
1
κ

)
−βL

2π
+(β−1)h+

1
κ

)
e−β$−

β

(
1
κ
− L

2π

)
e−β$ =

∂2

∂θ2

(
1
κ

)
e−β$ = Zθθ.

因此, 引理得证.
定理 3 在定理 2 的假设下, 曲率流(式(3)) 在演

化过程中保持曲线的凸性.
证明 要证明曲线在演化过程中仍然是凸的, 就

需证明 κ(θ, $) > 0. 由引理 2 可知, Z(θ, $) 是一致有
界的, 即存在一个常数 M > 0, 使得

|Z(θ, $)| 6 M,

则对于有限的时间 T , $ ∈ [0, T ), 有∣∣∣∣ 1κ − L

2π

∣∣∣∣ 6 MeβT .

由 引 理 2 的 证 明 可 知, L 是 一 个 常 数, 且 等 式 右
边也是一个确定的数, 因此对于 (θ, $) ∈ [0, 2π] ×

[0, T ), κ(θ, $) 6= 0. 由于κ(θ, 0)是正的, κ(θ, $)是连续
函数, 可以得到对于(θ, $)∈ [0, 2π]×[0, T ), κ(θ, $)>0.
因为 T 是任意的, 故定理得证.

3 C∞ 范数收敛

在讨论曲线的最终形状之前, 先研究曲线的长度
和曲线所围的面积在曲线演化过程中的变化.

引理 3 如果平面上的闭凸曲线按照式 (3) 演化,
那么在演化过程中曲线的长度保持不变, 曲线围成的
面积不断增大.

证明 由引理 2 的证明可知 dL
d$ = 0, 说明曲线的

周长是一个定值.
对于面积 A 有

dA

d$
= −

∫ (
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
ds =

− βL2

2π
− (1− β)2A +

∫
1
κ

ds.

由 Cauchy-Schwarz 不等式可得(∫
ds

)2

6
∫

1
κ

ds ·
∫

κds,

那么, ∫
1
κ

ds >
L2

2π
.

因此, 有

dA

d$
>

(1− β)
(
L2 − 4πA

)
2π

> 0.

引理得证.
下面证明曲率流 (式(3)) 在演化过程中将变得越

来越圆.
引理 4 假如初始曲线按式 (3) 演化时仍然保

持凸性, 并且在演化过程中不出现奇点, 那么等周差
L2 − 4πA 递减, 且当 $ → +∞ 时, 收敛到 0.

证明 由引理 3 可知

d
d$

(L2 − 4πA) = −4πA$.

由引理 3 中的 dA
d$ > 0, 可得 d

d$ (L2 − 4πA) 6 0, 即等
周差 L2 − 4πA 递减.

同时, 因为

d
d$

(L2 − 4πA) 6− 4π
(1− β)

(
L2 − 4πA

)
2π

=

2 (β − 1)
(
L2 − 4πA

)
,

对上式两边进行积分, 可得

L2 − 4πA 6 (L2
0 − 4πA0)e2(β−1)$,

式中, 0<β<1. 显然当 $→+∞ 时, 有 L2−4πA→ 0.
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接下来证明曲率流在 C∞ 范数下收敛.
定理 4 在引理 4 的假设下, 曲率流(式(2)) 当

t → +∞ 时在 C∞ 范数下收敛到一个有限圆, 且

lim
t→+∞

κ = 2π

L .

证明 由 Bonnesen 不等式 L2

A − 4π > π
2

A (rout−
rin)2 和 L2

A −4π→0 可得, 当 t→+∞时, rout → rin, 即

曲率流在 Hausdorff 距离下收敛到一个有限圆. 引理 2
说明了曲率 κ 是 C∞ 可微的, 因此曲率流 (式(2)) 可以

看作在 C∞ 范数下收敛. 由于曲线的长度是一个定值

L, 且曲线收敛到一个有限圆, 因此可得 lim
t→+∞

κ= 2π

L .

4 曲线不出现奇点

要证明曲线在演化过程中不出现奇点, 只需证明

对于任意时刻 t ∈ [0,+∞), 曲线都存在. 要证明曲线

的这种全局存在性, 需要借助支撑函数这一工具.
定理 5 假设 Y (µ, t) : [c, d ] × [0,+∞) → R2 是

式 (2) 的解, 则支撑函数 h(θ, $) : [0, 2π]× [0,+∞) →
R 满足如下方程:

∂h

∂t
=

∂2h

∂θ2
+ βh− βL

2π
. (13)

相 反 地, 假 设 h(θ, $) : [0, 2π] × [0,+∞) → R 是
式(13) 的 光 滑 解, 且 曲 率 半 径 1

h+ ∂2
∂θ2 h

> 0, 如 果

Y0 = −h(θ, 0)N + ∂
∂θh(θ, 0)T 是初始曲线, 则式(2) 存

在唯一的解 Y (µ, t), 且对于任意的时间 t ∈ [0,+∞),
它的初始值为 Y0, 曲线的支撑函数是 h(θ, $).

证明 由支撑函数的定义, 可得

∂h

∂t
=−

〈
∂Y

∂t
,N

〉
−

〈
∂N

∂t
,Y

〉
=

−
〈(

βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
N ,N

〉
=

∂2h

∂θ2
+ βh− βL

2π
.

类似于引理 2 的证明方法, 可以将式 (13) 转化为热传

导方程, 从而在 t ∈ [0,+∞) 上, 有(
h(θ, t)− L

2π

)
e−βt =∫ +∞

−∞

1
2
√

πt
e−

(θ−φ)2

4t

(
h(θ, 0)− L0

2π

)
dφ.

由此可知, 支撑函数 h(θ, t) 光滑.
由引理 1 可知, 曲面上的任意一条闭凸曲线都可

由支撑函数唯一表示为

Y (θ, $) = −h(θ, $)N(θ) +
∂

∂θ
h(θ, $)T (θ),

那么, 有

∂Y (θ, $)
∂$

= − ∂h

∂$
N +

∂2

∂$∂θ
hT =

−
(

∂2h

∂θ2
+ βh− βL

2π

)
N+

∂

∂θ

(
∂2h

∂θ2
+ βh− βL

2π

)
T =

−
(

1
κ

+ (β − 1)h− βL

2π

)
N+

∂

∂θ

(
1
κ

+ (β − 1)h− βL

2π

)
T =(

βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
N−

1
κ

∂

∂s

(
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
T .

令 θ = θ(µ, t), t = $, 则 Y (µ, t) = Y (θ, $), 这里 θ 满

足方程 
∂θ

∂t
= κ

∂

∂θ

(
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
,

θ(µ, 0) = µ.

显然, θ(µ, t) 是上述方程的唯一解.

∂Y (µ, t)
∂t

=
∂Y (θ, $)

∂t
=

∂Y (θ, $)
∂θ

∂θ

∂t
+

∂Y (θ, $)
∂$

∂$

∂t
=

∂

∂θ

(
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
T (θ)+(

βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
N−

1
κ

∂

∂s

(
βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
T =(

βL

2π
+ (1− β)h− 1

κ

)
N .

故定理得证.

5 曲率流的简单证明

运用证明保长度曲率流 (式(2)) 的方法, 首先得到
曲线长度 L、所围成的面积 A 和曲率 κ 的演化方程,
通过简单计算可以得到曲线的长度 L 随着时间的增加

而缩短, 面积 A 则增大; 接着将曲率 κ 的演化方程转
化成热传导方程, 从而利用热传导方程解的一致有界
性得到曲率 κ 在时间 t ∈ [0,+∞) 时恒大于 0, 这就证

明了曲线在演化过程中保持凸性; 然后, 通过证明支撑
函数 h 的全局存在性等价于曲率流的全局存在性, 将
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曲率流的全局存在性这一难题转化为较简单的支撑函
数 h 的全局存在性问题; 最后, 借助等周差随着时间

t → +∞ 而趋于 0, 证得定理 1.
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