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一类具有病菌信息交流机制的时滞模型的稳定性
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摘摘摘要要要: 考虑病菌的群体感应机理建立了一类人体免疫细胞与病菌竞争的时滞微观动力学模型, 并综合运用
Liapunov 稳定性理论、中心流形定理及规范型理论等, 讨论了无菌平衡点的局部及全局渐近稳定性, 正平衡点的存

在性、全局渐近稳定性无菌平衡点在奇异条件下的稳定性.
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Stability of a Delayed Model with the Mechanism of
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Abstract: To characterize the competition between immune cells and bacteria, a microcosmic dynamical model

with delayed quorum sensing mechanism is constructed. According to the Liapunov staiblity theory, the center

manifold theorem and the norm form theory, local and global stability of the bacteria free equilibrium, existence

and globally asymptotical stability of the positive equilibrium, and stability of the nonhyperbolic bacteria free

equilibrium are studied for any positive delay.
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20 世纪 70 年代, 人们发现当环境中费式弧菌菌群

浓度达到一定的阈值时会产生生物发光现象[1]. 1994
年, Fuqua 等[2]提出了群体感应这一概念, 它是指微生
物群在其生长过程中, 由于群体密度的增大, 会导致

其生理和生化特征的变化, 显示出少量菌体或单个菌
体所不具备的特征. 变化的原因在于当环境中微生物

种群浓度达到一定阈值时, 信号分子(或称自体诱导
物)的浓度也达到一定的水平, 通过包括受体蛋白在内
的相关蛋白信号的传递, 诱导或抑制信号最终传递到
细胞内, 影响特定基因的表达, 调控微生物群体的生
理特征, 如生物发光等[3]. 利用群体感应机理进行“细

胞对细胞的交流”, 使微生物能够在复杂的环境中协调
一致, 以“团体作战能力”使整个种群更好地存活下

来. 目前, 生物学上观测及研究病菌群体感应的方法
有 DNA 微阵列分析法、从转录激活蛋白和合成酶蛋
白着手研究其结构分布及蛋白的表达情况、检测或监

测酰化高丝氨酸内酯信息分子[3]. 学者们期望通过研
究及运用病菌的上述生理机制, 开发针对阻断病菌的
信息系统为靶子的新型抗菌药物, 以解决日趋严重的
慢性耐药性病菌感染. 进入 21 世纪后, 病菌的信息交
流机理已成为生物学界的一个新的研究热点, 而数学
模型无疑是研究病菌群体感应机理并定性及定量地研
究病菌的载量随时间变化规律的最佳方法之一. 近年
来, 国内外许多数学工作者已经注意到病菌的群体感
应机理并建立了相应的数学模型, 得到大量的理论和
数值结果, 为更好地了解病菌群体感应机理及其对疾
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病发生及发展的影响提供了重要的理论和数值依据[4].
本工作主要是建立具有群体感应机理的刻画病菌与免

疫系统竞争规律的数学模型, 并通过多种数学方法研
究模型的动力学性态, 如平衡点的存在性、稳定性等.

1 模型的建立
将人体内病菌作用的目标细胞称为靶细胞, 靶细

胞分为被病菌感染的靶细胞及未感染的靶细胞. 记 t

时刻人体内病菌的密度为 B(t), 感染靶细胞的密度为

XI(t), 未感染靶细胞的密度为 XU(t), 天然免疫细胞的
密度为 IR(t), 获得性免疫细胞的密度为 IA(t); 未感染

靶细胞的自然出生常数为 SU, 死亡率常数为 µXU(细
胞的死亡包括凋亡和坏死), 被病菌感染率为 α1XUB;
感染靶细胞被天然免疫系统清除率为 α2XIIA, 死亡率

常数为 µXI . 根据这些假设可得 XI(t), XU(t) 的动力
学方程为

dXU

dt
= SU − α1XUB − µXUXU,

dXI

dt
= α1XUB − α2XIIA − µXIXI.

(1)

假设天然免疫细胞增长常数为 SIR , 它主要来源
于宿主的第一道防线, 如自然杀伤细胞、多形核细胞、
巨噬细胞和树枝状的细胞. 设获得性免疫细胞也有一

个常数增长项 SIA , 显然这部分增长来源于先前的感
染或者预防接种, SIA = 0 表示宿主第一次感染该病原
体且没有进行过预防接种. 设天然免疫细胞及获得性
免疫细胞的密度都会随病毒载量的增加而线性增长,
增长常数分别为 β1, β2, 两种免疫细胞都有死亡, 且死

亡率常数分别为 µIR , µIA , 从而得到描述两种免疫细

胞增长的微分方程为
dIR

dt
= SIR + β1B − µIRIR,

dIA

dt
= SIA + β2B − µIAIA.

(2)

最 后, 假 设 病 菌 种 群 按 Logistic 函 数 增 长, 即

α20B(1 − B
σ ), 这里 α20 为病菌的内禀增长率(即出

生率−死亡率), σ 为环境容纳量. 设病菌被自然免疫

细胞及活动性免疫细胞清除率分别为 α3BIR, α4BIR.
此外, 设群体感应在 t = 0 时刻发生, 引入时滞 τ 刻画
病菌从接收到分子信息至其参加与免疫系统的竞争所

需要的时间, 则 t 时刻由于群体感应而参与免疫细胞

竞争的病菌的密度为 α20
B(t−τ)

B0
B(t), 其中 B0 为正常

数. 由此, 不难得到描述病菌种群变化规律的微分方
程为

dB(t)
dt

=α20

(
1 +

B(t− τ)
B0

− B(t)
σ

)
B(t)−

α3B(t)IR(t)− α4B(t)IR(t). (3)

综上所述, 可得人体细胞与病菌、病菌与免疫细

胞竞争的时滞微分方程模型为



dB(t)
dt

= α20

(
1 + B(t−τ)

B0
− B(t)

σ

)
B(t)−

α3B(t)IR(t)− α4B(t)IR(t),

dXU(t)
dt

=SU − α1XU(t)B(t)− µXUXU(t),

dXI(t)
dt

=α1XU(t)B(t)−α2IA(t)XI(t)−µXIXI(t),

dIR(t)
dt

=SIR + β1B(t)− µIRIR(t),

dIA(t)
dt

=SIA + β2B(t)− µIAIA(t).

(4)

设模型 (方程 (4) ) 中的参数都为正, 则不难证明

方程 (4) 的解始终保持非负.

2 平衡点的存在性及稳定性

为了讨论方便, 引入记号 R0 = α3SIR
α20µIR

+ α4SIA
α20µIA

,

a = 1
B0

, ε = 1
σ − a, 对于方程 (4), 不难得到以下

结论.

定理 1 当 (1 − R0)(ε + α3β1
α20µIR

+ α4β2
α20µIA

) > 0

时, 即 R0 < 1, ε > − α3β1
α20µIR

− α4β2
α20µIA

, 或者 R0 > 1,

ε < − α3β1
α20µIR

− α4β2
α20µIA

, 方 程 (4) 存 在 唯 一 的 正 平

衡点 E∗ = (B∗, X∗
U, X∗

I , I∗R, I∗A) 及一个无菌平衡点
E0 = (0, X0

U, 0, I0
R, I0

A); 否则, 方程 (4) 仅存在无菌平

衡点E0, 其中 B∗= 1−R0

ε+
α3β1

α20µIR
+

α4β2
α20µIA

, X∗
U = SU

µXU+α2B∗ ,

X∗
I = α1X∗

UB∗

µXI+α2I∗A
, I∗R = SIR+β1B∗

µIR
, I∗A = SIA+β2B∗

µIA
,

X0
U = SU

µXU
, I0

R = SIR
µIR

, I0
A = SIA

µIA
.

对于任意的 τ > 0, 由线性化方法不难得到以下关
于 E0 的渐近稳定的结论.

定理 2 当 R0 > 1 时, 无菌平衡点 E0 局部渐近
稳定; 当 R0 < 1 时, 无菌平衡点 E0 不稳定.

下面讨论 E0 在 τ > 0 时的稳定性. 首先, 将正平

衡点 E∗ 平移到原点, 令 x1(t) = B(t) − B∗, x2(t) =
XU(t)−X∗

U, x3(t) = XI(t)−X∗
I , x4(t) = IR(t)− I∗R,

x5(t) = IA(t) − I∗A, 则由模型 (方程 (4) ) 可得线性
系统为

dx(t)
dt

= Mx(t) +Nx(t− τ), (5)

式中, x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t))T,
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M=



−α20B
∗(a + ε) 0 0 −α3B

∗ −α4B
∗

−α1X
∗
U −µXU − α1B

∗ 0 0 0

α1X
∗
U α1B

∗ −µXI − α2I
∗
A 0 −α2X

∗
I

β1 0 0 −µIR 0

β2 0 0 0 −µIA


, N=



aα20B
∗ 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


.

当 τ = 0 时, 由 Routh-Hurwitz 判据可得如下

定理.
定 理 3 当 ε < − β1α3

α20µIR
− β2α4

α20µIA
, R0 > 1

时, 正平衡点 E∗ 不稳定; 当ε > − β1α3
α20µIR

− β2α4
α20µIA

,

R0 < 1, 且 条 件 ① ε > 0, ② ε < 0, a1 > 0,
a2 > 0, a1a2 − a3 > 0 中有一个成立时, 正平衡点
E∗ 局部渐近稳定, 其中 a1 = εB∗α20 + µIR + µIA ,
a2 = (β1α3 +β2α4)B∗+ εB∗α20(µIR +µIA)+µIRµIA ,
a3 = B∗(β1α3µIA + β2α4µIR) + εB∗α20µIRµIA .

为研究 E∗ 在 τ > 0 时的稳定性, 假设正平衡点
E∗ 在τ = 0 时渐近稳定, 则不难得到系统 (方程 (5))
的特征方程为

(λ + µXI + α2I
∗
A)(λ + µXU + α1B

∗)(λ3 + p1λ
2+

p2λ + p3 + (q1λ
2 + q2λ + q3)e−λτ ) = 0, (6)

式中,

p1 = µIR + µIA + (a + ε)B∗α20,

p2 = µIRµIA + (µIR + µIA)(a + ε)B∗α20+

β1α3B
∗ + β2α4B

∗,

p3 = µIAµIRB∗α20(a + ε) + β1α3B
∗µIA+

β2α4µIRB∗,

q1 = − α20aB∗, q2 = −α20aB∗(µIA + µIR),

q3 = − α20aB∗µIAµIR .

显然, 方程 (6) 具有 2 个负解 −µXI −α2I
∗
A 和 −µXU −

α1B
∗, 且其他解由如下方程决定:

λ3+p1λ
2+p2λ+p3+(q1λ

2+q2λ+q3)e−λτ =0. (7)

证明 设方程 (7) 具有一对纯虚根±iω, ω > 0,
则有

− iω3 − p1ω
2 + ip2ω + p3+

(−q1ω
2 + q2iω + q3)e−iωτ = 0. (8)

将方程 (8) 的实部、虚部分开, 并消去三角函数, 可得

ω6 + (p2
1 − 2p2 − q2

1)ω4 + (p2
2 − 2p1p3+

2q1q3 − q2
2)ω2 + p2

3 − q2
3 = 0.

设 z = ω2, A1 = p2
1−2p2− q2

1 , A2 = p2
2−2p1p3 +

2q1q3 − q2
2 , A3 = p2

3 − q2
3 , 则上式可变为

z3 + A1z
2 + A2z + A3 = 0. (9)

类似文献 [5] 中的讨论, 可有以下定理.
定理 4 (1) 若 A2

1 − 3A2 6 0, 则方程 (9) 没有
正实根; (2) 若 A2

1 − 3A2 > 0, 则方程 (9) 具有一个
正实根当且仅当 z∗ = 1

3 (−A1 +
√

A2
1 − 3A2) > 0,

(z∗)3 + A1(z∗)2 + A2z
∗ + A3 6 0.

定理 5 当 R0 < 1, A2
1 − 3A2 6 0 时, 正平衡点

E∗ 局部渐近稳定.
下面通过构造 Liapunov 函数研究方程 (4) 平衡

点的全局渐近稳定性.
定理 6 当 B0 > σ, R0 > 1 时, 无菌平衡点 E0

全局渐近稳定.
证明 设 V1(t) = B(t), V2(t) = (IR(t) − I0

R)2,
V3(t) = (IA(t) − I0

A)2, 则 Vj (j = 1, 2, 3) 关于模型方
程 (4) 的全微分为

dV1(t)
dt

=α20B(t)−
(α20

σ
− k
)

B2(t)− k
(
B(t)−

α20

2kB0
B(t− τ)

)2

+
α2

20

4kB2
0

B2(t− τ)−

α3B(t)IR(t)− α4B(t)IA(t),

dV2(t)
dt

=2

(
−µIR

(
IR(t)−SIR

µIR

)2

+β1B(t)(IR(t)−I0
R)

)
,

dV3(t)
dt

=2

(
−µIA

(
IA(t)−SIA

µIA

)2

+β2B(t)(IA(t)−I0
A)

)
,

这里 k 为一个待定常数. 设V4(t) = V1(t) + α3
2β1

V2(t) +
α4
2β2

V3(t), 则

dV4(t)
dt

=(α20 − α3I
0
R − α4I

0
A)B(t)−(α20

σ
− k
)

B2(t) +
α2

20

4kB2
0

B2(t− τ)−

k

(
B(t)− α20

2kB0
B(t− τ)

)2

−

α3µIR

β1

(
IR(t)−SIR

µIR

)2

−
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α4µIA

β2

(
IA(t)− SIA

µIA

)2

.

定义

V5(t) =
∫ t

t−τ

B2(s)ds, V (t) = V4(t) +
α2

20

4kB2
0

V5(t),

可求得 V (t) 关于系统模型(方程 (4)) 的全微分为

dV (t)
dt

=− α20

2kB0
B2(t−τ)−α3µIR

β1

(
IR(t)−SIR

µIR

)2

−

α4µIA

β2

(
IA(t)− SIA

µIA

)2

.

由上式可得, 当
α20 − α3I

0
R − α4I

0
A < 0,

α20

σ
− k − α2

20

4kB2
0

> 0
(10)

时, dV (t)
dt 是负定的. 由式 (10) 中的第 2 个不等式,

可得
k1 < k < k2,

其 中 k1 = α20(B0+
√

B2
0−σ2)

2σB0
, k2 = α20(B0−

√
B2

0−σ2)

2σB0
,

B0 >σ.
为 保 证 式 (10) 中 的 第 2 个 不 等 式 成 立, 不 妨

取 k = k1+k2
2 . 由 Liapunov 稳定性理论[6]可得, 当

B0 > σ, R0 > 1 时, 无菌平衡点 E0 全局渐近稳定.
下面讨论正平衡点 E∗ 的全局渐近稳定性. 令

x1(t) = ln(B(t)
B∗ ), x2(t) = XU(t) − X∗

U, x3(t) =
XI(t)−X∗

I , x4(t) = IR(t)− I∗R, x5(t) = IA(t)− I∗A, 则
模型(方程 (4)) 可变为

dx1(t)
dt

= α20B
∗
( 1

B0
(ex1(t−τ) − 1)−

1
σ

(ex1(t) − 1)
)
− α3x4(t)− α4x5(t),

dx2(t)
dt

= −α1X
∗
UB∗(ex1(t) − 1)−

µXUx2(t)− α1B
∗ex1(t)x2(t),

dx3(t)
dt

= −(α2I
∗
A + µXU)x3(t)−

α2X
∗
I x5(t) + α1B

∗X∗
U(ex1(t) − 1)+

α1B
∗xx1(t)x2(t)− α2x3(t)x5(t),

dx4(t)
dt

= β1B
∗(ex1(t) − 1)− µIRx4(t),

dx5(t)
dt

= β2B
∗(ex1(t) − 1)− µIAx5(t).

(11)

定理 7 当 ε > β1α3
α20µIR

+ β2α4
α20µIA

, R0 < 1 时, 正平

衡点 E∗ 全局渐近稳定.

证明 令 V j(t) = |xj(t)|, j = 1, 2, 3, 则 V j(t) 关
于方程 (11) 的广义导数为

D+V 1(t) =
α20B

∗

B0
sgn x1(t)(ex1(t−τ)−1)−

α20B
∗

σ
|ex1(t)−1|−sgn x1(t)(α3x4(t)+α4x5(t)),

D+V 2(t) = β1B
∗sgn x4(t)(ex1(t) − 1)− µIR |x4(t)|,

D+V 3(t) = β2B
∗sgn x5(t)(ex1(t) − 1)− µIA |x5(t)|.

为得到 E∗ 的稳定性, 令

V 4(t) =
∫ t

t−τ

|ex1(s) − 1|ds,

V (t) = V 1(t) +
α20B

∗

B0
V 4(t)+

(1 + δ)
(

α3

µIR

V 2(t) +
α4

µIA

V 3(t)
)

,

其中 δ 为一个任意的正常数.
经过计算, 可得 V (t) 的广义导数为

D+V (t)6α20B
∗
( 1

B0
− 1

σ
+(1+δ)

( β1α3

α20µIR

+
β2α4

α20µIA

))
·

|ex1(t) − 1| − δ(α3|x4(t)|+ α4|x5(t)|).

由 δ 的任意性可知, ε > β1α3
α20µIR

+ β2α4
α20µIA

成立,
且当 t → ∞ 时, x1(t), x4(t), x5(t) 均收敛于 0, 则由
L’Hospital 法则不难证明, 当 t → ∞ 时, x2(t), x3(t)
收敛于 0.

因此, 当 ε > β1α3
α20µIR

+ β2α4
α20µIA

, R0 < 1 时, 正平衡
点 E∗ 全局渐近稳定.

3 无菌平衡点在奇异条件下的稳定性

根据第 2 节的讨论可知, 当 R0 = 1 时, 对于所有
的 τ > 0 模型 (方程 (4)) 在无菌平衡点 E0 处的 Ja-
cobi 矩阵具有唯一的 0 特征根. 下面将利用中立性泛
函微分方程的理论和方法[7-8]讨论无菌平衡点 E0 在
R0 = 1, τ > 0 条件下的稳定性.

首先, 把 α20 写为扰动形式 α20 = d + µ, 其中

d = SIRα3

µIR
+ SIAα4

µIA
, µ 为充分小的参数.

显然, 当 µ = 0 时, R0 = 1. 为讨论非双曲平衡点
E0 的稳定性, 令 x1(t) = B(t), x2(t) = XU(t) − X0

U,
x3(t) = XI(t), x4(t) = IR(t)− I0

R, x5(t) = IA(t)− I0
A,

t → t
τ , 且记 xi(τt) 为 ui(t), i = 1, 2, · · · , 5, 可得

du(t)
dt

= τ(M(µ)u(t) + f(u(t),u(t− 1), µ), (12)

式中, u = (u1, u2, u3, u4, u5)T,
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M(µ) =



µ 0 0 0 0

−α1X
0
U −µXU 0 0 0

α1X
0
U 0 −α2I

0
A − µXI 0 0

β1 0 0 −µIR 0

β2 0 0 0 −µIA


,

f(u(t),u(t−1), µ) =



(d+µ)u1(t)(au1(t−1)−(a+ε)u1(t))−u1(t)(α3u4(t)+α1u5(t))

−α1u1(t)u2(t)

α1u1(t)u2(t)− α2u3(t)u5(t)

0

0


.

设 C = C([−1, 0],R5) 为 [−1, 0] 到 R5 上具有极

大值泛数的连续函数空间. 定义 zt ∈ C, zt(θ) =
z(t + θ), θ ∈ [−1, 0], 则式 (12) 可写为如下泛函微分
方程:

ż(t) = L(µ)(zt) + F (zt, µ), (13)

式中, V 为 0 在实数空间的一个邻域, L : C × V → R5

为一个有界算子族, F : C × V → R5 为一个连续可微

函数, 它们满足 F (0, µ) = 0, ∂F (0,µ)
∂z = 0,L(µ)(ϕ) =

L(0)ϕ + L1(µ)ϕ,F (ϕ, µ) = F2(ϕ, µ) + F3(ϕ, µ) 且

ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5)T ∈ C,

L(0)ϕ = τ



0

−α1X
0
Uϕ1(0)− µXIϕ2(0)

α1X
0
Uϕ1(0)− (α2I

0
A + µXI)ϕ3(0)

β1ϕ1(0)− µIRϕ4(0)

β2ϕ1(0)− µIAϕ5(0)


, L1(µ)ϕ = τ



µϕ1(−1)

0

0

0

0


,

F2(ϕ, µ) = τ



dϕ1(0)(aϕ1(−1)− (a + ε)ϕ1(0))− ϕ1(0)(α3ϕ4(0) + α4ϕ5(0))

−α1ϕ1(0)ϕ2(0)

α1ϕ1(0)ϕ2(0)− α2ϕ3(0)ϕ5(0)

0

0


,

F3(ϕ, µ) = τ



µϕ1(0)(aϕ1(−1)− (a + ε)ϕ1(0))

0

0

0

0


.

由 Riesz 引理可知, 线性算子 L可表示为如下积分形式:

L(µ)(ϕ) =
∫ 0

−1

dηµ(θ)ϕ(θ),
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式中,

ηµ(θ) =

τM(µ), θ = 0,

0, −1 6 θ < 0

为 [−1, 0] 上的有界变分矩阵值函数.
令 R5∗ 为 5-维行向量空间, C∗ = C([−1, 0],R5∗),

定义 C∗ × C 上的双线性型为

〈ψ(s),ϕ(θ)〉=ψ(0)ϕ(0)−
∫ 0

−1

∫ θ

0

ψ(ξ−θ)dηµ(θ)ϕ(ξ)dξ,

式中, ϕ ∈ C, ψ ∈ C∗.
设A(µ) 为系统 ż(t) = L(µ)zt 的解的无穷小生成

元, σ[A(µ)] 为A(µ) 的谱, 则A(µ) 的共轭算子A∗(µ)
为系统 ẇ(t) = −

∫ 0

−1
w(t− θ)dηµ(θ) 的解的无穷小生

成元.
为 方 便 起 见, 记 A(0) = A0, Λ0 = {λ ∈

σ(A0)|Re λ= 0}. 根据上面的讨论, 有 Λ0 = {0}.
运用泛函微分方程中的结论[7]可知, 像空间 C 可

被 Λ0 分解为 C = P
⊕
Q, 其中 P 为 Λ0 中特征值的

广义特征向量空间, Q = {ϕ ∈ C| < ψ,ϕ >= 0 对于
所有的 ψ ∈ P ∗}, 对偶空间 P ∗ 为A∗(0) 相应于 Λ0 的
广义特征空间. 设 Φ 和 Ψ 分别是 P 和 P ∗ 的对偶基,
且满足 〈Ψ(s),Φ(θ)〉 = 1. 通过计算可得

Φ(θ)=
(
1,−αX0

U

µXU

,
α1X

0
U

µIA + α2I0
A

,
β1

µIR

,
β2

µIA

)T

,−16θ60;

Ψ(s) = (1, 0, 0, 0, 0), 0 6 s 6 1.

令 K = 0, 则 Φ̇ = ΦK, Ψ̇ = −KΨ 同时成立.
采用文献 [8] 中的符号, 设 BC 为从 [−1, 0] 到 R5 在
[−1, 0) 上一致连续且在 0 处不连续的函数组成的 Ba-
nach 空间. 不难发现, 空间 BC 中的元素 f 可表示
为如下形式 f = ϕ + X0ρ, 其中 ϕ ∈ C, ρ ∈ R5,

X0(θ) =

I, θ = 0,

0, −1 6 θ < 0.
因此, 可以将空间 BC

赋予范数 ‖f‖ = ‖ϕ + X0ρ‖ = ‖ϕ‖C + ‖ρ‖R5 , 其

中 ‖ · ‖C , ‖ · ‖R5 分别为 C 和 R5 中的范数. 设 π 为

BC 到 P 上的投影算子, 则 π(ϕ + X0ρ) = Φ(< Ψ ,

ϕ > +Ψ(0)ρ). 将 BC 分解为 BC = P
⊕

Ker π,
其 中Q⊂

6=Ker π, Q 是 P 在 C 上 的 无 穷 维 补 空 间.
对任意一个 t, zt ∈ C1 可分解为 zt = Φx(t) + y,
其中 x(t) ∈ R, y ∈ Q1 = Q ∩ C1, C1 为 C 中所有
的连续可微函数组成的空间.

将式 (13) 重新表达, 可转化为

ż(t) = L0zt +L1(µ)zt + F (zt, µ).

进一步, 系统方程 (13) 在方程 (4) 下可分解为如下

形式:ẋ = Kx + f1
2 (x, y, µ) + f1

3 (x, y, µ),

ẏ = AQ1y + f2
2 (x, y, µ) + f2

3 (x, y, µ),
(14)

式中, AQ1 = ẏ +X0(L0(y) − ẏ(0)) 为 A 在 Q1 上的
限制, 且

f1
2 (x, y, µ)= Ψ(0)

(
L1(µ)(Φx + y) + F2(Φx + y, µ)

)
,

f2
2 (x, y, µ)= (I−π)X0

(
L1(µ)(Φx+y)+F2(Φx+y, µ)

)
,

f1
3 (x, y, µ)= Ψ(0)F3(Φx + y, µ),

f2
3 (x, y, µ)= (I − π)X0F3(Φx + y, µ).

接下来, 运用文献 [8] 中的方法计算系统方程 (14)
的规范型. 假设由第 2, 3, · · · , j − 1 步变换得到如下

系统: 

ẋ=Kx+
j−1∑
l>2

1
l!

g1
j (x, y, µ)+

1
j!

f̃1
j (x, y, µ)+h·o·t,

ẏ=AQ1y+
j−1∑
l>2

1
l!

g2
j (x, y, µ)+

1
j!

f̃2
j (x, y, µ)+h·o·t,

(15)

式中, f̃j ∈ (f̃1
j , f̃2

j ) 为关于 (x, y, µ) 的 j 次项, h · o · t
为高次项. 令

(x, y)=(x̂, ŷ)+Uj(x̂, µ) ≡ (x̂, ŷ)+(U1
j (x̂, µ),U2

j (x̂, µ)),

式中, x, x̂∈R, y, ŷ∈Q1, 且 U1
j : R2→R, U2

j : R2→
Q1 为关于 (x, µ) 的 j 次多项式. 忽略̂ , 则系统方程
(14) 可变为如下规范型:

ẋ = Kx +
∑
j>2

1
j!

g1
j (x, y, µ),

ẏ = AQ1y +
∑
j>2

1
j!

g2
j (x, y, µ),

(16)

式中,

g1
j (x, y, µ) = f̃1

j (x, y, µ)− (DxU
1
j (x, µ)Kx−

KU1
j (x)),

g2
j (x, y, µ) = f̃2

j (x, y, µ)− (DxU
2
j (x, µ)Kx−

AQ1U2
j (x)).

(17)

不难验证, 系统方程 (13) 关于 Λ0 = {0} 满足非
共振条件[8], 则在不变流行上方程 (13) 可简化为如下

一维常微分方程模型:

ẋ = Kx +
1
2!

g1
2(x, 0, µ) +

1
3!

g1
3(x, 0, µ) + h · o · t,
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式中, g1
j (x, 0, µ) 由下述过程确定.

定义 1 对任意的 j > 2, 定义从 V 2
j (R2 ×Ker π)

到其自身的算子 Mj , 有

Mj(h1, h2) = (M1
j h1,M

2
j h2),

(M1
j h1)(x, µ) = Dxh1(x, µ)Bx−Bh1(x, µ),

(M2
j h2)(x, µ) = Dxh2(x, µ)Bx−AQ1(h2(x, µ),

式中, V 2
j (Y ) 为 Y 上关于 (x, µ) ∈ R2 的二元 j 次多项

式空间.
由文献 [8] 可得, Uj(x) = M−1

j PI,j f̃j(x, 0, µ) ∈
Ker(Mj)c, 进一步有 g1

j (x, 0, µ)=(I−PI,j)f̃1
j (x, 0, µ)∈

Im(M1
j )c, 其中 PI,j=(P 1

I,j , P
2
I,j)为V 2

j (R2)×V 2
j (Ker π)

到 Im(M1
j )×Im(M2

j ) 上的投影算子.
由于 K =0, 不难得到 [Im(M1

2 )]c =span{x2, xµ,

µ2}, 则

1
2
g1
2(x, 0, µ) = τ

(
µx−

(
dε− β1α3

µIR

− β2α4

µIA

)
x2
)
.

在不变流形 y = 0 上方程 (13) 的规范型为

ẋ=τ
(
µx−

(
dε− β1α3

µIR

− β2α4

µIA

)
x2+f3(x, 0, µ)

)
, (18)

式中, f3(x, 0, µ) 为关于 (x, µ) 的次数大于等于 3 的项.
定理 8 当 R0 = 1, ε 6= β1α3

dµIR
+ β2α4

dµIA
时, 无菌平

衡点 E0 不稳定.

4 结 束 语

从生物学观点来看, SIR
µIR

表示天然免疫系统在无

菌平衡点的密度, SIR
µIR

与病菌清除率常数 α3 的乘积表

示天然免疫系统对病菌的挑战力, α20 表示病菌对免

疫系统的反抗力, 因此 R0 = α3SIR
α20µIR

表示天然免疫系

统的清除力与病菌自身的反抗力的比. 当 R0 > 1时,
天然免疫系统的挑战力大于病菌自身的反抗力, 在系

统方程 (4) 无菌平衡点 E0 的吸引域内, 病菌将被彻
底清除; 当 R0 < 1 时, 天然免疫系统的挑战力小于
病菌自身的反抗力, 病菌和免疫细胞共存于宿主体内.
类似地, SIA

µIA
表示获得性免疫细胞在无菌平衡点处的

密度, SIA
µIA

与获得性免疫系统对病菌的清除率常数 α4

的乘积表示获得性免疫系统对病菌的挑战力, 因此

R0 = α3SIR
α20µIR

+ α4SIA
α20µIA

表示整个免疫系统的挑战力与
病菌自身反抗力的比值. 当 R0 > 1 时, 病菌的反抗力
小于整个免疫系统的挑战力, 在系统方程 (4) 的无菌
平衡点的吸引域内, 病菌被彻底清除; 当 R0 < 1 时, 病

菌的反抗力大于整个免疫系统的抵抗力, 病菌和免疫

系统细胞共存于宿主体内. 很明显, 整个免疫系统的挑
战力大于单个免疫系统(天然免疫系统或获得性免疫

系统)的挑战力, 这说明了通过预防接种来提高人体抵
抗疾病能力的科学性.
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