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摘要：研究了Ｏｓｔｒｏｖｓｋｙ给出ｋｍｅａｎｓ问题的（１＋ε）近似算法，针对算法中取样参数小的以及枚举数量大的不足，
证明了可以选择一个更大的取样参数减小取样点集，基于随机算法，提出新的枚举策略减少枚举数量。本文分析

了算法的成功概率。改进算法的期望时间复杂度为Ｏ（２Ｏ（ｋα２／ε）ｄｎ），其中ｄ、ｎ分别为问题实例的空间维数和输入

点个数，α是小于１的分隔系数。 (算法的成功概率为
１
２ １－ｅ －１２( )( ) )ε

ｋ

（１－Ｏ（槡α））。与Ｏｓｔｒｏｖｓｋｙ给出的算法

相比，算法的运算效率得到很大的提高。
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２ １－ｅ －１２( )( ) )ε

ｋ

（１－Ｏ（槡α））．Ｃｏｍｐａｒｅｄｔｏｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｔｈｅｉｍ

ｐｒｏｖｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｒｕｎｓｍｏｒｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ；ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ；ｃｅｎｔｒｏｉｄ

０　引言

给定ｄ维空间中的点集Ｐ，ｋｍｅａｎｓ聚类问题要
求选取ｋ个中心点，使 Ｐ中的点与其距离最近的中
心点的距离平方和最小。形式化描述为：

实例：点集Ｐ∈Ｒｄ，正整数ｋ∈Ｚ＋。

目标：寻找点集 Ｃ＝｛ｃ１，ｃ２，…，ｃｋ｝，最小化
∑
ｐ∈Ｐ
［ｄ（ｐ，Ｃ）］２，其中：ｄ（ｐ，Ｃ）＝ｍｉｎ

ｃｉ∈Ｃ
｛ｄ（ｐ，ｃｉ）｝。

ｋｍｅａｎｓ问题的教科书算法为 Ｌｌｏｙｄ等给出的
启发式方法［１５］，该方法首先从给定点集中随机取

出ｋ个点作为初始中心点，然后进行收敛计算直到
局部收敛为止。Ｌｌｏｙｄ算法简单而容易实现，但运
行结果依赖于初始值，算法无法保证一个确切的求
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解近似度。由于局部搜索技术在求解 ｋｍｅｄｉａｎ问
题算法上表现出较好的结果［６７］，Ｋａｎｕｎｇｏ与 Ｓｏｎｇ
分别探讨了利用局部搜索技术求解ｋｍｅａｎｓ问题算
法。Ｋａｎｕｎｇｏ等给出 ｋｍｅａｎｓ问题９＋ε近似度局
部搜索算法［８］，但算法需要利用空间结构划分求到

一个候选中心点集，候选中心点集求解十分复杂，算

法显得不够实用。Ｓｏｎｇ等进一步证明，如果将给定
实例点集Ｐ作为中心点的候选点集，通过对候选中
心点集局部搜索，可使算法的近似度达到 Ｏ（１）［９］。
但Ｏ（１）隐含的常数值较大，这是由于算法在迭代过
程中，当每次交换１个中心点时，其值可达１６２；而当
执行多于１个中心点的交换时，该值为５０。１９９４年，
Ｍ．Ｉｎａｂａ等给出求解２ｍｅａｎｓ问题的（１＋ε）近似算
法［１０］。２０００年，Ｍａｔｏｕｓｅｋ等利用点的空间结构划分
给出一个时间复杂度为 Ｏ（ｎε－２ｋ２ｄｌｏｇｋｎ）的（１＋ε）
近似算法［１１］。２００４年，ＨａｒＰｅｌｅｄ利用核心点集技术
给出了一个时间复杂度为Ｏ（ｎ＋ｋｋ＋２ε－（２ｄ＋１）ｋｌｏｇｋ＋１

ｎｌｏｇｋ（１／ε））的（１＋ε）近似算法［１２］。近几年，国内

外部分学者研究利用随机算法求解 ｋｍｅａｎｓ聚类问
题（１＋ε）近似算法［１３１６］。ＡｍｉｔＫｕｍａｒ基于随机取
样，给出近似性能比为（１＋ε）的算法［１３］，算法时间复

杂度为Ｏ（２（ｋ／ε）Ｏ（１）ｄｎ）。设 Δ２ｋ（Ｐ）、Δ
２
ｋ－１（Ｐ）分别表

示针对点集Ｐ求解ｋ个中心和ｋ－１个中心作为最优
解的解值，Ｏｓｔｒｏｖｓｋｙ基于初始中心点选择，对于满足
条件Δ２ｋ（Ｐ）／Δ

２
ｋ－１（Ｐ）≤α

２（０＜α２１）的 ｋｍｅａｎｓ
聚类子问题将 Ｋｕｍａｒ所给出算法时间复杂度由
Ｏ（２（ｋ／ε）Ｏ（１）ｄｎ）改进为Ｏ（２Ｏ（ｋ（１＋α２）／ε）ｄｎ）［１６］。

本文主要工作为：（１）放大了选取样本参数值
β；（２）改进了从样本点集中枚举部分样本点，用以
计算质心点的方法；（３）原算法描述中未能给出计
算（１＋ε）近似解的成功概率表达式，我们分析了
改进算法的成功概率。改进算法的期望时间复杂度

为Ｏ（２Ｏ（ｋα２／ε）ｄｎ），

(
成功概率为

１
２ １－ｅ

－１２( )( ) )ε
ｋ
（１－Ｏ（槡α））。

１　符号标记与基本结论

给定ｋｍｅａｎｓ问题实例：点集 Ｐ∈Ｒｄ和正整数
ｋ∈Ｚ＋，记 Δ２ｋ（Ｐ）为该实例最优解的解值，设 Ｃ＝
｛ｃ１，ｃ２，…，ｃｋ｝为该实例任意 ｋ个中心点的集合，则
记：Δ２（Ｐ，Ｃ）＝∑

ｘｉ∈Ｐ
ｍｉｎｃ∈Ｃ‖ｘｉ－ｃ‖

２。

定义 １１　给定点集 Ｐ，其质心点定义为：
ｃ（Ｐ）＝ ∑

ｐ∈Ｐ
( )ｐ／｜Ｐ｜。设Ｃ′＝｛ｃ′１，ｃ′２，…，ｃ′ｋ｝为ｄ维

空间中的点集，０＜ε＜１，如果 Ｃ′满足 Δ２（Ｐ，Ｃ′）≤

（１＋ε）Δ２ｋ（Ｐ），则称Ｃ′为Ｐ的ε近似质心点集。
定义 １２　给定点集Ｐ和正整数ｋ，若存在０＜

α＜１２，满足Δ
２
ｋ（Ｐ）≤α

２Δ２ｋ－１（Ｐ），则称点集 Ｐ满足

α可分割性。
定义 １３　给定点集 Ｐ，Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ｝，

Ｒ（ｘｉ）＝｛ｐ∈Ｐ｜ｄ（ｐ，ｘｉ）≤ｄ（ｐ，ｘｊ）（ｊ≠ｉ）｝，则称
Ｒ（ｘ１），…，Ｒ（ｘｋ）为Ｐ关于 Ｘ的一个 Ｖｏｒｏｎｏｉ划分，
称Ｒ（ｘｉ）为Ｐ的一个Ｖｏｒｏｎｏｉ划分子集。

引理 １１［１３］　给定点集 Ｐ，Ｐ的质心点为关于
点集Ｐ的１ｍｅａｎｓ最优解。

Ｉｎａｂａ等［１］指出在欧氏空间中，只需从 Ｐ中随
机选取部分点，取样点集的质心点则以较大的概率

成为Ｐ的ε近似质心点。该结论详细描述为：
引理 １２［１０］　给定点集 Ｐ，从 Ｐ中均匀地随机

选取部分点，设Ｓ为取样点的集合，ｍ＝｜Ｓ｜，ｃ（Ｓ）为
Ｓ的质心点，则存在 δ（０＜δ＜１），使下述不等式成
立的概率至少为１－δ。

Δ２（Ｐ，ｃ（Ｓ））＜ １＋１δ( )ｍΔ２１（Ｐ）。
根据该引理，如果从集合 Ｐ中随机取样 ｍ＝２

ε
个点，选择δ＝１／２，则取样点集的质心点满足 Ｐ的
１ｍｅａｎｓ聚类（１＋ε）近似解的概率至少为１／２。由
此我们给出如下定义：

定义 １４　给定点集 Ｐ，ε∈（０，１），设 ＬＰ。

若Ｌ满足：当｜Ｐ｜＜２
ε
时 Ｌ＝Ｐ；当｜Ｐ｜≥２ε

时｜Ｌ｜＝

２
ε
，则称Ｌ为Ｐ的一个标志点集。

显然，对于一个给定点集Ｐ，Ｐ的标志点集的个

数Ｃ
２
ε
｜Ｐ｜。

２　改进前的（１＋ε）近似算法

给定点集Ｐ，设 Ｐ所对应的 ｋｍｅａｎｓ聚类最优
划分子集为 Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｋ，ｃ１，ｃ２，…，ｃｋ分别为 Ｐ１，
…，Ｐｋ的质心点。文献［１６］关于 ｋｍｅａｎｓ的（１＋
ε）近似算法主要想法为：计算 ｋ个初始点，对每个
初始点，确定一个子集 Ｒｉ，Ｒｉ以较高的概率满足：
ＰｉＲｉ。从 Ｒｉ中随机选取部分点，基于该取样点
集，枚举少量样本点，以枚举出的少量样本点集的质

心点作为Ｐｉ的一个中心点，引理１２保证这样得到
的中心点以较大的概率满足Ｐｉ的（１＋ε）近似解。
２１　初始点的选取

随机选取 Ｏ（ｋ）个点，采用反向贪心策略将
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Ｏ（ｋ）个点减少为 ｋ个点，以这 ｋ个点作为初始点。
在 Ｃｈｒｏｂａｋ等给出的 ｋｍｅｄｉａｎ问题反向贪心算
法［１７］中使用过同样策略。

２１１　Ｏ（ｋ）个点的选取

设ρ＝槡α，Ｎ＝２ｋ／（１－５ρ）＋２ｌｎ（２／ρ）／（１－
５ρ）２，算法非均匀地从 Ｐ中随机选取 Ｎ＝Ｏ（ｋ）个
点，得到的取样点集记为Ｓ。选取过程如下：首先从
Ｐ中随机选取两个点 Ｓ＝｛ｘ１，ｘ２｝，遵循两点距离越
大，被选取概率越大的原则。再依次随机选取点

ｘ３，…，ｘＮ，选取第 ｉ（ｉ＞２）个点时，遵循一个点与已
选择的点距离平方和越大，则该点被选取概率越大

的原则。因此算法规定第一次选择两个点｛ｘ１，ｘ２｝

的概率表达式为：
‖ｘ１－ｘ２‖

２

∑
｛ｘ，ｙ｝Ｐ

‖ｘ－ｙ‖２。设 ｄ（ｘ，Ｓ）＝

ｍｉｎ
ｃｊ∈Ｓ
｛ｄ（ｘ，ｃｊ）｝，规定选择第 ｉ个点 ｘｉ的概率表达式

为：
ｄ（ｘｉ，Ｓ）

２

∑
ｘ∈Ｐ
ｄ（ｘ，Ｓ）２

。算法可描述为：

算法１：Ｏ（ｋ）个点选取算法
输入：点集Ｐ
（１）从Ｐ中随机选取两个点ｘ１，ｘ２，选择概率为

‖ｘ１－ｘ２‖
２

∑
｛ｘ，ｙ｝Ｐ

‖ｘ－ｙ‖２，Ｓ＝｛ｘ１，ｘ２｝

（２）Ｗｈｉｌｅ选取点数≤Ｎ
（３）　从 Ｐ中随机选取一点 ｘｉ（ｉ≥３），选取概

率为
ｄ（ｘｉ，Ｓ）

２

∑
ｘ∈Ｐ
ｄ（ｘ，Ｓ）２

，Ｓ＝Ｓ∪｛ｘｉ｝。

（４）ＥｎｄＷｈｉｌｅ
（５）返回选取点｛ｘ１，…，ｘＮ｝。
结论 ２１［１６］　给定点集 Ｐ，如果 Ｐ满足 α可分

割性，记ρ＝槡α，ｒ
２
ｉ＝
Δ２１（Ｐｉ）
｜Ｐｉ｜

，那么算法１至少以１－

Ｏ（ρ）的概率满足：针对每个最优划分子集的质心点
ｃｉ，Ｓ中存在相应的某个取样点 ｘｊ∈ Ｓ，满足

‖ｘｊ－ｃｉ‖≤ｒｉ／ρ槡
３，算法的时间复杂度为Ｏ（ｎｋｄ）。

２１２　ｋ个点的选择
设算法１得到的点集为 Ｓ＝｛ｘ１，…，ｘＮ｝，基于

点集Ｐ，计算Ｓ的一个Ｖｏｒｏｎｏｉ划分。设Ｒ（ｘ）（ｘ∈
Ｓ）为Ｐ的一个Ｖｏｒｏｎｏｉ划分子集，Ｒ（ｘ）的质心点记
为ｃ（Ｒ（ｘ））。计算每个划分子集 Ｒ（ｘ）的质心点，
得到一个集合 Ｓ^＝｛^ｘ＝ｃ（Ｒ（ｘ））｜ｘ∈Ｓ｝。对每个
ｘ^∈Ｓ^，赋权ｗ（^ｘ）＝｜Ｒ（ｘ）｜。

下面给出利用反向贪心算法由 Ｓ^计算ｋ个中心
点的实现过程。开始，^Ｃ＝Ｓ^，首先基于 Ｃ^计算 Ｓ^的
Ｖｏｒｏｎｏｉ划分。对于每个 ｘ^∈Ｃ^，记Ｒ（^ｘ）为 Ｓ^的一个

Ｖｏｒｏｎｏｉ划分子集，该划分的赋权代价定义为：Ｔ＝
∑^
ｘ∈Ｃ^
∑

ｙ∈Ｒ（^ｘ）
ｗ（ｙ）‖ｙ－ｘ^‖２。对于每个 ｘ^∈Ｃ^，以点集

Ｃ^－｛^ｘ｝重新对 Ｓ^作 Ｖｏｒｏｎｏｉ划分。设 Ｒ－^ｘ（ｚ）为以
ｚ∈Ｃ^－｛^ｘ｝为中心点的划分子集，划分的赋权代价
为 Ｔ^ｘ＝ ∑ｚ∈Ｃ^＼｛^ｘ｝ ∑ｙ∈Ｒ－^ｘ（ｚ）

ｗ（ｙ）‖ｙ－ｚ‖２。选择 Ｔ^ｘ－Ｔ最

小的 ｘ^，从 Ｃ^中删除 ｘ^。重复该过程，直到剩余 ｋ个
中心点为止。算法描述为：

算法２：求解ｋ个初始点
输入：点集 Ｓ^，^Ｓ上相应点的权集合
（１）^Ｃ＝^Ｓ
（２）Ｗｈｉｌｅ｜^Ｃ｜＞ｋ
（３）　计算以 Ｃ^为中心点服务于 Ｓ^中所有点的

赋权代价Ｔ
（４）　对每个 ｘ^∈Ｃ^，分别计算以 Ｃ^－｛^ｘ｝为中

心点服务于 Ｓ^中所有点的赋权代价 Ｔ^ｘ
（５）　选择使Ｔｙ－Ｔ最小的ｙ∈Ｃ^，^Ｃ＝Ｃ^－｛ｙ｝
（６）　对于每个 ｘ^∈Ｃ^，置 Ｒ（^ｘ）＝Ｒ－ｙ（^ｘ），^Ｃ＝

Ｃ^＼｛^ｘ｝∪｛ｃ（Ｒ（^ｘ））｝。
（７）ＥｎｄＷｈｉｌｅ
（８）返回选取Ｎ个点
上述算法第（５）步删除 ｙ后的中心点集为 Ｃ^＝

Ｃ^－｛ｙ｝。算法第（６）步实现可描述为：重新赋值其
关于 Ｓ^的Ｖｏｒｏｎｏｉ划分子集Ｒ－ｙ（^ｘ）；计算每个新划
分子集的质心点，将其加入到集合 Ｃ^中，同时删除
相应的中心点 ｘ^，即 Ｃ^＝Ｃ^＼｛^ｘ｝∪｛ｃ（Ｒ（^ｘ））｝。

设Ｃ＝｛ｃ１，…，ｃｋ｝为 ｋｍｅａｎｓ实例最优解的中
心点集，记 Ｄｉ＝ｍｉｎｊ≠ｉ‖ｃｊ－ｃｉ‖，其中 ｃｉ，ｃｊ∈Ｃ。
调用算法２所求得的 ｋ个初始点设为｛^ｃ１，^ｃ２，…，
ｃ^ｋ｝，文［１６］给出如下结论：

结论 ２２［１６］　给定点集Ｐ，Ｐ满足α可分割性，

记ρ＝槡α。如果对于每个 ｃｉ，存在相应的某个取样

点ｘｉ∈Ｓ，满足‖ｘｉ－ｃｉ‖≤ｒｉ／ρ槡
３，则算法２得到的

Ｃ^中必存在一个点 ｃ^ｉ，满足‖ｃｉ－ｃ^ｉ‖≤
Ｄｉ
１０，算法的

时间复杂度为Ｏ（ｋ３ｄ）。
２２　ｋｍｅａｎｓ聚类的（１＋ε）近似算法

给定点集Ｐ，记算法１和算法２所求得的初始
中心点集为 Ｃ^＝｛^ｃ１，^ｃ２，…，^ｃｋ｝，结论２１与２２确
保 Ｃ^与Ｃ会以较大的概率接近到距离足够小，即每
个 ｃ^ｉ与ｃｉ的距离不超过 Ｄｉ／１０的概率至少为１－

Ｏ（ρ）。记ρ１＝
３６α２

１－α２
，^ｄｉ＝ｍｉｎｊ≠ｉ‖ｃ^ｊ－ｃ^ｉ‖，对于每

一个点ｘ∈Ｐ，设 ｃ^（ｘ）∈｛^ｃ１，^ｃ２，…，^ｃｋ｝为满足‖ｘ－
ｃ^（ｘ）‖＝ｍｉｎｊ‖ｘ－ｃ^ｊ‖的初始点。分别定义点集
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Ｂｉ、Ｒｉ和Ｐ
ｃｏｒ
ｉ如下：

　Ｂｉ＝ ｘ｜ｘ∈Ｐ∧‖ｘ－^ｃｉ‖≤
ｄ^ｉ{ }３ ；

　Ｒｉ＝｛ｘ｜ｘ∈Ｐ∧‖ｘ－^ｃｉ‖≤‖ｘ－^ｃ（ｘ）‖＋
‖ｃ^ｉ－^ｃ（ｘ）‖

４ ｝；

　Ｐｃｏｒｉ ＝ ｘ｜ｘ∈Ｐｉ∧‖ｘ－ｃｉ‖
２≤
ｒ２ｉ
ρ{ }
１
。

显然 Ｂｉ、Ｒｉ均可根据 Ｐ和 Ｃ^计算得到。文
［１６］给出点集Ｂｉ、Ｒｉ、Ｐ

ｃｏｒ
ｉ的包含关系如下：

结论 ２３［１６］　设 Ｐ的最优划分子集为 Ｐ１，Ｐ２，
…，Ｐｋ，其中 Ｐｉ（ｉ＝１，２，…ｋ）的质心点为 ｃｉ。若

‖ｃｉ－^ｃｉ‖≤
Ｄｉ
１０，则下述３个式子均成立：

ＰｃｏｒｉＢｉＰｉＲ；ｉ

｜Ｐｉ｜≥β｜Ｒｉ｜β＝
１

１＋１４４α( )２ ；
｜Ｐｃｏｒｉ ｜≥（１－ρ１）｜Ｐｉ｜。
文献［１６］仍然利用Ｋｕｍａｒ等给出１＋ε近似算

法的思想，求到ｋｍｅａｎｓ实例的（１＋ε）近似解。先

从每个集合Ｒｉ中随机选取
４
βε
个点，设取样点集为Ｓｉ

（１≤ｉ≤ｋ）。每个 Ｓｉ含有 Ｃ
２
ε４
βε
个标志点集。设 Ｓｉ中

所有标志点集的质心点集为 ｃｔｒ（Ｓｉ）。从 ｃｔｒ（Ｓ１），
…，ｃｔｒ（Ｓｋ）中各选择一个点，得到的 ｋ个点即为 Ｐ
的一个 ｋｍｅａｎｓ可行解。分别在 ｃｔｒ（Ｓ１），…，
ｃｔｒ（Ｓｋ）中枚举所有可能的 ｋ个中心点，选择目标函
数最小的 ｋ个中心点，即为算法的最终解。该算法

的时间复杂度为：Ｏ２
４ｋ
βε( )ｄｎ，进一步可简化为

Ｏ（２Ｏ（ｋ（１＋α２）／ε）ｄｎ）［１６］。因α２１，所以文献［１６］将该
算法时间复杂度简略为Ｏ（２Ｏ（ｋ／ε）ｄｎ）。

３　改进的 ｋｍｅａｎｓ聚类（１＋ε）近似
算法

３１　参数β的改进与成功概率计算
调用算法１和算法２所求的ｋ个初始点仍记为

｛^ｃ１，^ｃ２，…，^ｃｋ｝，针对每个初始点 ｃ^ｉ，计算两个子集

Ｒｉ和Ｂｉ。结论２３表明，若‖ｃｉ－ｃ^ｉ‖≤
Ｄｉ
１０成立，则

ＰｉＲｉ，且｜Ｐｉ｜≥β｜Ｒｉ｜，其中 β＝
１

１＋１４４α２
。下面证

明可得到一个更大的数值β，满足｜Ｐｉ｜≥β｜Ｒｉ｜。

定理 ３１　如果‖ｃｉ－ｃ^ｉ‖≤
Ｄｉ
１０（１≤ｉ≤ｋ）成

立，则｜Ｐｉ｜≥β′｜Ｒｉ｜，其中β′＝
４９

４９＋３６００α２
。

证明　考虑最优划分子集 Ｐ１，…，Ｐｋ，假设存在

某个Ｐｉ，满足｜Ｐｉ｜＜β′｜Ｒｉ｜，记ａｊ＝
｜Ｒｉ∩Ｐｊ｜
｜Ｒｉ｜

（１≤ｊ≤

ｋ），则：
ａｉ
１－ａｉ

＜ β′
１－β′

。 （１）

针对每个子集Ｐｊ（ｊ≠ｉ），从Ｐｉ中选取
ａｊ
１－ａｉ

｜Ｐｉ｜

个不同的点，记为Ｐｉｊ（１≤ｊ≤ｋ，ｊ≠ｉ），将这些点重新

分配到Ｐｊ中，即 Ｐｊ＝Ｐｊ∪Ｐｉｊ。由于∑ｊ≠ｉ
ａｊ
１－ａｉ

｜Ｐｉ｜＝

｜Ｐｉ｜，因此经过重新分配后，Ｐｉ中的所有点被重新
分配到其它子集 Ｐｊ（ｊ≠ｉ）中，点集 Ｐ被重新划分为
ｋ－１个子集，下面分析这由ｋ－１个子集所确定的值
的上界。

根据三角不等式，对于 Ｐｉ中的任一点 ｘ，‖ｘ－
ｃｊ‖≤‖ｘ－ｃｉ‖ ＋‖ｃｉ－ｃｊ‖，由此进一步得到
‖ｘ－ｃｊ‖

２≤２（‖ｘ－ｃｉ‖
２＋‖ｃｉ－ｃｊ‖

２）。将 Ｐｉ
中的所有点分配到其他子集 Ｐｊ（ｊ≠ｉ）后，新划分的
（ｋ－１）个子聚类的值为：
Δ＝∑

ｊ≠ｉ
∑
ｘ∈Ｐｉｊ
‖ｘ－ｃｊ‖

２＋∑
ｊ≠ｉ
Δ２１（Ｐｊ）≤

　∑
ｊ≠ｉ
∑
ｘ∈Ｐｉｊ
２（‖ｘ－ｃｉ‖

２＋‖ｃｉ－ｃｊ‖
２）＋∑

ｊ≠ｉ
Δ２１（Ｐｊ）＝

　２Δ２１（Ｐｉ）＋２
｜Ｐｉ｜
１－ａｉ

∑
ｊ≠ｉ
ａｊ‖ｃｉ－ｃｊ‖

２＋∑
ｊ≠ｉ
Δ２１（Ｐｊ）＝

　２Δ２１（Ｐｉ）＋２
ａｉ｜Ｒｉ｜
１－ａｉ

∑
ｊ≠ｉ
ａｊ‖ｃｉ－ｃｊ‖

２＋∑
ｊ≠ｉ
Δ２１（Ｐｊ）≤

　２Δ２１（Ｐｉ）＋２
β′
１－β′∑ｊ≠ｉ

ａｊ｜Ｒｉ｜·‖ｃｉ－ｃｊ‖
２＋

　∑
ｊ≠ｉ
Δ２１（Ｐｊ）≤

　２Δ２１（Ｐｉ）＋２
β′
１－β′∑ｊ≠ｉ ∑ｙ∈Ｒｉ∩Ｐｊ

‖ｃｉ－ｃｊ‖
２＋

　∑
ｊ≠ｉ
Δ２１（Ｐｊ）。 （２）

记 ｃ^（ｘ）∈ ｛^ｃ１，ｃ^２，…，ｃ^ｋ｝为 满 足 条 件
‖ｘ－^ｃ（ｘ）‖＝ｍｉｎｊ‖ｘ－^ｃｊ‖的初始点，对于任一
点ｙ∈Ｒｉ∩Ｐｊ，由于ｙ∈Ｒｉ，根据Ｒｉ定义得：
‖ｙ－^ｃｉ‖≤‖ｙ－^ｃ（ｙ）‖＋‖ｃ^ｉ－^ｃ（ｙ）‖／４。

（３）
根据 ｃ^（ｙ）定义可得：

‖ｙ－^ｃ（ｙ）‖≤‖ｙ－^ｃｉ‖，
所以：

‖ｃ^ｉ－^ｃ（ｙ）‖≤‖ｙ－^ｃｉ‖＋‖ｙ－^ｃ（ｙ）‖≤
２‖ｙ－^ｃｉ‖。 （４）

（４）代入（３）可得：
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‖ｙ－^ｃｉ‖≤２‖ｙ－^ｃ（ｙ）‖≤２‖ｙ－^ｃｊ‖，（５）
又由于：

‖ｙ－ｃｉ‖≤‖ｙ－^ｃｉ‖＋‖ｃ^ｉ－ｃｉ‖ ≤
　　２‖ｙ－^ｃｊ‖＋‖ｃ^ｉ－ｃｉ‖≤
　　２（‖ｙ－ｃｊ‖＋‖ｃ^ｊ－ｃｊ‖）＋‖ｃ^ｉ－ｃｉ‖≤

　　２‖ｙ－ｃｊ‖＋
Ｄｊ
５＋
Ｄｉ
１０。 （６）

根据三角不等式得：

‖ｙ－ｃｉ‖≥‖ｃｉ－ｃｊ‖－‖ｙ－ｃｊ‖。 （７）
根据Ｄｉ，Ｄｊ定义得：

Ｄｉ≤‖ｃｉ－ｃｊ‖，Ｄｊ≤‖ｃｉ－ｃｊ‖。 （８）
（７）、（８）代入（６）得：

７
１０‖ｃｉ－ｃｊ‖≤３‖ｙ－ｃｊ‖。

进一步可得：

‖ｃｉ－ｃｊ‖≤
３０
７‖ｙ－ｃｊ‖。 （９）

将（９）代入（２），得到：

Δ≤２Δ２１（Ｐｉ）＋
１８００β′
４９（１－β′）∑ｊ≠ｉ ∑ｙ∈Ｒｉ∩Ｐｊ

‖ｙ－ｃｊ‖
２＋

　∑
ｊ≠ｉ
Δ２１（Ｐｊ）≤

　２Δ２１（Ｐｉ）＋
１８００β′
４９（１－β′）∑ｊ≠ｉΔ

２
１（Ｐｊ）＋∑ｊ≠ｉΔ

２
１（Ｐｊ）≤

　２Δ２１（Ｐｉ） (＋ １＋ １８００β′４９（１－β′ )） ∑ｊ≠ｉΔ２１（Ｐｊ）≤
　ｍａｘ２，１＋ １８００β′４９（１－β′{ }） Δ２１（Ｐｉ）＋∑ｊ≠ｉΔ

２
１（Ｐｊ( )） ＝

　ｍａｘ２，１＋ １８００β′４９（１－β′{ }）Δ２ｋ（Ｐ）＝
　ｍａｘ２，１＋１２α{ }２ Δ２ｋ（Ｐ）。 （１０）

由于α２１２及实例点集Ｐ满足α可分割性条件，即

Δ２ｋ（Ｐ）≤α
２Δ２ｋ－１（Ｐ），将其代入（１０）可得 Δ的上界

至多为：

ｍａｘ２，１＋１２α{ }２ α２Δ２ｋ－１（Ｐ）＝
　　　　ｍａｘ２α２，１２＋α{ }２ Δ２ｋ－１（Ｐ）＜Δ２ｋ－１（Ｐ）。

另一方面由于Δ２ｋ－１（Ｐ）代表实例点集Ｐ被分成
（ｋ－１）个聚类所对应的最优解值，因此上述新划分
的（ｋ－１）个聚类的下界显然大于或等于 Δ２ｋ－１（Ｐ），
二者显然相矛盾，因此结论成立。

当从集合Ｒｉ中随机选取
４
βε
个点后，仍设 Ｓｉ为

取样点的集合。证明｜Ｓｉ∩Ｐｉ｜≥
２
ε
成立的概率足够

大。（注：文献［８，１２］仅说明存在常数概率，但未能
给出概率的具体表达式）

定理 ３２　给定点集Ｐｉ和Ｒｉ，ＰｉＲｉ并且满足
｜Ｐｉ｜≥β｜Ｒｉ｜，其中０＜β≤１。如果从Ｒｉ中随机均匀

选择
４
βε
个样本点，记Ｓｉ为样本点集，则｜Ｓｉ∩Ｐｉ｜≥

２
ε

成立的概率至少为１－ｅ －１２( )ε。

证明　设Ｓｉ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝，ｍ＝
４
βε
。引入随

机变量Ｘｉ，如果点 ｘｉ∈Ｐｉ则 Ｘｉ＝１，否则 Ｘｉ＝０。以
Ｘ表示 Ｓｉ中属于 Ｐｉ的点数，则 Ｘ＝Ｘ１＋Ｘ２＋…＋
Ｘｍ，下面讨论Ｘ的期望值Ｅ（Ｘ）。

由条件｜Ｐｉ｜≥β｜Ｒｉ｜知，Ｓｉ中每个点 ｘｉ属于 Ｐｉ
的概率至少为 β，由此可得 Ｘ的期望值满足：
Ｅ（Ｘ）≥βｍ。记０＜λ≤１，根据ＣｈｅｒｎｏｆｆＢｏｕｎｄｓ不等
式［１８］，可得：

Ｐｒ（Ｘ≥λβｍ）≥１－ (ｅ －（１－λ）
２

２ β )ｍ ， （１１）

由于ｍ＝４
βε
，选择λ＝１２，代入（１１）得：

ＰｒＸ≥２( )ε≥１－ｅ －１２( )ε。

记ｃｔｒ（Ｓｉ）为 Ｓｉ ｜Ｓｉ｜＝
４( )βε中所有标志点集的

质心点的集合，如果 Ｓｉ中存在一标志点集 Ｌ属于
Ｐｉ，计算Ｌ的质心点ｃ′∈ｃｔｒ（Ｓｉ），根据引理２２，ｃ′满
足Ｐｉ的（１＋ε）近似解的概率大于等于 １／２，即：
Δ（Ｐｉ，ｃ′）≤（１＋ε）Δ１（Ｐｉ）成立的概率大于等于１／
２。所以文献［１６］通过枚举 ｃｔｒ（Ｓｉ）中的点，求出 Ｐｉ
的（１＋ε）近似解。显然，｜Ｓｉ｜越小，｜ｃｔｒ（Ｓｉ）｜越小。

由于｜Ｓｉ｜＝
４
βε
，为减小 Ｓｉ，可选择更大的 β值。为

此，我们将Ｒｉ点中的点分为３部分：
（１）ｘ∈Ｂｉ；
（２）ｘ∈Ｒｉ－Ｂｉ，且ｘＲｊ（ｊ≠ｉ）；
（３）ｘ∈Ｒｉ－Ｂｉ，且ｘ∈Ｒｊ（ｊ≠ｉ）。
对于情况（１），由结论３３知 ｘ∈Ｐｉ。证明如下

定理：

定理 ３３　Ｐ中任一点 ｘ，如果 ｘ∈Ｒｉ－Ｂｉ并且
ｘＲｊ（ｊ≠ｉ），则ｘ∈Ｐｉ。

证明　假设存在 ｊ≠ｉ，满足 ｘ∈Ｐｊ，由结论３３
知ＰｊＲｊ，由此可推得 ｘ∈Ｒｊ，这与已知条件 ｘＲｊ
相矛盾，所以ｘ∈Ｐｉ。

设 Ｂ^ｉ为 Ｒｉ中所有满足（１）和（２）的点集，则

Ｂ^ｉ＝ Ｒｉ－∪ｊ≠ｉＲ( )ｊ。当‖ｃｉ－^ｃｉ‖≤
Ｄｉ
１０成立时，由结
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论２３及定理３３可得 ＢｉＢ^ｉＰｉＲｉ。设 β^ｉ＝
｜^Ｂｉ｜
｜Ｒｉ｜
，因 Ｂ^ｉＰｉＲｉ，所以｜Ｐｉ｜≥β^ｉ｜Ｒｉ｜。选择 βｉ＝

ｍａｘ｛^βｉ，β′｝ 其中β′＝
４９

４９＋３６００α( )２ ，再从集合 Ｒｉ
中随机选取

４
βｉε
个取样点，这些点记为 Ｓｉ。由定理

３２，Ｓｉ中含有标志点集 Ｌ属于 Ｐｉ的概率仍然不小

于１－ｅ －１２( )ε。
定理 ３４　Ｓｉ中取样点数小于文献［１６］从 Ｒｉ

中选择的取样点数。

证明　由于文献［１６］在 Ｒｉ中选择的取样点数

为
４
βε
，其中β＝ １

１＋１４４α２
。显然｜Ｓｉ｜≤

４
β′ε
＜４
βε
，所以

Ｓｉ的取样点数要小于文［１６］的取样点数。
３２　改进算法的实现

记Ｓｉ ｜Ｓｉ｜＝
４
βｉ( )ε为Ｒｉ的取样点集。根据定理

３２知，Ｓｉ中存在一标志点集 Ｌ属于 Ｐｉ的概率至少

为 １－ｅ －１２( )( )ε ，而由引理１２知，Ｌ的质心点满足Ｐｉ

的（１＋ε）近似解的概率大于等于１２。为求出该质

心点，文献［１６］通过枚举Ｓｉ中所有标志点集的方法
求到最好的质心点。下面我们利用集合 Ｂｉ、Ｐｉ、Ｒｉ
的关系ＢｉＰｉＲｉ来减少从 Ｓｉ中枚举标志点集的
个数，从而达到提高算法运算效率目的。

Ｓｉ中的点可分为两部分：一部分属于 Ｂ^ｉ，另外
一部分属于Ｒｉ－Ｂ^ｉ中。设 Ｓｉ，１＝Ｓｉ∩Ｂ^ｉ，Ｓｉ，２＝Ｓｉ∩
（Ｒｉ－Ｂ^ｉ）。根据定理３３及 Ｂ^ｉ的构造可知：Ｓｉ，１

Ｐｉ。只需从 Ｓｉ，２中选择 ｍａｘ
２
ε
－｜Ｓｉ，１｜，{ }０个点与

Ｓｉ，１合并即可凑足
２
ε
个点成为 Ｓｉ的一个标志点集，

以该标志点集的质心点作为 Ｐｉ的中心点。针对每
个子集Ｐｉ（１≤ｉ≤ｋ），利用该策略，通过枚举，计算
所有可能标志点集的质心点求到一个关于 Ｐｉ的候
选中心点的集合 Ｃ（Ｐｉ）。从 Ｃ（Ｐ１），…，Ｃ（Ｐｋ）枚
举所有可能的 ｋ个中心点，取值最小的 ｋ个中心点
作为算法的最终解。算法的实现描述如下：

算法 ３　求解ｋｍｅａｎｓ的（１＋ε）近似解
输入：点集Ｐ，正整数ｋ（１）调用算法３１及算

法３２求出ｋ个初始点｛^ｃ１，^ｃ２，…，^ｃｋ｝。
（２）Ｆｏｒｉ＝１ｔｏｋ
（３）根据初始点 ｃ^ｉ，点集Ｐ，计算点集Ｂｉ，Ｒｉ。
（４）Ｅｎｄｆｏｒ
（５）Ｆｏｒｉ＝１ｔｏｋ

（６）　计算 Ｂ^ｉ＝ Ｒｉ－∪ｊ≠ｉＲ( )ｊ，

取βｉ＝ｍａｘ
｜^Ｂｉ｜
｜Ｒｉ｜
，

４９
４９＋３６００α{ }２ 。

（７）　从Ｒｉ中随机均匀选取
４
βｉε
个点的集合Ｓｉ

（８）　Ｓｉ，１＝Ｓｉ∩Ｂ^ｉ，Ｓｉ，２＝Ｓｉ∩（Ｒｉ－Ｂ^ｉ）。
（９）Ｅｎｄｆｏｒ
（１０）用函数Ｃｏｓｔ＝ＩｒｒｅｄＫＭｅａｎｓ（，０，ε）
（１１）返回Ｃｏｓｔ的值。
根据定理３２，若 ＰｉＲｉ并且｜Ｐｉ｜≥βｉ｜Ｒｉ｜成

立，第（７）步所求 Ｓｉ中至少存在一个标志点集属于

Ｐｉ的概率大于等于１－ｅ －１２( )ε。算法第（８）步将 Ｓｉ
划分为Ｓｉ，１和Ｓｉ，２。算法第（１０）步调用函数ＩｒｒｅｄＫ
Ｍｅａｎｓ（·）计算出Ｐ的ｋｍｅａｎｓ解。

函数 ＩｒｒｅｄＫＭｅａｎｓ（·）的实现采用递归的方
法：从 ｉ＝１开始，枚举 Ｓｉ，２中所有大小为 

＝ｍａｘ ２ε
－｜Ｓｉ，１｜，{ }( )０ 的子集。对每个子集 Ｙ，

计算Ｓｉ，１∪Ｙ的质心点，以该质心点作为 Ｐｉ的中心
点。同时对于满足Ｓｉ，２∩Ｓｊ，２≠（ｊ＝ｉ＋１，．．，ｋ）的
样本集合 Ｓｊ，２，执行 Ｓｊ，２＝Ｓｊ，２－Ｙ，该操作目的在于
当枚举Ｓｊ，２（ｊ＝ｉ＋１，．．，ｋ）时，可进一步减少从 Ｓｊ，２
中所枚举子集的个数，从而提高算法效率。该算法

描述如下：

算法 ４　函数ＩｒｒｅｄＫＭｅａｎｓ（Ｃ，ｍ，ε）
输入：已求中心点集Ｃ，Ｃ的大小ｍ及参数ε
（１）Ｉｆｍ＝ｋｔｈｅｎ
（２）　以Ｃ作为中心点，计算解值Ｓ。
（３）ｉｆＳ＜ＭｉｎｃｏｓｔｔｈｅｎＭｉｎｃｏｓｔ＝Ｓ，保存 Ｃ和

Ｍｉｎｃｏｓｔ
（４）Ｆｏｒｉ＝｜Ｃ｜＋１ｔｏｋ
（５）　Ｒｅｐｅａｔ

（６）　从Ｓｉ，２中任取 （ ＝ｍａｘ｛
２
ε
－｜Ｓｉ，１｜，

０｝）个点的子集Ｙ；Ｓｊ，２＝Ｓｊ，２－Ｙ（ｊ＝ｉ＋１，…，ｋ）
（７）　计算Ｓｉ，１∪Ｙ的质心点ｃ′ｉ，Ｃ＝Ｃ∪｛ｃ′ｉ｝
（８）　ＩｒｒｅｄＫＭｅａｎｓ（ｉ＋１，Ｃ，ε）
（９）　恢复Ｓｊ，２（ｊ＝ｉ＋１，…，ｋ），Ｃ＝Ｃ－｛ｃ′ｉ｝
（１０）　Ｕｎｔｉｌ穷举完Ｓｉ，２中所有子集Ｙ
（１１）Ｅｎｄｆｏｒ
（１２）返回ＭｉｎＣｏｓｔ的解值。

３３　算法分析
由定理３３，若ＰｉＲｉ并且｜Ｐｉ｜≥βｉ｜Ｒｉ｜成立，

则Ｒｉ中取样子集Ｓｉ至少存在一标志点集属于Ｐｉ的

概率大于等于１－ｅ（－
１
２ε）。我们先讨论算法３１能够
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求到ｋｍｅａｎｓ问题实例（１＋ε）－近似解的概率。
定理 ３５　给定点集 Ｐ，Ｐ满足 α可分割性，记

ρ＝槡α，算法３求到Ｐ的（１＋ε）近似解的概率不小

于（
１
２（１－ｅ

（－１２ε）））ｋ（１－Ｏ（ρ））。

证明　设Ｐ的最优划分子集为 Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｋ，
记ｃ１，ｃ２，…，ｃｋ为 Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｋ的质心点。根据结
论２１及结论２２，算法２求到 ｋ个初始点｛^ｃ１，^ｃ２，
…，^ｃｋ｝，满足条件‖ｃｉ－ｃ^ｉ‖≤Ｄｉ／１０成立的概率至
少为１－Ｏ（ρ），其中Ｄｉ＝ｍｉｎｊ≠ｉ‖ｃｊ－ｃｉ‖。

针对每个初始点 ｃ^ｉ，当‖ｃｉ－ｃ^ｉ‖≤Ｄｉ／１０成立
时，由结论２３得ＰｉＲｉ。算法３从每个子集Ｒｉ内

随机选取一个取样点集 Ｓｉ ｜Ｓｉ｜＝
４
βｉ( )ε。根据定理

３２，Ｓｉ中包含属于 Ｐｉ一个标志点集的概率大于等

于１－ｅ（－
１
２ε）。针对每个Ｐｉ，函数ＩｒｒｅｄＫＭｅａｎｓ（·）

通过枚举用来找出 Ｓｉ中属于 Ｐｉ的标志点集，以该
标志点集的质心点作为 Ｐｉ的中心点，由引理１２，
标志点集的质心点满足Ｐｉ的（１＋ε）近似解的概率

不小于
１
２。所以，当条件‖ｃｉ－ｃ^ｉ‖≤Ｄｉ／１０成立

时，算法３－１求到Ｐｉ的（１＋ε）近似解的概率至少

为
１
２ １－ｅ

－１２( )( )ε 。

因此，当ｋ个初始点均满足‖ｃｉ－ｃ^ｉ‖≤Ｄｉ／１０
时，算法３求到ｋｍｅａｎｓ实例的（１＋ε）近似解的概

(率至少为
１
２ １－ｅ

－１２( )( ) )ε
ｋ
。考虑到求ｋ个初始点

的概率，可得出算法得到的 ｋ个中心点是给定 ｋ

ｍｅａｎｓ实例（１＋ε）近似解的概率至少为（１２（１－

ｅ（－
１
２ε）））ｋ（１－Ｏ（ρ））。
下面再分析算法的时间复杂性。

根据结论２１、２２，算法３第１步求解ｋ个初始
点时间复杂度为Ｏ（ｎｋｄ＋ｋ３ｄ）。算法３中２９步的
时间复杂度为 Ｏ（ｎｋｄ）。由于 Ｓｉ是从 Ｒｉ中随机选
择的点集，Ｓｉ中分别属于 Ｂ^ｉ及 Ｒｉ－Ｂ^ｉ的点的个数
也是随机的，所以我们只能讨论算法 ＩｒｒｅｄＫＭｅａｎｓ
（·）的平均时间复杂度。

记 β^ｉ＝
｜^Ｂｉ｜
｜Ｒｉ｜
，针对Ｓｉ中的每一个点ｘ，显然该点

属于 Ｂ^ｉ中一个点的概率为 β^ｉ。设随机变量Ｙｉ，Ｚｉ分
别代表Ｓｉ中属于 Ｂ^ｉ以及Ｒｉ－Ｂ^ｉ的取样点数，则：

Ｅ（Ｙｉ）＝^βｉ×
４
βｉε
。

当 β^ｉ≥β时 β＝ ４９
４９＋３６００α( )２ 时，βｉ＝ｍａｘ｛^βｉ，

β｝＝^βｉ。所以Ｅ（Ｙｉ）＝
４
ε
。

由此得到：

Ｅ（Ｚｉ）＝
４
βｉε
－Ｅ（Ｙｉ）＝

４
βｉε
－４
ε
＝

　　　４
ε
１
βｉ( )－１≤４ε

１
β( )－１ ＝４×３６００α

２

４９ε
。（１２）

当 β^ｉ＜β时，βｉ＝ｍａｘ｛^βｉ，β｝＝β。由结论３３
知，ＰｃｏｒｉＢｉ并且｜Ｐ

ｃｏｒ
ｉ ｜≥（１－ρ１）｜Ｐｉ｜（其中 ρ１＝

３６α２

１－α２
）。根据 Ｂ^ｉ的定义可得，｜^Ｂｉ｜≥｜Ｂｉ｜≥｜Ｐ

ｃｏｒ
ｉ ｜，

又由于｜Ｐｉ｜≥β｜Ｒｉ｜（定理４１），因此：

β^ｉ＝
｜^Ｂｉ｜
｜Ｒｉ｜
≥
｜Ｐｃｏｒｉ ｜
｜Ｒｉ｜

≥（１－ρ１）β｜Ｒｉ｜。

所以：

Ｅ（Ｚｉ）＝
４
βｉε
－Ｅ（Ｙｉ）＝

４
βε
－^βｉ×

４
βε≤

　　４
βε
－（１－ρ１）×β×

４
βε
＝

　　４
ε
（
１
β
－（１－ρ１））＝

４
ε
× ３６００α

２

４９ ＋ρ( )１ 。
（１３）

由于ρ１＝
３６α２

１－α２
以及α２１，根据（１２）、（１３）得，

Ｓｉ中枚举（＝ｍａｘ｛
２
ε
－｜Ｓｉ，１｜，０｝）个点的子集

的期望个数至多为２Ｏ（α２／ε）），由此可得当枚举 ｋ个
中心点时，枚举子集个数期望值至多为２Ｏ（ｋα２／ε），所
以函数ＩｒｒｅｄＫＭｅａｎｓ（·）的时间复杂度期望值为：
Ｏ（２Ｏ（ｋα２）／ε）ｄｎ）。

综上分析，由下述定理：

定理 ３６　给定点集 Ｐ，如果 Ｐ满足 α可分割

性，记ρ＝槡α，本文算法至少以 γ概率求出 ｋｍｅａｎｓ

问题实例的（１＋ε）近似解，其中 γ＝（１２（１－

ｅ（－
１
２ε）））ｋ（１－Ｏ（ρ））。算法的时间复杂度期望值为

Ｏ（２Ｏ（ｋα２）／ε）ｄｎ）。
与文［１６］算法相比，该算法的时间复杂度期望

值要优于文［１６］的算法时间复杂度Ｏ（２Ｏ（ｋ／ε）ｄｎ）。

４　结束语

本文探讨了满足α可分割性的ｋｍｅａｎｓ聚类问
题的（１＋ε）近似算法，改进了文［１６］算法的时间
复杂度。放大了文［１６］的取样参数 β值，并改进了
样本点的选取方法。改进算法基本思想：针对每个
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最优子集Ｐｉ，计算两个子集Ｂｉ和Ｒｉ，使之满足Ｂｉ
ＰｉＲｉ。从每个子集 Ｒｉ中随机选取部分点。将取
样点划分为两部分：一部分点是能够确定属于最优

子集Ｐｉ中的点；另外一部分是不能确定是否属于Ｐｉ
中的点。本文首先从取样点中找出满足第一部分

点，仅在第二部分点中枚举得到标志点集，有效地减

少枚举点的组合数目，从而降低算法的时间复杂度。

最后，本文分析算法的时间复杂度以及求到（１＋ε）
解的成功概率。基于该算法，还有几个问题值得探

讨。（１）该算法在计算质心点时只是减少了各点之间
的组合数目，显然时间效率较低。能否不利用枚举策

略，而是通过其它策略从每个最优子集中找出满足条

件的一定数量的点？（２）该算法能否进一步提高成功
概率？（３）该算法是针对满足α可分割性的一类问
题，对于一般问题如何求解？因此，如何减少组合数

目，提高每次成功概率以及是否适用于一般ｋｍｅａｎｓ
聚类问题求解是需要进一步研究的课题。
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