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摘 � 要:对 DEA 有效决策单元不能排序是传统 DEA 模型的一大缺点。该问题也成为 DEA 领域研究的热点。AP

模型是最常用的区分 DEA 有效决策单元效率值大小的超效模型, 但在实际应用中却出现了无解或解不稳定的情

况。国外学者新近提出的 MAJ 模型、LJK 模型则有效解决了这两个问题,但却存在模型区分能力不强的缺点。本

文分析了这两种模型缺点产生的原因、予以改进并给出理论证明。标准数据集的实验显示改进效果显著, 尤其是

改进后的 LJK 模型表现优异。
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1 � 引言

数据包络分析 ( Data Envelopment Analysis,

DEA)是一种数据导向的评价具有多个输入和多个

输出的决策单元( DMUs)间相对有效性的有效方

法。自 Charnes 等人于 1978 年创建以来, DEA 领

域的研究吸引了众多的学者, DEA 方法也被成功应

用于许多领域, 如银行业[ 1] 、保险业[ 2]、教育业[ 3]、证

券业
[ 4]
等。

然而, DEA 方法常常会将许多决策单元评为有

效(效率值为 1) , 而标准 DEA模型对于如何区分这

些有效决策单元却无能为力。于是近些年来, 如何

区分有效决策单元效率值的大小逐渐成为一个研究

热点[ 5] 。总的来说, 该领域的研究主要分为六种方

法[ 6]。第一种方法由 Sexton 等[ 7]最早开创,他们通

过构建一个交叉效率矩阵( cro ss- eff iciency r at io

matrix)来给有效决策单元排序; 第二种方法是一种

基于标杆( benchmark) 的思想。Tor gersen 等[ 8] 认

为,一个有效决策单元,只有当它被许多有效决策单

元选为参考后, 才应该有较高排名;第三种方法采用

了多变量统计工具, 如典型相关分析,判别分析等同

时为有效和非有效决策单元排序。该方法由 Frid�
man and Sinuany- Stern [ 9]开创;第四种方法聚焦于

对无效决策单元的排序, Bardhan 等 [ 10] 称之为� 无

效优势度量 ( measur e of inef ficiency dom inance)方

法;第五种方法将多准则决策模型( M CDM )与DEA

模型相结合来为有效决策单元排序。

最后一种也是应用最为广泛的方法, 是由

Andesen和 Petersen
[ 11]
提出的一般被称为 A P 模型

的一种超效 DEA 模型 ( super- ef f iciency model)。

超效 DEA 模型实际上是将被评价决策单元排除在

该决策单元的评价参考集之外而使其效率值可能大

于 1(输入型)或小于 1(输出型)的模型
[ 12]
。AP 模

型由于其操作简单,效率值含义明确而迅速流行,不

少学者还将其功能拓展到了离群值检测( out lier de�
tect ion) , 敏感性分析( sensit ivity analysis)和规模分

类( scale classif ication)。然而, AP 方法的弊端也逐

渐显现。T hrall[ 13] 指出如果一些输入数据是 0 或接

近于 0, AP 模型可能会导致无解或解不稳定现象。

随后, Seifor d和 Zhu
[ 14]
研究了不同超效模型无解的

充要条件,有兴趣的读者可以参考。

在这种背景下,新的超效模型被陆续提出, 典型

的如 MAJ模型( 1999)
[ 15]

, LJK 模型( 2007)
[ 16]
。但

笔者发现这两种模型都存在求得的有效决策单元的

效率值相近, 区分能力不强的缺点。本文通过将两

种模型应用于标准数据集实际计算, 对此缺点进行

了实验说明。针对该缺点, 在不变规模效益( CRS)

假设下,本文对 MAJ 模型、LJK 模型分别进行改

进。改进后的两种模型其具有可行解的条件与原模

型相同, 本文对此给出了理论证明。数据集实验显

示模型改进效果显著, 改进模型对有效决策单元的

区分能力有明显提高。



2 � MAJ模型和 LJK 模型

2. 1 � MAJ模型

MAJ模型由 Mehrabian 等
[ 15]
于 1998年提出。

具体模型如下:

min � �p + 1

st : � !
n

j = 1
�jX j ∀ X p + �p I

� !
n

j = 1

�jY j # Yp � �j # 0, � j = 1, ∃∃, n

其中, I是一个非零向量。实际使用该模型时,

投入约束常采用:

!
n

j = 1, j % p

�j x ij ∀ x ip + �px ik
i
, � i = 1, ∃∃, m, 其

中, x ik
i
= max

j= 1, ∃, n
x ij。

MAJ模型解决了 AP 模型无解及解不稳定的问

题。文献[ 15]给出了MAJ模型有可行解的充要条件:

定理 1: 被评价决策单元 DMU P 的输出向量 Yp

#0 ,则 MA J模型是有可行解的当且仅当对于任意

r , r = 1, ∃, s ,或者 y rp = 0 ,或者存在一个 DMU j ,

j % p ,满足 y rj % 0。

值得一提的是, MAJ模型提出了自己的新的生

产可能集的概念( production possibility set , PPS) ,

所以 MAJ模型实际上不是一种基于 CCR模型的超

效模型,这与 AP 模型、LJK 模型不同。

2. 2 � LJK模型

LJK模型由 Li, Jahanshahloo 和 Khodabakhs�
hi

[ 16]
于 2006年提出。具体模型如下:

min � 1+
1
m !

m

i= 1

s
+
i2

R
-
i

st : � !
n

j = 1, j % 0

�j x ij ∀ x i0 + s
+
i2 , � i = 1, ∃, m

� !
n

j= 1, j % 0
�jy rj # y r0 , � r = 1, ∃, s �

� �j , � s
+
i2 # 0

其中 R
-
i 是所有决策单元中第 i 项输入的最大

值,即 R
-
i = max

j= 1, ∃, n
x ij 。

Li等人也给出了 LJK模型有可行解的充要条

件:

定理 2: LJK模型有可行解的充要条件与 MAJ

模型相同
[ 16]
。

LJK模型同样解决了 AP 模型无解及解不稳定

的问题,同时, L i 等人指出了 MAJ 模型存在的问

题: ( 1) . MAJ模型是基于新的生产集的模型, 可靠

性堪疑; ( 2) .采用 MAJ模型评价时, 所有 DMU s的

输入必须增加相等的数量,这一数量的意义却难以

解释,而 LJK模型不存在这一问题; ( 3) . MAJ模型

最大的问题是区分能力不足,某些情况下,该模型不

能够区分不同的有效决策单元, 而 LJK 模型可以。

然而,事实上模型区分能力不强同样也是 LJK 模型

存在的问题,下文我们会以实例说明。

3 � 数据实验及模型改进

以下,我们将采用两个数据集实验来说明 MAJ

模型、LJK 模型相对于 AP 模型的优势, 并指出两种

模型共有的缺点, 给出改进办法。

数据集 1在文献[ 15]、[ 16]中都有使用。它包

含了 5个决策单元,每个决策单元都有两个输入、两

个输出数据。为了对比说明, DMUA 分别用

DMUA 1 , DMUA 2 , DMUA 3 依次与余下 4个决策单

元进行计算。具体数据见表 1。

表 1 � 对比实验数据集 1

A 1 A 2 A 3 B C D E

Inpu t 1 2 0 0. 1 5 10 10 2

In pu t 2 8 8 8 5 4 6 12

Output 1 1 1 1 1 2 2 1

Output 2 2 2 2 1 1 1 2

数据集 2在[ 16]中被使用。它包含 19 个决策

单元,每个决策单元都有两个输入、两个输出数据。

由于数据集较大, 这里不再给出,具体数据可参考文

献[ 16]。

采用 CCR、AP、MAJ、LJK 模型分别计算两个

数据集,计算结果列于表 2、表 3中(其中表 3只给

出了 CCR有效的决策单元的结果)。

表 2 � 对比实验数据集 1 结果

AP MAJ LJK 改进 MAJ 改进 LJK

A1 1. 47 1. 28 1. 17 1. 47 1. 57

A2 In feas ible 1. 31 1. 27 1. 533 1. 92

A3 20 1. 31 1. 26 1. 530 1. 90

标准差 * 0. 02 0. 05 0. 03 0. 16

表 3 � 对比实验数据集 2 结果

AP MAJ LJK 改进 MAJ 改进 LJK

1 1. 15 1. 05 1. 03 1. 119 1. 163

2 1. 74 1. 09 1. 07 1. 25 1. 38

5 1. 3 1. 10 1. 07 1. 29 1. 41

9 In feas ible 1. 04 1. 02 1. 123 1. 12

15 1. 33 1. 06 1. 03 1. 16 1. 157

19 In feas ible 1. 28 1. 24 1. 73 2. 16

标准差 * 0. 08 0. 07 0. 21 0. 36

� � 首先看表2、表3的 AP 列。我们发现两个实验

中, AP 模型均有无解的情况发生, 并且表 2 中 A 3
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效率值居然达到了 20! 以数据集 1 为例究其原因,

是因为 A 2的第一项输入数据为 0,而 A 3 的第一项

输入数据接近于 0。这也验证了前文所说的 AP 模

型的无解和解不稳定的缺点。再看 MAJ、LJK 列,

两个表中均没出现无解现象, 可是在区分能力上, 两

者表现都不尽如意人意。例如数据集 1 的实验中,

A 2 与A 3 的第一项输入有0. 1的差别, 其它输入、输

出都相同, LJK模型区分出了 A 2 与 A 3 效率值的差

别,而 MAJ模型则没能区分出; 而数据集 2的实验

中, LJK 模型却在 DMU 1 和 DMU 15、DMU 2 和

DMU 5之间两度未能区分出其差别。为了定量比

较这两种模型的区分能力, 我们可引入标准差这一

指标。因为标准差是一种衡量数据离散程度的统计

量,直观的讲,模型区分能力越强,其计算结果的离

散程度应越大, 标准差就应越大。从表 2、表 3的最

后一行可看出, 两个模型在两个数据集上的表现可

谓平分秋色。所以, L i
[ 16]
所说的� LJK 模型比 MAJ

模型优越 并不能完全站得住脚。

MAJ模型区分能力不强的原因在于模型中输

入约束项的不等号右边采用了 �px ik
i
, ( x ik

i
是所有

决策单元中第 i项输入的最大值) , x ik
i 值过大,导致

�p 的取值空间过小,因而使目标函数 1+ �p 的取值

空间小,从而导致模型区分能力不强; LJK 模型的

原因也类似, R
-
i 值过大,使目标函数第二项取值空

间小,以致模型区分能力不强。所以,我们对两种模

型的改进如下: 将 x ik
i
, R

-
i 都取所有决策单元第 i

项输入的平均值。以下我们将给出改进后的 MA J、

LJK模型有可行解的条件及其证明。

命题 1: 改进后的 MAJ模型有可行解的条件与

原 MAJ模型(定理 1)相同。

证明:文献[ 15]中, I 是一个非零向量, 定理 1

的证明过程中不涉及 I的具体取值。所以命题 1自

然成立。有兴趣的读者可参看文献[ 5, 15]相关证

明。

命题 2: 改进后的 LJK 模型有可行解的条件与

MAJ模型(定理 1)相同。

证明:首先看改进后的 LJK 模型的对偶模型 D

- LJK(改进) :

max � 1+ !
s

r = 1

 ry r0 - !
m

i= 1

v ix i0

st : � !
s

r = 1

 ry rj - !
m

i = 1

v ix ij ∀ 0, j % 0, j = 1, ∃,

n

� v i ∀ 1
mR

-
i

, i = 1, ∃, m(R
-
i 是第i项输入的均

值)

�  r ,!i # 0, i = 1, ∃, m, � r = 1, ∃, s

显然,对于 �r , � i,  r = 0, v i = 0是上述模型

的一个解。为了方便证明,我们可以将目标函数中

的 1去掉。以下采用反正法证明。如果 D- LJK

(改进)的解是无界的,则必定  d =
dv

d 
> 0 ,因

此有:

d  Y0 - d vX 0 > 0,

d  Y j - d vX j ∀ 0, j % 0, j = 1, ∃, n,

d v ∀ 0,

d  , d v # 0

等价于:

d Y 0 > 0,

d Y j ∀ 0, j % 0, j = 1, ∃, n,

d v = 0, d  # 0

定理

1中有可行解的条件是对于所有 r , r = 1, ∃, s ,或

者 y r0 = 0 ,或者存在一个 DMU j ( j % 0 ) , 满足 y rj

> 0 ,不妨假设 y r0 = 0 , r = 1, ∃, k ; y r0 > 0 , r =

k+ 1, ∃, s。因此,对于每一个 r , r = k+ 1, ∃, s ,

存在一个 j r % 0满足 y rj
r > 0 , 因此, d y rj

r =

0可推出 ( d ) r = 0, r = k+ 1, ∃, s , 因此: d  Y 0 =

!
s

r = 1

( d  ) ry r 0 = !
k

r = 1

( d ) r * 0 + !
s

r= k+ 1

0* yr 0 = 0。这

显然与上文 d  Y0 > 0矛盾。

因此, D- LJK(改进)模型解无界的假设是错误

的,因此在定理 1条件下 LJK(改进)

模型是有可行解的。 ∋

Li[ 16]给出的 LJK模型中 R
-
i 的原取值的优点在

于如此 R
-
i 必将大于 0(若 R

-
i 为 0,意味着所有决策

单元的该项输入均小于 0, 即没有决策单元采用该

项输入)。而将 R
-
i 换为平均值后, 这一优点依然可

以保持。从表 2、表 3的第 5、6 列可以看出, 改进后

的 MAJ、LJK模型的区分能力确实有了较大提升。

此外,从相应的标准差的大小也可看出这种改进的

效果, 尤其是改进后的 LJK 模型, 区分能力提升的

幅度极为显著。

4 � 结语

本文首先介绍了用于 DEA 有效决策单元排序

的两种超效模型 MAJ模型和 LJK 模型。用例证的

方式证明它们确实解决了 A P 模型的两个缺点: 无

解或解不稳定。同时指出了这两个模型共有的问

题:区分能力不强。我们分析了原因并给出了改进。

改进的模型保持了原模型的优点, 不会出现无解或

解不稳定的情况, 同时本文从理论上证明了改进模
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型与原模型拥有可行解的条件相同。最重要的是,

改进的模型可以将有效决策单元更加清晰的区分开

来。改进模型的优越性可以从上文的两个数据集实

验来检验, 改进 LJK 模型的表现尤为优异。事实

上,笔者还曾将改进前后的模型应用于规模更大的

实际数据集,发现改进模型的优越性更为显著。

值得一提的是, 虽然改进的 MAJ 模型、LJK 模

型有以上所述的优点, 但它们的作用仅仅是将有效

决策单元按效率值的高低进行了排序, 其效率值本

身却不具有实际含义, 这一点与 AP 模型不同。因

此,理论上改进的 MA J模型、LJK 模型可应用于所

有数据集,但当采用 AP 模型有解时, 还是首选 AP

模型。可否研究出一种既不会出现无解情况, 效率

值又具有实际背景意义的模型, 依然需要进一步的

探索。
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Two Improved Super- Efficient DEA Models

LI Yu�hong1 , ZHAO Er�shuai2, GUAN Zhong�cheng2

( 1. Beijing Vocat ional Co lleg e Of F inance and Commerce, Beijing 101101, China;

2. Institute of Policy & Management, Chinese Academy o f Sciences, Beijing 100080, China)

Abstract: T he tradit ional Data Envelopment A nalysis ( DEA) models are unable to discriminate betw een ef�
f icient DMUs. T his issue has become the interest of many DEA researchers. AP model is a popular super

- ef ficient model for ranking eff icient DMU s, but it has infeasibility and instability problems. MAJ model

and LJK model recently proposed can overcome these def iciencies but their ability to dist inguish ef f icient

DMU s is no t st rong. T his paper analyzes the reason of these tw o models) sho rtcom ings, then improves

them and provides theo ret ical pro ofs. T hrough tw o standar d numerical ex amples, w e f ind the improved

models perfo rm bet ter than o ld ones, especially the improved LJK model.

Key words: supper- ef ficient model; MAJ model; LJK model; impr ovement
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