
第 16 卷 　第 5 期
2008 年 　 　10 月

　　　　　　　　　　　
中国管理科学

Chinese Journal of Management Science
　　　　　　　　　　　

Vol. 16 , No. 5
Oct . , 　2008

文章编号 :1003 - 207 (2008) 05 - 0017 - 05

利率期限结构模型非线性建模

潘婉彬1 ,陶利斌2 ,缪柏其1

(1. 中国科学技术大学统计与金融系 ,安徽 合肥 　230026 ;2. 香港大学经济与金融学院 ,香港薄扶林道)

摘 　要 :应用门限模型对利率期限结构模型中漂移项的非线性性进行建模 ,提出门限 (threshold) CKL S 模型。用基

于自助法 (boot st rap)的广义拟似然比检验方法对门限 CKL S 模型进行了检验。检验结论表明 :门限 CKL S 模型能

较好的刻画利率期限结构模型中漂移项的非线性 ,在 0. 1 的显著水平下优于 CKL S 模型。
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1 　引言

短期无风险利率是金融市场上最基本也是最重

要的经济变量之一 , 它驱使着整个期限结构的变

动 ,对其他金融产品的定价和利率风险的管理起着

举足轻重的作用。随机扩散模型被广泛应用于描述

利率等重要经济变量和资产价格的变动。然而 ,对

于利率期限结构模型中漂移项是否为线性的问题仍

然是利率期限结构模型研究方面的一个热点。以前

的研究一直假设其服从一种线性关系。线性的漂移

项假设均值回复的程度在所有利率水平上都是相同

的 ,这是否合理呢 ? 也就是说 ,在特别低或特别高的

利率水平时 ,均值回复的程度是否会不一样 ?

自从 AÇt - Sahalia (1996) [1 ]发现利率过程的漂

移项呈现非线性的特征以来 ,很多学者对利率漂移

的非线性的现象进行了研究 ,越来越多的非线性模

型被提出 ,进而对利率进行拟合和预测。Stanton

(1997) [2 ]采用非参数方法估计了连续时间利率期限

模型的漂移项和扩散项 ,证实单因子模型的漂移项

具有非线性。李和金 ,李湛 ,李为冰 (2002) [3 ]用非参

数核估计方法对中国非银行间国债回购市场的短期

回购利率作了实证分析 ,估计了 Vasicek 和 CIR 模

型的漂移函数、扩散函数和边际密度 ,实证结果表明

漂移函数和扩散函数都是非线性的。Bali 和 Wu

(2006) [4 ]用美国隔夜联邦基金利率、7 天欧元存款

利率和美国三个月国库券收益率三个不同的数据集

对短期利率漂移的非线性进行了研究 ,发现期限越

短的利率序列的非线性越明显。Demirtas (2006) [5 ]

对刻画短期利率行为的众多模型建立了一个一般化

的离散时间模型框架 ,以此对不同的模型进行检验 ,

检验结果表明 ,漂移函数为非线性且非对称的模型

的预测效果最好 ,漂移函数形式的选择错误会导致

扩散函数的错误估计。Takamizawa (2008) [ 6 ] 同时

利用多个利率序列以及序列间的相互关系来推导利

率期限结构 ,进而对非线性的漂移进行估计。

以上文献中所提出的非线性模型主要对利率样

本总体进行建模 ,本文把在非线性建模方面得到广

泛应用的门限模型用于对利率期限结构模型中漂移

项的非线性进行建模 ,把利率状态空间分割成几个

子空间 ,每个子空间上使用线性逼近的思想和现有

的利率扩散模型结合 , 提出了门限 ( t hreshold )

C KL S 模型 (简称 TC KL S 模型) 。

2 　模型介绍

2. 1 　利率模型

Chan 等 (1992) [7 ] 为众多不同的利率期限结构

模型建立了一个共同框架 ,提出一个一般的随机微

分方程 (简称为 C KL S 模型) ,C KL S 模型的具体形

式如下 :

C KL S dr = (α+βr) dt +σr
γ

d Z (1)

C KL S 模型包括了众多著名的连续时间利率模

型 ,如 CIR 模型 ,Vasicek 模型等。

AÇt - Sahalia (1996) [ 1 ]使用非参数方法估计了

短期利率的边际密度函数 ,发现利率过程的漂移项

呈现非线性的特征 ,通过对有线性漂移的单因子模



型进行统计检验 ,得到结果是所有漂移项为线性的

参数模型均被拒绝了。他由此提出了一个新的更为

复杂的模型能较好地拟合利率数据的特征 ,从而不

能被假设检验所拒绝。

d rt = (α0 + α1 rt + α2 rt
2 + α3 / rt ) dt +

β0 + β1 rt + β2 rt
β3 d W t (2)

AÇt - Sahalia 模型有 8 个未知参数 ,过于复杂。

Gray (1996) [8 ]年指出 ,现存的短期利率模型在

模型拟和和预测方面的表现较差 ,其出现偏差的一

个潜在原因就是在整个样本期内条件均值和方差是

固定不变的 ,也就是说 ,影响模型条件均值和方差的

系数和外生变量是固定的。

Hamilton (1988) [9 ] 首次利用一个马尔可夫制

度转换模型描述利率变动中的非线性特征 ,发现与

线性自回归模型相比 ,这个模型能更好地拟和样本

数据。在国内 ,谢赤 ,钟羽 (2004) [10 ] 在 Vasicek 模

型的基础上结合制度转换模型 ,研究制度转换是否

能对模型的修正起帮助作用。结果显示 ,制度转换

模型能够捕捉到利率变动中的大部分异方差现象。

2. 2 　门限模型

线性模型作为一个强有力的工具应用于大量的

科学研究中。当我们对现实中大量的非线性现象进

行建模时 ,线性模型常常是不适合的。一个自然的

想法是把全局线性逼近分成几段 ,在状态空间的每

个子集上进行一个线性逼近。Tong 在 1977 年提出

基于分段线性逼近的门限模型 ,即把状态空间分割

成几个子空间 ,每个子空间上使用线性逼近。Tong

(1983) [11 ]介绍了门限模型的理论及应用。由于门

限模型在模型拟和和模型解释方面的成功 ,被广泛

应用于经济、环境科学、物理学、水文学等不同领域

的非线性建模。

具有 k ( k ≥2) 分段的门限模型被定义为 :

Y t = ∑
k

i = 1

( bi0 + bi1 X t +εt ) I{ X t ∈A i } , (3)

其中 bij 是未知参数 ; { A i } 构成 ( - ∞, ∞) 的一

个分割 , ∪k
i = 1 A i = ( - ∞, + ∞) ,且 A i ∩A j = <,

f oral l i ≠ j 。

假定分隔 { A i } 已知 ,参数 bij 的估计利用普通

最小二乘估计 ,记βi = ( bi0 , bi1 )′,最小化 :

∑
k

i = 1
L (βi , A i ) (4)

其中 , L (βi , A i ) = ∑
X t ∈A i

0 < t < T

[ Y t - ( bi0 + bi1 X t ) ]2 。

在实际中 ,分割 { A i } 往往是未知的 ,通常假定

具有形式 A i = ( ri- 1 , ri ] ,其中 , - ∞= r0 < r1 < ⋯

< rk = ∞。可以通过全面搜索的方式来确定分割 :

对给定的分割集合 { A i } , 记 ( 4 ) 的最小值为

L ({ A i } ) = ∑1 ≤i ≤k
L (�βi , A i ) ,我们求分割 { �A i } ,

它使得 L ({ A i } ) 达到极小。在实际中 , k 常取较小

的数值 ,比如 2 ,3。门限 ri 在样本范围的某个内点

处求得。

本文考虑最简单的情况 ,即将区间分成两段 ( -

∞, c) ∪[ c , + ∞) 的情况。

2. 3 　门限( threshold) CKLS模型(以下简称 TCKLS

模型)

C KL S 模型 dr = (α+βr) dt +σr
γ

d Z 的 Euler

离散化形式为 :

Δr t = rt - rt- 1 =α+βr t - 1 +εt

E[εt ] = 0 , E[ε2
t ] =σ2 r2γ

t- 1 (5)

这里 Y t = rt - rt- 1 , X t = rt- 1 。

结合门限模型 (4) 和模型 (5) 可得 TC KL S 模

型 :

　 dr =

(α1 +β1 r) dt +σr
γ

d Z i f r ≤c

(α2 +β2 r) dt +σr
γ

d Z i f r > c
(6)

TC KL S 模型离散形式为 :

Δr t = ∑
k

i = 1

(αi +βi r t- 1 +εt ) I{ rt - 1 ∈A i } (7)

其中 E[εt ] = 0 , E[ε2
t ] =σ2 r2γ

t- 1 , { A i } 为 : { ( -

∞, c) , [ c , + ∞) } 。

3 　TCKLS模型的估计方法

3. 1 　估计漂移函数的参数

对给 定 的 数 据 { rt , t = 0 ,1 , ⋯, n} , 考 虑

TC KL S 模型的 Euler 离散化形式 ( 7) ,假定分隔

{ A i } 已知 ,即给定门限的一个初始值 c ,参数αi ,βi

的估计可根据最小二乘方法通过最小化 : ∑
k

i = 1

L (αi ,

βi , A i ) 可得。其中 , L (αi ,βi , A i ) = ∑
rt- 1 ∈A i
0 < t < n

[Δr t - (αi

+βi r t- 1 ) ]2 。

3. 2 　门限参数的确定

在实际应用中 ,门限 c 在样本范围的某个内点

处求得。对给定的样本 { rt , t = 0 ,1 , ⋯, n} ,记样本

的最小值为 rmin ,样本的最大值 rmax 。门限 c 对状

态空间 [ rmin , rmax ]的分割 { A i } = [ rmin , c) ∪ [ c ,

rmax ] , i = 1 ,2 ,门限参数 c 可以通过全面搜索的方

式来确定分割。可把状态空间 [ rmin , rmax ]等分为
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1000 或更多的格点 ,当门限参数 c 遍历这些格点

时 ,根据最小二乘方法可求出残差平方和 L ({ A i } )

= ∑i = 1 ,2 L (�βi , A i ) ,具体表达见 (4) 。对于每一个

固定的 c ,有一个 L ({ A i } ) ,这些 L ({ A i } ) 的最小

值所对应的门限参数 c 就是我们的估计值 ,它使得

残差平方和 L ({ A i } ) 达到极小 ,此时 ,根据最小二

乘所得到的参数估计值α̂i 和β̂i 就是我们估计得到

的漂移函数的参数。在实证应用中 ,因为位于两个

样本点内的分割所得到的残差平方和 L ({ A i } ) 是

一样的 ,所以把样本 { rt , t = 0 ,1 , ⋯, n} 进行排序

后 ,依次选择[ rmin , rmax ]中的样本点作为分割就可

以了。

3. 3 　估计扩散函数的参数

得到参数的估计值α̂i 和β̂i 后 ,即可求得利率的

扩散部分 {εt } :

εt = ∑
k

i = 1

(Δr t - (α̂i +β̂i r t- 1 ) ) I{ rt - 1 ∈A i } (8)

显然ε̂t ≈σr
γ
t - 1 ut ,其中 { ut } , ii d ～ N (0 ,1) 。

给定 rt- 1 下 ,ε̂t 的条件对数拟似然函数可近似

表达为

-
1
2

log (σ2 rt- 1
2γ) -

t̂εt
2

2σ2 rt - 1
2γ (9)

对不同 t ,上式进行求和可得到对数拟似然函

数

l ≈ -
1
2 ∑

n

t = 1
[ log (σ2 rt- 1

2γ) +
t̂εt

2

σ2 rt- 1
2γ ] (10)

最大化似然函数 (10)即可得到σ̂ ,γ̂。

4 　中国银行间市场 7 天回购利率实证研究

4. 1 　数据说明 :

我们选择银行间国债市场中交易量最大的银行

间 7 天内回购平均利率 ( R07D) 作为市场利率的代

表。数据跨期 1999 年 9 月至 2005 年 8 月 ,共计

294 个周数据。数据来源于中国债券信息网 ht2
tp :/ / www. chinabond. com. cn。数据的时序图见

图 1 和图 2。

　　图 3 为银行间 7 天内回购利率与利率变化散点

图 ,从图 3 可以直观的看出 ,利率与利率变化之间的

关系并不是线性的 ,具有很强的非线性特征。我们

接下来将尝试把利率状态空间分割成几个子空间 ,

每个子空间上使用线性逼近的方法来刻画这种非线

性特征。

4. 2 　参数估计结果

根据前面介绍的模型估计方法 , TC KL S 模型

图 1 　银行间 7 天内回购平均利率 ( rt )走势图

图 2 　利率变化 ( dr t = rt+1 - rt )走势图

图 3 　银行间 7 天内回购利率与利率变化散点图

参数估计结果如下表 :

表 1 　TCKLS模型参数估计结果

TCKL S α β σ γ 门限参数 c

r ≤c - 0. 009 0. 335

r > c 0. 123 - 5. 307
1. 387 1. 430 0. 021

为了和 C KL S 模型做比较 ,我们采用 Nowman

(1997) [ 12 ]中的极大似然估计方法对中国银行间市

场 7 天回购利率 (数据同上) 估计的 C KL S 模型 (具

体参数估计方法参考 Nowman (1997) ) : dr = (α+

βr) dt +σr
γ

d Z ,估计参数结果如下 :
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表 2 　CKLS模型参数估计结果

Models α β σ γ

CKL S 0. 020 - 1. 066 0. 913 1. 315

对于利率扩散模型的四个参数 ,其中特别重要

的是β值和γ值。β值为负值 ,意味着利率变化有均

值回复特征。γ值又称为利率敏感系数 ,γ值大于 1 ,

说明利率波动率的水平效应显著 ,对利率水平具有

较高敏感性。

从 C KL S 模型的估计参数来看 ,β值为负值 ,这

意味着整体来看利率变化有均值回复特征 ;利率敏

感系数γ值大于 1 ,这说明中国利率波动率的水平

效应显著。

从 TC KL S 模型的估计参数来看 ,我们发现 ,利

率处于较低水平与较高水平时 ,均值回复特性有较

大的区别。当利率低于门限值 0. 021 ,即处于较低

水平时 ,β值为正值 ,即利率变化没有均值回复特

征 ;而当利率高于门限值 0. 021 ,即处于较高水平

时 ,β值为负值 ,利率变化的均值回复特征显著。这

表明利率期限结构模型的漂移项的确存在非线性

性 ,利率均值回复的程度在不同的利率水平上呈现

出不同的特点。TC KL S 的利率敏感系数γ值大于

1 ,和 C KL S 模型比较一致。

4. 3 　广义似然比检验

TC KL S 模型是否优于 C KL S 模型 ,我们对两

个模型进行广义似然比检验。原假设 H0 和对立假

设 H1 分别是 :

H0 :Δr t = rt - rt- 1 =α+βr t - 1 +εt

H1 :Δr t = ∑
k

i = 1

(αi +βi r t- 1 +εt ) I{ rt - 1 ∈A i }

其中 ,分割 { A i } 为 : { ( - ∞, c) , [ c , + ∞) } 。

广义似然比统计量为 :

T =
n
2

log
RS S 0

RS S 1
(11)

其中 , RS S 0 = ∑
n

t = 1
[Δr t - (α+βr t- 1 ) ]2 ; RS S 1

= ∑
k

i = 1
∑

n

t = 1
[Δr t - (αi +βi r t- 1 ) ]2 I{ rt - 1 ∈A i } 。

为了求出统计量 T 的 p - value ,需要知道原假

设下 T 的分布。这自然会产生一个问题 :在原假设

下 ,统计量 T 的渐进分布是否依赖于参数。但分布

的解析形式很难求 ,我们可以通过 boot st rap 方法

来估计分布。Fan ,Zhang , Zhang (2001) [13 ] 证明了 ,

对于不同的参数的选择 ,广义似然比统计量在原假

设下的渐进分布一阶不依赖于原假设模型下的参

数。这说明 ,在我们的检验中 , T 在原假设模型下

的分布并不严重依赖于参数α、β的值 ,只要把它们

设置为比较合理的值 , T 的分布就可以被很好的模

拟出来。

对于给定的数据集 ,不能确定原假设是否成立。

我们不对 {εt } 的分布加任何限制 ,因此采用非参数

的条件自助法 ( boot st rap) , Fan , Yao (2003) [14 ] 给出

了算法的步骤 :

(1)从 TC KL S 模型所得的中心化残差 {ε̂t -

ε̂} n
t = 1 的经验分布生产自助法残差 {ε3

t } n
i = 1 ,其中ε̂t

是 {ε̂t } 的平均。构造自助法样本如下 : X 3
t = rt- 1 ;

Y 3
t =α̂+β̂r t- 1 +ε3

t 。

(2)基于自助法样本 ( X 3
t , Y 3

t ) ,计算检验统计

量 T 3 =
n
2

log
RSS0

3

RSS1
3 。

(3)重复以上两个步骤多次 ,用 { T 3 } 的经验分

布作为广义似然比统计量 T 在原假设下分布的近

似。

(4)用 { T 3 } 大于统计量 T 的百分比作为检验

的 p 值的估计。

检验结果得到统计量 T 的 p - value = 0. 084。

在 0. 1 的显著水平下可以拒绝原假设。这表明 ,门

限 C KL S 模型能较好的刻画利率期限结构模型中

漂移项的非线性性 ,在 0. 1 的显著水平下优于

C KL S 模型。

5 　TCKLS模型与制度转换模型( Regime -

Switching Model)的比较

5. 1 　制度转换模型

使用制度转换模型来刻画利率行为的最重要的

经济动因是货币政策的变化。考虑一个具有 k 个制

度的模型 , S t 为指示变量 ,表示 t 时刻所在的制度 ,

那么 ,基于制度转换的 C KL S 模型的形式为 :

Δr t = rt - rt- 1 =α( S t ) +β( S t ) rt - 1 +εt

εt | Ωt- 1 ～ N (0 ,σ2 ( S t ) r2γ( S t
)

t- 1 ) (12)

其中 , S t = i , i = 1 ,2 , . . . , k 。

制度转换模型的重要特征是 :不同结构的制度

伴随着某种随时间变化的概率而出现 ,而制度转换

模型作为一种新的建模方法有很多优点 :第一 ,越来

越多的实证表明 ,短期利率与长期利率的变动过程

具有随机制度转换的特点。第二 ,经济环境和经济

政策的改变会影响利率的制度转换。第三 ,利率制

度转换模型能够捕捉到利率变动中的非线性特征。

5. 2 　TCKLS模型与制度转换模型的比较
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TC KL S 模型与制度转换模型都刻画了利率变

动中的非线性性 ,但两者是有区别的。其主要区别

在于 :

一、TC KL S 模型通过分割状态空间建模非线

性 ,平稳性可以被保持。制度转换模型解释由于经

济周期或货币政策的变化导致利率的随机行为随时

间发生突变的现象 ,其制度转换按时间发生 ,其结果

常常导致非平稳过程。

二、制度转换模型假设制度变化的时点 ,即在什

么时间发生制度的转换与状态变量 S t 有关 , S t 的选

择需要先根据实际的经济环境和考虑各种影响利率

的政策的变化后作出判断 ,不同的人有可能会有不

同的结论 ,带有一定的主观性。而 TC KL S 模型的

门限值的确定是根据最小预报误差的原则 ,由实际

利率数据求得。描述的是当利率超过某一个水平

时 ,利率变动的模式会发生变化的情况。

6 　结语

本文应用门限模型对利率期限结构模型中漂移

项的非线性性进行建模 ,提出 TC KL S 模型。基于

自助法 (boot st rap)的广义拟似然比检验表明 :门限

C KL S 模型能较好的刻画利率期限结构模型中漂移

项的非线性性 ,在 0. 1 的显著水平下优于 C KL S 模

型。应该指出的是 ,本文主要对利率模型漂移函数

的非线性进行建模 , 而 Bali 和 Wu (2006) [4 ] 指出 ,

漂移的非线性和扩散函数的形式有关 ,对扩散函数

中用 GARCH 模型对波动率进行建模可减轻漂移

的非线性性 ,所以 ,考虑模型中扩散函数更加灵活多

变的波动率形式是一个可进一步研究的方向。
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A Nonlinear Model of Term Structure Dynamics
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Abstract : The threshold model is employed to capture t he nonlinearity of t he drif t term in t he models of t he
term st ruct ure of interest rates. A generalized p seudo2likelihood ratio test is int roduced to test t he thresh2
old C KL S model . The result s show t hat t he t hreshold C KL S model can bet ter describe t he nonlinearity of
t he drif t term t han C KL S model at 0. 1 significant level .
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