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摘　要　本文理论给出任意空间取向ＴＩ（ＡＴＩ）四阶弹性张量的解析表述，其以 ＶＴＩ弹性常数及其简单组合为系

数，包括各向同性项、ＴＩ对称轴方向矢量分量的二次项和四次项，其中ＴＩ对称轴方向矢量可以在固定坐标系定义，

也可以相对三维倾斜界面甚至相对波传播方向．相比四阶张量变换法和Ｂｏｎｄ变换法，ＡＴＩ弹性张量能简洁而透明

地为本构关系和波动方程提供四阶张量的所有元素．ＡＴＩ弹性张量能为诸多方面的理论研究提供支撑．
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１　引　言

横向各向同性（ＴＩ）为广泛存在的各向异性．对

于天然地震，早已提出周期性叠层、上地幔晶体定向

排列和地壳内定向平行排列裂隙均导致 ＴＩ，用于

解释横波分裂和各向异性层析成像．对于地震勘探，

物理模拟试验提出浅部沉积区的泥岩、页岩、砂岩、

灰岩和煤岩等具有ＴＩ各向异性，如此推动地震理

论方法和数据处理解释的新发展．

ＴＩ弹性用四阶张量描述，其连接应力和应变

两个二阶张量构成本构关系，为岩体特殊形变研究

提供基础，本构关系结合运动方程用来研究 ＴＩ介

质中地震波传播特征．ＴＩ弹性张量随方向变化或

依赖所在坐标系的空间取向，相应的本构关系和运

动方程形式不变而具体表述随之变化．ＴＩ弹性张量

是本构关系和运动方程的核心．

当ＴＩ对称轴垂直水平地表时（ＶＴＩ），ＴＩ弹性
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在垂直面内变化与方位无关，容易得到用５个独立

弹性常数表示的弹性张量，此时本构关系和运动方

程比较简单，这为３０年来 ＶＴＩ介质地震波数值模

拟和系统解析研究提供了基础．对于ＴＩ具有水平

对称轴（ＨＴＩ）和入射面内倾斜对称轴（ＴＴＩ）时，在

ＴＩ对称轴所在特殊方位，ＴＩ弹性张量问题相对简

单，这方面已获得一些研究结果；但其他方位ＴＩ弹

性张量表述复杂，相应研究遇到的困难要大得多．

ＴＩ可以有任意空间取向．ＴＩ空间取向可以在

地表固定坐标系定义，也可以相对三维断层和倾斜

界面定义，地表固定坐标系定义的ＶＴＩ相对后者不

再是ＶＴＩ．ＴＩ空间取向还可以相对地震波传播方

向来定义．为此，存在广义的任意空间取向 ＴＩ问

题，简称ＡＴＩ．ＶＴＩ可视为 ＡＴＩ的特殊情况，但用

ＶＴＩ解释不了 ＡＴＩ，使得限于 ＶＴＩ模型成为 ＡＴＩ

地震波理论方法和观测解释的瓶颈．

坐标系不同，弹性张量不同．不同坐标系的弹性

张量符合张量变换法则．原则上可基于ＶＴＩ的弹性

张量通过四阶张量变换得到 ＡＴＩ弹性张量．等价

地，将ＶＴＩ四阶张量转化为二阶矩阵元素表示，再

通过Ｂｏｎｄ变换
［１］同样能得到ＡＴＩ的弹性张量．四

阶张量变换和Ｂｏｎｄ变换是至今获取ＡＴＩ弹性张量

的两种方法，但无论采用哪一种方法，因涉及到一系

列与角度有关的旋转坐标系的变换，ＡＴＩ弹性张量

元素的具体表述都非常复杂．以往通过数值方法实

现四阶张量变换和Ｂｏｎｄ变换，但数值法透明度低，

从中难以找到ＡＴＩ各张量元素及与上述空间取向

的关系，这直接影响后续的理论方法研究和观测解

释．作为本构关系和运动方程核心的 ＡＴＩ弹性张

量，其解析表述成为有待解决的理论问题．

本文给出 ＡＴＩ四阶弹性张量简易和便于应用

的解析表达式，其以 ＶＴＩ的５个弹性常数为参数，

以ＴＩ对称轴的方向矢量分量为变量，简称 ＡＴＩ弹

性张量；论证ＡＴＩ弹性张量等价于四阶张量变换，

简要说明ＡＴＩ弹性张量的应用并指出其所具优势．

２　ＡＴＩ弹性张量的解析表述

ＴＩ具有轴对称性，故ＴＩ的空间取向能用ＴＩ对

称轴的方向矢量惟一确定．我们将 ＡＴＩ的四阶弹

性张量表示为

　犮犻犼犽犾 ＝犆１１２２δ犻犼δ犽犾＋犆１２１２（δ犻犽δ犼犾＋δ犻犾δ犼犽）

　　 ＋（犆３３３３－犆１１１１）狀犻狀犼狀犽狀犾

　　 ＋（犆１１３３－犆１１２２）（δ犻犼狀犽狀犾＋δ犽犾狀犻狀犼

　　 －２狀犻狀犼狀犽狀犾）＋（犆１３１３－犆１２１２）（δ犻犽狀犾狀犼

　　 ＋δ犻犾狀犽狀犼＋δ犼犽狀犾狀犻＋δ犼犾狀犽狀犻－４狀犻狀犼狀犽狀犾），（１）

其中犮犻犼犽犾是ＡＴＩ弹性张量，大写字母犆ｐｑｏｓ表示ＶＴＩ

弹性常数，δ犻犼是Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ符号，狀犻，犻＝１，２，３是ＴＩ

对称轴方向矢量狀^的分量．该式中有ＶＴＩ的６个弹

性常数，因犆１１２２＋２犆１２１２＝犆１１１１，故实际包括ＶＴＩ的

５个独立的弹性常数．

（１）式中等号右侧前两项与狀犻 无关，为各向同

性项，类似于各向同性张量的表述［２］，其余三项与狀犻

有关，统称各向异性项，各项前面的系数分别为

ＶＴＩ不同弹性常数的组合，每组中两个弹性常数差

异的大小标志ＴＩ各向异性的强弱．

容易看出，（１）式满足对称性犮犻犼犽犾＝犮犻犼犾犽＝犮犼犻犽犾＝

犮犼犻犾犽，是应力对称、应变对称及应变能守恒的结果
［２］，

因此ＡＴＩ弹性张量最多有２１个不同的弹性常数．

当犆３３３３＝犆１１１１，犆１１３３＝犆２２３３和犆１３１３＝犆１２１２时，

（１）式中各向异性项的三个系数均为零，犮犻犼犽犾降为与

狀犻无关的各向同性张量．

需要指出，ＡＴＩ必然有各向同性背景值，相应

的两个拉梅常数能够通过 ＶＴＩ的５个弹性常数惟

一确定，而ＡＴＩ弹性张量可以表示为各向同性背景

张量附加弹性偏离张量，这对于ＡＴＩ弹性和柔度相

互转换及进一步发展不同空间取向ＴＩ的复合各向

异性方法至关重要．我们在这里给出的犮犻犼犽犾是各向

同性背景张量附加弹性偏离张量的等价表述．（１）式

中的各向同性项并不是各向同性背景张量，如通常

犆１１２２≠λ，λ为各向同性背景拉梅常数．我们将在其

它文章系统论述犮犻犼犽犾的各向同性背景和弹性偏离表

述及所涉及的问题．

３　ＡＴＩ弹性张量等效于四阶张量变换

以下我们理论证明（１）式给出的是 ＡＴＩ弹性

张量．

将狀^＝（０，０，１）Ｔ 带入到（１）式，利用犆１１１１＝

犆２２２２，犆１１３３＝犆２２３３，犆１３１３ ＝犆２３２３和 犆１１２２ ＋２犆１２１２ ＝

犆１１１１，容易验证这时犮犻犼犽犾给出 ＶＴＩ弹性张量的所有

元素，即垂直对称轴时ＡＴＩ弹性张量为ＶＴＩ的弹性

张量．

令犮犻犼犽犾和犆狆狇狅狊分别为 ＡＴＩ的和 ＶＴＩ的弹性张

量，β犻狆为旋转笛卡儿坐标系的坐标变换矩阵元素，

它们满足以下四阶张量变换关系

犮犻犼犽犾 ＝β犻狆β犼狇β犽狅β犾狊犆狆狇狅狊． （２）

　　将（１）式张量表述代换（２）式中的犆狆狇狅狊，利用

６４３２
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珔狀犻＝β犻狆狀狆，特别利用关系

β犼狆β犽狇δ狆狇 ＝δ犼犽， （３）

容易验证四阶张量变换后的犮犻犼犽犾相比（１）式表述形

式不变，只是将 ＶＴＩ对称轴方向矢量狀^改为 ＡＴＩ

对称轴方向矢量狀^
－，这就证明了本文给出ＡＴＩ弹性

张量为完备表述．

四阶张量变换后（１）式表述形式不变可简单解

释为，沿ＡＴＩ的对称轴方向看ＴＩ弹性与在垂直方

向看ＶＴＩ弹性这两者相同，故ＡＴＩ和ＶＴＩ这两个

弹性张量具有共同的弹性常数组合系数，并具有相

同的表述形式，两者差异仅在于ＴＩ对称轴方向矢

量狀^不同．以下我们进一步讨论狀^的解析表述．

４　ＡＴＩ对称轴方向矢量

以往是相对地表固定坐标系定义ＴＩ对称轴方

向．由于在地表坐标系还有界面（及断层面）的法向

矢量以及地震波传播的方向矢量，为满足构造和传

播方面的理论需求，我们提出包括这几种情况的ＴＩ

对称轴方向矢量的扩展定义．以下主要讨论相对地

震波传播方向的ＴＩ对称轴的单位方向矢量狀^，将相

对界面法向和地表固定坐标系的情况作为特殊情况

处理．我们先推导给出ＡＴＩ对称轴单位方向矢量狀^

的解析表述．

令φｃ和θｃ分别为 ＴＩ对称轴在固定坐标系的

方位角和顶角，依据这两个角旋转坐标系得到 ＴＩ

坐标系，从固定坐标系到 ＴＩ坐标系的坐标变换为

犃（θｃ，φｃ）．设θ和φ 分别为相传播方向在固定坐标

系的入射角和方位角，从固定坐标系到地震波相传

播方向坐标系（简称相传播坐标系）的坐标变换为

犅（θ，φ）．为此，从ＴＩ坐标系到相传播坐标系的坐标

变换为犌＝犅犃－１＝犅犃Ｔ，其矩阵表述为

犌＝ ｛α犼犽｝＝

ｓｉｎθｃｓｉｎθ＋ｃｏｓθｃｃｏｓθｃｏｓ珔φｃ －ｃｏｓθｓｉｎ珔φｃ ｓｉｎθｃｃｏｓθｃｏｓ
珔
φｃ－ｃｏｓθｃｓｉｎθ

ｃｏｓθｃｓｉｎ珔φｃ ｃｏｓ珔φｃ ｓｉｎθｃｓｉｎ珔φｃ

ｃｏｓθｃｓｉｎθｃｏｓ珔φｃ－ｓｉｎθｃｃｏｓθ －ｓｉｎθｓｉｎ珔φｃ ｃｏｓθｃｃｏｓθ＋ｓｉｎθｃｓｉｎθｃｏｓ珔φ

烄

烆

烌

烎ｃ

， （４）

其中珔φｃ＝φｃ－φ为相对ＴＩ对称轴的相对方位．

从相传播坐标系到 ＴＩ坐标系的坐标变换为

｛β犼犽｝，显然有β犼犽＝α犽犼．

β犼犽为（２）式中的坐标变换矩阵元素．显然，｛β犼犽｝

矩阵的第三列，即（４）式中矩阵第三列为ＴＩ对称轴

的方向矢量狀^＝（狀１，狀２，狀３），该矢量的三个分量依次

为

狀１ ＝ｓｉｎθｃｃｏｓθｃｏｓ珔φｃ－ｃｏｓθｃｓｉｎθ， （５）

狀２ ＝ｓｉｎθｃｓｉｎ珔φｃ， （６）

狀３ ＝ｃｏｓθｃｃｏｓθ＋ｓｉｎθｃｓｉｎθｃｏｓ珔φｃ． （７）

　　以上狀^包含４个角度，简记为狀^（θｃ，φｃ，θ，φ），带

入到（１）式很容易得到ＡＴＩ弹性张量犮犻犼犽犾的所有分

量．以下简要说明其在６个方面的应用：

（１）将θ和φ 视为变量，^狀随传播方向变化，相

应犮犻犼犽犾随传播方向变化，利用其中６个元素能进一

步给出均匀ＡＴＩ介质中三类体波传播特征随方向

的变化，这同时为射线方法扩展到ＡＴＩ和三维倾斜

界面引起的三维路径提供了基础．

（２）各向异性反射率法要求计算不同方位的传

播矩阵［３］．令θ＝０，则有

狀^（θｃ，φｃ，φ）＝ （ｓｉｎθｃｃｏｓ珔φｃ，ｓｉｎθｃｓｉｎ珔φｃ，ｃｏｓθｃ） （８）

为相对传播方位的ＡＴＩ对称轴的方向矢量，相应的

犮犻犼犽犾可用于计算理论地震图和各向异性震源辐射
［４～６］．

（３）令θ＝０和φ＝０，则有

　狀^（θｃ，φｃ）＝ （ｓｉｎθｃｃｏｓφｃ，ｓｉｎθｃｓｉｎφｃ，ｃｏｓθｃ）， （９）

将（９）式带入到（１）式给出在地表固定坐标系 ＡＴＩ

的犮犻犼犽犾，其用于本构方程和波动方程可将有限差分

法等理论地震图的计算扩展到ＡＴＩ介质条件
［７，８］．

（４）设θ狀 和φ狀 为地下界面法线的两个角度，代

换（θ，φ）→（θ狀，φ狀）得到狀^（θｃ，φｃ，θ狀，φ狀），相应的犮犻犼犽犾

则为界面坐标系的ＡＴＩ弹性张量，可用于三维倾斜

界面上地震波反射、透射的ＴＩ条件和应力应变所

导致界面附近形变的研究．对于断层位错，将这里的

犮犻犼犽犾带入到地震矩张量表达式犿犻犼＝犮犻犼犽犾狀犽ν犾，可得到

ＡＴＩ各向异性矩张量的解析表述，用于解释地震矩

张量的反演结果［９］．

（５）如将 狀^＝（１，０，０）Ｔ 带入到（１）式则得到

ＨＴＩ的弹性常数，其与ＶＴＩ各个弹性常数的关系是

角标１３互换．特殊地珔φｃ＝０，ＴＩ对称轴在垂直路

径面内，则有ＴＴＩ的方向矢量和弹性常数．这表明

ＡＴＩ弹性张量可将以往提出的 ＶＴＩ、ＨＴＩ和 ＴＴＩ

这些特殊空间取向ＴＩ的弹性张量和各向异性参数

统一起来，而不需将ＶＴＩ和ＨＴＩ的参数分别定义．

（６）ＡＴＩ弹性张量通常有２１个非零分量，类似

于三斜各向异性具有２１个弹性常数．如何从地震反

演得到的２１个弹性常数确认其为ＡＴＩ所致是有待

７４３２
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解决的理论问题．从ＡＴＩ弹性张量的解析表述能给

出相应的判据并解决这一问题．

５　讨　论

计算ＡＴＩ介质中地震波传播，经典的做法是四

阶张量变换，即先依据上述α犽犼 实现从ＴＩ坐标系到

相传播坐标系的张量变换，再依据相应的张量元素

计算三类体波的传播特征．本文依据α犽犼 的反变换

β犼犽 进行四阶张量变换，给出ＡＴＩ弹性张量，从相应

元素计算三类体波的传播特征．参照传播方向改变

ＴＩ空间取向，相比固定ＴＩ空间取向改变传播方向，

这两者是等价的．

如将β犼犽 带入到（２）式，各张量元素的解析表述

将非常繁琐和冗长，难以找出各元素与 ＴＩ空间取

向的关系．从（３）式二阶张量缩并可以看出，ＡＴＩ弹

性张量简化了四阶张量变换过程，这是ＡＴＩ弹性张

量解析表述简洁的原因．ＡＴＩ弹性张量与ＴＩ空间

取向的关系很明确．

以上两点是ＡＴＩ弹性张量的实质．

Ｂｏｎｄ变换与四阶弹性张量变换等价．ＡＴＩ弹性

张量解析等价于四阶弹性张量变换，故也等价于

Ｂｏｎｄ变换．Ｂｏｎｄ变换用于ＡＴＩ同样存在解析表述

繁琐复杂的问题．对于这三者之间的关系，将在另

外文章作进一步的数值对比讨论．

连接二阶应力张量和二阶应变张量有两个理论

表述：从应力到应变用柔度张量，从应变到应力用弹

性张量．这两个本构关系在波动和力学性质研究方

面有各自的优势．近些年弹性张量和柔度张量的相

互转换问题更为突出．相比四阶张量变换，Ｂｏｎｄ变

换的一个重要优势是将四阶弹性张量和四阶柔度张

量分别表示为６×６阶矩阵的形式，再利用矩阵互逆

得到两个张量之间的转换．本文给出ＡＴＩ弹性张量

的理论表述，并行地有 ＡＴＩ柔度张量的理论表述，

这将使ＡＴＩ这两个四阶张量之间的相互转换相比

Ｂｏｎｄ方法大为简捷．此问题将在另外文章论述．

６　结　语

　　ＡＴＩ四阶弹性张量能表述为各向同性项附加

关于ＴＩ对称轴方向矢量分量的二次项和四次项，

各项的系数为 ＶＴＩ的弹性常数及其简单组合，ＴＩ

对称轴方向矢量可参照地表固定坐标系，也可以相

对三维空间取向界面和相对地震波传播方向，但整

体表述具有内在的一致性．

ＡＴＩ弹性张量等价于四阶张量变换和Ｂｏｎｄ变

换，但避免了后两者的复杂和繁琐，能简洁和透明地

提供所有弹性张量元素，用于本构关系和波动方程．

基于ＴＩ对称轴方向矢量表述的ＡＴＩ弹性张量

解析具有独特的优势，其严格和紧凑的解析表述能

为各方面的理论方法研究提供支撑．
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