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摘　要 :本文运用“交形式”生产可能集 ,对于具有多种生产要素投入的“生产部门”,给出非参数方法所确定的多个

变量的生产函数 ,进而讨论了当投入规模增大时 ,判别规模收益将处于递增、不变、递减、“饱和”和“拥挤”状态的充

分必要条件。这对于每个决策单元 (“企业”或“部门”) 相对而言是否需要扩大规模和如何扩大规模给出科学的分

析。
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1 　引言

数据包络分析 (Data Envelop ment Analysis ,简

称 DEA)是 1978 年由 A. Charnes 和 W. W. Coop2
er 等人首先开创的一个经济学、数学、管理科学交

叉研究的新领域。DEA 是用来评价“决策单元”相

对有效性的 ,同时 D EA 方法也可以看作是一种非

参数的统计估计方法[1 ] 。近三十年来 ,DEA 理论和

模型有了很大的发展[2 - 4 ] ,在诸多领域得到了成功

的应用[5 - 9 ] 。众所周知 ,通常在使用统计方法确定

生产函数时 ,需要事先给出生产函数的具体形式 (含

有参数的函数类) ,再根据统计方法去确定参数。当

生产函数确定后 ,可以判断规模收益状况。

通常 ,使用 D EA 方法评估规模收益状况和“拥

挤”迹象时 ,是使用“和形式”的生产可能集 ,并且通

过线性规划来判断。而且 ,评估的状态都是“决策单

元”当前的状况[13 ,16 —18 ] ;在利用 DEA 方法进行预测

时 ,只限于对产出的预测 ,而没有预测出当投入增大

时 ,规模收益的状态 (包括“饱和”和“拥挤”) [2 ] 。

本文给出的理论和方法不用事先认定生产函数

的具体形式 ,而是利用决策单元的 (横向) 投入数据

和产出数据 (即统计学中的“样本”数据) ,根据公理

体系确定“和形式”的生产可能集。然后使用将“交

形式”的多面锥转化为“和形式”多面锥的方法 ,将

“和形式”的生产可能集转化为“交形式”的生产可能

集[10 - 12 ] 。再由此“交形式”的生产可能集 ,给出生产

函数的解析表达式。进而预测和判别 :当投入要素

增大时 ,决策单元的规模收益状况 ,其中规模收益状

况包括 : 规模收益递增、不变、递减、“饱和”和“拥

挤”。这里的规模收益状况为“饱和”,是指当生产的

投入要素增大时 ,产出仍保持不变的一种状态 ;规模

收益状况为“拥挤”,是指当生产的投入要素增大时 ,

产出不但不会增大 ,反而将会减少的一种状态。本

文给出的预测和判别规模收益状况的“充分必要”条

件是基于生产前沿面的结构特征得到的。

2 　“交形式”的生产可能集

考虑具有 m 个生产要素投入和一个产出的生

产可能集 :

T = { ( x , y) | 投入 x ∈ Em ,产出 y ∈ E1 }

设有 n 个决策单元 (例如 : n 个具有可比性的

“生产部门”) ,它们的投入、产出 (即“样本”)为

( x j , y j ) , j = 1 , ⋯, n

其中

x j ∈ Em , x j > 0 , y j ∈ E1 , y j > 0 , j = 1 , ⋯, n

为了确定出生产可能集 T ,对生产可能集需给

出公理化假设。根据研究规模收益状况的需要 ,假

设生产可能集 (记为 TW Y ) 满足以下的四个公理 (关

于生产可能集的公理体系见文献 [ 13 ] , [ 14 ] , [ 15 ] ,

[16 ] ,生产可能集 TW Y 的公理体系见文献[ 17 ]) :

(a) 　平凡性公理 : ( x j , y j ) ∈ TW Y , j = 1 , ⋯,



n ;

(b) 　凸性公理 :若 ( x , y) ∈ TW Y , ( x̂ , ŷ) ∈

TW Y ,则对 Πα∈[0 ,1 ] ,有α( x , y) + (1 - α) ( x̂ , ŷ)

∈ TW Y ;

(c) 　产出无效性公理 :若 ( x , y) ∈ TW Y , ŷ ÷
y ,则 ( x , ŷ) ∈ TW Y ;

(d) 　最小性公理 : TW Y 是所有满足公理 (a) ,

(b) , (c)的最小者。

这里需要说明的是 :生产可能集 TW Y 不满足投

入无效性公理 (投入无效性公理是说 ,若 ( x , y) ∈

TW Y , x ÷ x
∧

,则 ( x
∧

, y) ∈TW Y ) ,这是因为当生产要

素投入增大时 ,产出可能会减少 ,即规模收益可能呈

现“拥挤”现象。可以证明 :满足上述公理 (a) —( d)

的生产可能集 TW Y 可以表示成如下形式 (称为“和

形式”) :

TW Y = ( x , y) ∑
n

j = 1
x jλj = x , ∑

n

j = 1
y jλj ∂ y ,

∑
n

j = 1

λj = 1 ,λj ∂ 0 , = 1 , ⋯, n

为了确定非参数形式的生产函数 ,并进而讨论

决策单元的规模收益状况 ,需要利用多面锥由“交形

式”转变为“和形式”的方法[10 ,11 ] ,将“和形式”的生

产可能集转化为“交形式”。为此 ,记

Q = { (ω,μ,μ0 ) | ωT x j - μy j +μ0 ∂ 0 ,ω∈Em ,

μ∈ E1 ,μ ∂ 0 ,μ0 ∈ E1 , j = 1 , ⋯, n}

令 Q 的极方向为 (ωk ,μk ,μk
0 ) , k = 1 , ⋯, l ,则

TW Y 的“交形式”为[11 ]

TW Y =

( x , y) ωkT x - μk y +μk
0 ∂ 0 , k = 1 , ⋯, l , y ∂ 0

其中ωk ∈Em ,μk ∈E1 ,μk ∂ 0 ,μk
0 ∈E1 , k = 1 ,

⋯, l , (ωk ,μk ) ≠0 , k = 1 , ⋯, l ,且 ϖ k′(1 ≤k′≤

l) , ϖ k″(1 ≤ k″≤ l) ,有ωk′ ≠0 ,μk″ ≠0 ,以及

ωkT x j - μk y j +μk
0 ∂ 0 , j = 1 , ⋯, n ; k = 1 , ⋯, l .

3 　非参数的生产函数的解析表达式

根据样本数据 ( x j , y j ) , j = 1 , ⋯, n ,可以得到

“ 交 形 式 ” 的 生 产 可 能 集 TW Y =

( x , y) ωkT x - μk y +μk
0 ∂ 0 , k = 1 , ⋯, l 。由此

可以确定非参数的生产函数的解析表达式。记 R

= x ϖ y′∂ 0 ,使得 ( x , y′) ∈ TW Y , 于 是 , 对

Π x ∈R, ϖ y′∂ 0 ,使得ωkT x - μk y′+μk
0 ∂ 0 , k =

1 , ⋯, l . 由生产函数的定义 :当生产要素投入为 x

∈R时 ,产出的最大值为 y ,要素投入 x 和最大产出

y 之间有函数关系 y = f ( x) ,即生产函数 f ( x) 。

不难看出 ,生产函数 f ( x) 有如下的解析表达式

y = f ( x) = min
μk ≠0

ωkT x +μk
0

μk , x ∈R .

其中 R 为它的定义域 ,并且由 TW Y 的闭集和凸

集性质 ,可知集合 R 也为闭凸集 ;不难证明 f ( x) 为

凹函数。由于 ( x j , y j ) , j = 1 , ⋯, n 为“横向数据”,

例如“生产部门”的数据 ,生产函数 f ( x) 可看作是

“行业”的生产函数。

4 　投入增加时的规模收益分析和结构特征

设 x0 ∈R,α> 1 ,α- 1 很小 ,且αx 0 ∈R ,由生

产函数的定义 ,有 (见图 1)

f ( x0 ) = min
μk ≠0

ωkT x 0 +μk
0

μk , f (αx 0 ) = min
μk ≠0

ωkT (αx 0 ) +μk
0

μk

图 1 　生产函数

在下面的定义 1 中 ,我们讨论处于 x0 的投入 ,

当由 x0 增大到αx 0 时 (α > 1) ,规模收益的状况。

这里的规模收益状况包括 :规模收益递增 ,规模收益

不变 ,规模收益递减 ,规模收益“饱和”(即当生产要

素投入由 x0 增大到αx 0 时 ,产出不变的一种状态)

和“拥挤”(即当生产要素的投入增大时 ,产出将会减

少的一种状态) 。研究规模收益为递增、不变和递

减 ,是比较 f (αx 0 ) 与αf ( x0 ) 的大小 ;而研究“饱和”

和“拥挤”是分别研究是否有 f (αx 0 ) = f ( x0 ) ,以及

f (αx 0 ) < f ( x0 ) .

定义 1 设 x0 ∈R,α > 1 ,α - 1 很小 ,且αx 0 ∈

R,

(i)若有 f (αx 0 ) >αf ( x0 ) ,称投入规模 x0 处于

规模收益的递增状态 ;

(ii)若有 f (αx 0 ) = αf ( x0 ) ,称投入规模 x0 处

于规模收益的不变状态 ;

(iii)若有 f (αx 0 ) <αf ( x0 ) ,称投入规模 x0 处

于规模收益的递减状态 ;

(iv)若有 f (αx 0 ) = f ( x0 ) ,称投入规模 x0 处于
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规模收益的“饱和”状态 ;

(v)若有 f (αx 0 ) < f ( x0 ) ,称投入规模 x0 处于

规模收益的“拥挤”状态。

设 x0 ∈R ,α > 1 ,αx 0 ∈R ,记

E( x0 ) = { k | ωkT x 0 - μk f ( x0 ) + μ0
k = 0 ,μk

≠0 ,1 ≤k ≤ l }

E(αx 0 ) = { k | ωkT (αx 0 ) - μk f (αx 0 ) + μ0
k =

0 ,μk ≠0 ,1 ≤k ≤ l }

δ3 = min
k′∈E( x0 )

k E ( x0 ) ,且μk ≠0

{δk , k′} > 0 ,其中

δk , k′ =
ωkT x 0 - μk y 0 +μk

0

ωkT x 0 - μk y 0 +μk
0 +

μkμk′
0 - μk′μk

0

μk′

,

先给出几个引理 :

引理 1 　当 0 < α - 1 < δ3 时 ,有 E(αx 0 ) <
E( x0 )

证明 :其证明是初等的 ,从略。

引理 2 　当 0 < α - 1 < δ3 时 ,对 Πk ∈

E(αx 0 ) , 有 f (αx 0 ) =αf ( x0 ) +
(1 - α)μk

0

μk .

证明 :由引理 1 , E(αx 0 ) < E( x0 ) ,故对 Πk ∈

E(αx 0 ) 有

f (αx 0 ) =
ωkT (αx 0 ) +μk

0

μk

=
αωkT x0 +αμk

0 - αμk
0 +μk

0

μk

=
α(ωkT x 0 +μk

0 )
μk +

(1 - α)μk
0

μk

= αf ( x0 ) +
(1 - α)μk

0

μk

得证。

引理 3 　当 0 < α - 1 < δ3 时 ,对 Πk ∈

E(αx 0 ) , 有

(i) f (αx 0 ) >αf ( x0 ) Ζ (1 - α)μk
0 > 0 Ζμk

0 < 0 ;

(ii) f (αx 0 ) =αf ( x0 ) Ζ (1 - α)μk
0 = 0 Ζμk

0 = 0 ;

(iii) f (αx 0 ) <αf ( x0 ) Ζ (1 - α)μk
0 = 0 Ζμk

0 >

0 ;

证明 由引理 2 ,得证。

引理 4 　当 0 < α - 1 < δ3 时 ,对 Πk ∈

E(αx 0 ) , 有 f (αx 0 ) = f ( x0 ) ΖωkT x 0 = 0 .

证明 由引理 2 ,对 Πk ∈E(αx 0 ) ,有 f (αx 0 ) =

αf ( x0 ) +
(1 - α)μk

0

μk , 因此

f (αx 0 ) = f ( x0 ) Ζαf ( x0 ) +
(1 - α)μk

0

μk = f ( x0 )

Ζ (1 - α) (
μk

0

μk - f ( x0 ) ) = 0

Ζ μk
0

μk = f ( x0 )

Ζ μk
0

μk =
ωkT x 0 +μk

0

μk

ΖωkT x 0 = 0

得证。

引理 5 　当 0 < α - 1 < δ3 时 ,对 Πk ∈

E(αx 0 ) , 有 f (αx 0 ) < f ( x0 ) ΖωkT x 0 < 0 .

证明 　由引理 2 ,对 Πk ∈ E(αx 0 ) ,有 f (αx 0 )

=αf ( x0 ) +
(1 - α)μk

0

μk ,因此

f (αx 0 ) < f ( x0 ) Ζαf ( x0 ) +
(1 - α)μk

0

μk < f ( x0 )

Ζ (1 - α) (
μk

0

μk - f ( x0 ) ) < 0

Ζ μk
0

μk > f ( x0 )

Ζ μk
0

μk >
ωkT x 0 +μk

0

μk

ΖωkT x 0 < 0

得证。

以下关于规模收益状况的判定定理 ,是从“交形

式”的生产可能集的结构特征去分析的。

定理 1 　设 0 <α- 1 <δ3 , x0 ∈R ,αx 0 ∈R,

则有

(i)投入 x0 处于规模收益递增状态的充分必要

条件是 :μk
0 < 0 , k ∈ E(αx 0 ) ;

(ii)投入 x0 处于规模收益不变状态的充分必要

条件是 :μk
0 = 0 , k ∈ E(αx 0 ) ;

(iii) 投入 x0 处于规模收益递减状态的充分必

要条件是 :μk
0 > 0 , k ∈ E(αx 0 ) ;

(iv)投入 x0 处于规模收益“饱和”状态的充分

必要条件是 :ωkT x 0 = 0 , k ∈ E(αx 0 ) ;

(v)投入 x0 处于规模收益“拥挤”状态的充分必

要条件是 :ωkT x 0 < 0 , k ∈ E(αx 0 )

证明 　结论 (i) , (ii) 和 (iii) 由引理 3 得到 ;结论

(iv)由引理 4 得到 ;结论 (v)由引理 5 得到 ,得证。

5 　数值算例

由定理 1 ,取α满足 0 <α- 1 <δ3 ,则

对 Πk ∈E(αx 0 ) = { k ωkT (αx 0 ) - μk ( f (αx 0 ) )

+μk
0 = 0 ,μk ≠0} ,有
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ωkT x 0 =

> 0 ,μk
0 =

< 0 Ζ 规模收益递增

= 0 Ζ 规模收益不变

> 0 Ζ 规模收益递减

= 0 Ζ 规模收益“饱和”

< 0 Ζ 规模收益“拥挤”

例 1 　考虑具有一个投入、一个产出 ,7 个决策

单元的例子 ,其中投入数据和产出数据由表 1 给出。
表 1 　投入数据和产出数据

决策单元 DM U1 DM U 2 DM U3 DM U 4 DM U5 DM U 6 DM U7

投入 3 4 5 10 14 16 18

产出 1 4 6 8 9 9 6

生产可能集为 :

TW Y = { ( x , y) | ωk x - μk y +μk
0 ∂ 0 , k = 1 , ⋯,

8 , y ∂ 0} ,

其中ωk ,μk ,μk
0 , k = 1 , ⋯,8 ,由表 2 给出 ,交

形式的生产可能集由图 2 给出。

表 2 　生产前沿面的法方向ωk ,μk 和截距μk
0

k 1 2 3 4 5 6 7 8

ωk 1 3 1 1 1 0 - 3 - 1

μk 0 1 1 2 4 1 2 0

μk
0 - 3 - 8 0 6 22 9 66 18

图 2 　“交形式”生产可能集

取α = 1 + �δ , �δ = 2 - 4 ,有αx j ∈R ,且 E(αx j ) <
E( x j ) , j = 1 ,2 , ⋯,6 . 由定理 1 可得表 3。

表 3 　扩大规模后的规模收益状况 ( k ∈E(αx j ) )

决策单元 DM U1 DM U2 DM U3 DM U4 DM U5 DM U6

k 2 3 4 5 6 7

ωk x j 9 4 5 10 0 - 48

μk
0 - 8 0 6 22 9 66

规模收益

(扩大规模α> 1 )
递增 不变 递减 递减 饱和 拥挤

6 　结 　语

本文主要结果 : (i) 基于 DEA 生产前沿面思想

提供的理论和方法 ,不用事先认定生产函数的具体

形式 ,而是根据决策单元的 (“横向”) 投入数据和产

出数据 ,得到非参数的生产函数的解析表达式。与

传统 DEA 方法不同之处是 :使用了“交形式”的生

产可能集 ,给出了非参数方法的生产函数的明确解

析表达式。(ii)基于“交形式”生产前沿面的结构特

征 ,给出了当生产要素的投入增大时 ,决策单元的规

模收益状况 ,其中规模收益状况包括 :规模收益递

增、不变、递减、“饱和”和“拥挤”。与传统 D EA 评

估规模收益状况不同之处是 :本文的方法不需是用

线性规划的单纯形方法 ;并且对规模收益状态的预

测具有“动态性”,即研究投入增大时的规模收益状

态。(iii)这里给出的理论和方法适用广泛 ,可以应

用到很多实际问题中 ,特别是可以推广去处理当某

些投入增大时 ,研究投入相对于产出的规模收益状

况 ,为决策单元 (单位或部门) 是否需要扩大规模和

如何扩大规模提供决策依据。例如在高等院校的评

估中 ,可以预测投入 (如上级财政拨款 ,学校占地面

积 ,教师人数等) 规模扩大后 ,科学研究能力是否会

同倍“增大”的状况 (这里的“增大”,包括递增、不

变、递减、“饱和”和“拥挤”五种状态) 。再如 ,在考查

某医院对各科室的效益评估中 ,研究某些投入增大

时 ,效益提高的状况。
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The Non2parametric Forecast Method for Returns to Scale of DEA

WEI Quan2ling 　ZHANG Qian2wei

(School of Economics , Renmin University of China , Beijing 100872 , China)

Abstract : Wit h t he application of t he p roduction possibility set s of intersection2form , t his article p resent s

t he multivariate p roduction f unction which is determined by t he non2paramet ric met hod for the p roduction

depart ment wit h multi2inp ut factors. Furt hermore , t he necessary and sufficient conditions for distinguis2
hing t he f uture state of the returns to scale being increasing , constant , decreasing , sat urated and conges2
tion when t he inp ut scale being expanded are discussed in t his paper . The result s can be applied into scien2
tific analysis that whet her each decision making unit needs to expand t he scale and how to expand it .

Key words : production possibility set s of intersection2form ; non2paramet ric p roduction f unction ; ret urns to

scale
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