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摘　要　近年来构造高精度、高效且具有长时程跟踪能力的保结构算法已逐渐成为地震波模拟算法发展的重要方

向之一．本文基于谱元法（ＳＥＭ）进行空间域离散结合新推导的三阶辛算法（ＮＴＳＴＯ）进行时间域离散，构造了一种

具有时空保结构特性的新算法．本文给出的多组数值试验对比结果表明，本算法无论在内存消耗、稳定性及计算

耗时，还是长时程跟踪能力方面都有上佳的表现；另外，本文给出的起伏地表多层介质模型的数值算例验证了该算

法处理复杂几何形状和复杂介质时的有效性．该多辛结构谱元法的发展将为长时程地震波传播的计算及模拟提供

更为广泛而有效的选择．
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１　引　言

地震波数值模拟是研究地震波传播特征的有效

手段，有助于认识复杂介质中地震波传播规律，是地

震勘探和地震学研究的重要组成部分．２０世纪６０、

７０年代以来，随着地震波理论和计算机技术的不断

发展，各种数值模拟方法应运而生．就波动方程模拟

而言，目前常见的正演数值模拟方法有有限差分法、

有限元法、伪谱法和谱元法等．

经典有限差分法是偏微分方程的主要数值解法

之一，在各种地震波数值模拟方法中，也是最早出

现、现在运用最广泛的方法，其特点是计算速度快，

计算效率高．Ａｌｔｅｒｍａｎ＆Ｋａｒａｌ
［１］首先将经典有限

差分法应用到层状介质弹性波传播的数值模拟中．

此后，通过Ｂｏｏｒｅ
［２］，Ｍａｄａｒｉａｇａ

［３］和Ｖｉｒｉｅｕｘ
［４］等的

努力，在精度、应用于复杂介质等方面做了深入推广；

Ｍｏｒａ
［５］，Ｆｒａｎｋｅｌ

［６］，Ｆｒａｎｋｅｌ
［７］，Ｐｉｔａｒｋａ

［８］，Ｏｌｓｅｎ
［９］和

Ｚｉｎｇｇ
［１０］等在有限差分法的三维模拟方面做了大量

的工作，尽管这些工作对有限差分法在精度、紧致性

和优化等方面做了有益的改进，但由于方法本身的

理论基础是Ｔａｙｌｏｒ展开的，不可避免地存在如模拟

面波时精度相对较低［１１］、对不规则几何体（尤其是

自由起伏表面）的处理等方面显得不足等局限．

有限元法（ＦＥＭ）的出现是数值分析方法研究

领域内的重大突破性进展，其理论基础是变分原

理，构建在Ｓｏｂｏｌｅｖ空间上，通过将单元上的分片插

值函数和最小位能理论相结合来求解整个区域的波

场信息．由于网格剖分的任意性及它所依据的变分

原理，可以模拟任意地质体的形态，因此有限元自然

被运用到地震波模拟中；虽然有限单元法成功地模

拟了很多波的传播问题，但同样存在许多不足之处．

如为使结果达到可接受的精度，一般说来低阶的有

限单元每个波长需要至少布置１０个节点，由此导致

计算时需要的内存较大，耗时较多，计算效率较低；

此外，低阶有限元法传播特性较差，频散误差较

大［１２］，而高阶有限元法则会产生一些问题，如伪波

的出现［１３］．同时有限元离散后需要求解大型的线性

稀疏矩阵方程组，以致有限元法在大规模弹性波方

程模拟领域一直没有得到很好的应用．

伪谱法可以看作是有限差分法的推广，该算法

在求解方程时，通过对空间坐标的偏微分实施快速

傅氏变换，避免了对空间坐标的差分运算，从而大大

加快了计算速度并节省了大量的计算机内存．该方

法在原问题的解是充分光滑的情况下，可以得到无

穷阶收敛．谱方法和伪谱方法已经运用到了局

部［１４１５］和全球［１６１７］地震波模拟中，可以在每个波长

中用少量的网格点，且数值频散小，其表现优于有

限差分法．但是和有限差分法一样，模拟面波时精

度较低［１１］，且由于伪谱法是全局算子的特性，并行

性较差，又网格点的位置随着基函数的选择是固定

的．所以，该方法限于光滑规则的几何介质，不能运

用到复杂几何形状的介质中或者变化剧烈的非均匀

介质中［１８］．

谱元法 （ＳＥＭ）
［１９３０］建立在波动方程的变分或

弱形式理论基础上，它兼顾了伪谱方法具有全局高

精度和有限元方法在处理区域分解方面的灵活性，

被广泛运用到波动模拟中．在传统的ＦＥＭ中，一般

选择低阶精度的基函数和高斯积分，而在ＳＥＭ 中，

选择高阶精度的 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基函数和 Ｇａｕｓｓ

ＬｏｂａｔｔｏＬｅｇｅｎｄｒｅ（ＧＬＬ）积分可以得到对角化质

量矩阵的显式时间域微分方程组，这给时间域的求

解带来了便利，节约了耗时，并使得算法便于并

行化．

因此鉴于谱元法在地震波模拟中的优势本文选

用谱元法进行空间离散．但是随着模拟技术的发展

和计算机处理数据能力的增加，对于地震波的模拟

不再局限于短时的波场值了，对于某些波场（如地球

自由振荡等）的长时程传播的计算及模拟问题成为

热点，这就需要选择较为高效、稳定和具有较长时间

模拟能力的数值算法．在“数值算法应尽可能多地

保持原问题的本质特征”的指导原则下，冯康首先提

出了保结构算法的思想［３１］，并且引起了国内外学者

的极大兴趣．保结构算法的基础是哈密尔顿体系，一

切真实的、耗散可忽略不计的物理过程都可表示成

哈密尔顿体系．研究表明离散型哈氏算法的体系结

构与守恒律完整并行［３１］，高度逼近于哈氏原型，而

且拥有理论上无限长期的跟综能力，这就从根本上

保证并说明了哈氏算法的独特性和优越性．怎样离

散才能高度逼近哈氏原型呢？一条正确计算牛顿运

动方程的途径就是先把方程哈密尔顿化，然后运用

哈密尔顿算法求解使得问题原型的基本特征在离散

后应该尽可能得到保持［３１］．因此离散化应尽可能

在问题原型的同一形式框架中进行，则要求离散所

用的差分格式应是辛的，即从上一时刻到下一时刻

的映射（步进算子）是辛映射，这类方法称之为辛格

式，相应的数值离散算法称为辛算法（见附录Ａ）．

有限元方法正是把离散纳入原型的解所组成的

８２４３
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Ｓｏｂｏｌｅｖ空间的同一框架中进行，使得对称性、正定

性和守恒性等基本特征得到保持［３１］；钟万勰［３２］证

明了线性有限元质量矩阵对称即保辛，即有限元是

自动保辛的，而谱元法是有限元的一种特殊情

形［１１］，也建立在变分原理的基础上，通过了特殊的

插值基函数得到的质量矩阵为对角化的，所以谱元

法也是自动保辛的；既然在空间域的离散格式保辛，

正如王雨顺［３３］指出：对哈密尔顿系统进行保结构离

散，手段之一是首先进行空间离散，使得离散得到的

常微分方程组是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程组，然后用辛算法

求积．因此在时间域求解微分方程时，应该用保结

构的辛算法．Ｉｗａｔｓｕ
［３４］基于分部的ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ格

式推导了一种新的三级三阶辛格式；李小凡等［３５３６］

将此格式结合褶积微分运用到声波及弹性波场的模

拟中，取得了满意的效果，长时程运算时表现出其优

势．我们的工作是寻求一类时间域离散的辛算法和

谱元法结合，这样既能够保证时间域和空间域都具

有保辛性，也能在计算耗时、存储量、稳定性等方面

综合表现良好，即建立一种地震波时空保结构模

拟方法．本文推导了一种新的三级三阶辛算法

（ＮＴＳＴＯ），首先通过与几种经典的三级三阶辛算法

比较，说明新推导的三级三阶辛算法在长时程计算

时其保结构能力优势明显；然后通过数值试验用建

立的时空保结构算法与将谱元法结合非辛的三阶

ＲｕｎｇｅＫａｔｔａ方法、Ｎｅｗｍａｒｋ 算法
［３７３８］和 ＨＨＴα

算法［３９４０］进行比较，试验表明，本文的保结构算法在

计算时间、内存要求、稳定性和长时间跟踪能力方面

都有上佳的表现；给出的起伏地表多层介质模型的

数值算例验证了该算法处理复杂几何形状和复杂介

质的有效性．该算法的推出，为谱元法的地震波模

拟，尤其是如地球自由振荡等长时程模拟提供了新

的较可靠的研究工具．

２　基本理论

２．１　弹性波方程

通常可将地震波近似为弹性波．在非均匀各向

异性介质空间Ω犚
３ 内的线弹性波动方程可表

示为［２４］

ρü＝

Δ

·σ＋犳，

σ＝犆：ε，

ε＝
１

２
［

Δ

狌＋（

Δ

狌）Ｔ］，

（１）

初始条件

狌 狋＝０ ＝狌０，狌
·
狋＝０ ＝狌

·
０．

这里狌为位移矢量，狌０，狌
·
０ 分别为位移和速度的初

值，σ为对称的二阶应力张量，ε为对称的二阶应变

张量，ρ表示为密度，犳为震源项．符号上面的点代

表微分，上标Ｔ表示转置．对于三维各向异性介质，

刚度张量有２１个独立分量；对于二维完全各向异性

介质，犆 中完全独立的分量个数为６ 个，根据

Ｈｏｏｋｅ定律，

σ狓狓

σ狔狔

σ狕狕

σ狔狕

σ狓狕

σ狓

烄

烆

烌

烎狔

＝

犮１１ 犮１２ 犮１３ 犮１４ 犮１５ 犮１６

犮２１ 犮２２ 犮２３ 犮２４ 犮２５ 犮２６

犮３１ 犮３２ 犮３３ 犮３４ 犮３５ 犮３６

犮４１ 犮４２ 犮４３ 犮４４ 犮４５ 犮４６

犮５１ 犮５２ 犮５３ 犮５４ 犮５５ 犮５６

犮６１ 犮６２ 犮６３ 犮６４ 犮６５ 犮

烄

烆

烌

烎６６

ε狓狓

ε狔狔

ε狕狕

ε狔狕

ε狓狕

ε狓

烄

烆

烌

烎狔

，

且有犮犻犼 ＝犮犼犻，犻，犼＝１，２，…，６．如果退化为各向同

性情况，则令犮１１ ＝犮２２ ＝犮３３ ＝λ＋２μ，犮１２ ＝犮１３ ＝

犮２３＝λ及犮４４＝犮５５＝犮６６＝μ，其中λ，μ为Ｌａｍｅ常数．

２．２　弹性波动方程的弱积分表达式

在谱元方法中，强形式的波动方程（１）首先要改

写成变分或弱积分公式，通过对方程（１）两端点乘以

任意一个测试向量函数狑，然后在物理空间进行积

分，即可得到波动方程的弱积分表达式：

∫Ω
ρ狑·üｄΩ＋∫Ω

Δ

狑：犆：

Δ

狌ｄΩ

　　　　 ＝∫Ω
狑·犳ｄΩ＋∫Γａｂｓ狑

：犆：

Δ

狌ｄΓ， （２）

这里Γａｂｓ＝Γａ＋Γｆ为计算域Ω的边界，Γａ与Γｆ分

别表示为人工边界和自由边界．在自由边界条件Γｆ

上，σ·^狀＝０，其中狀^为单位法向量．同时初始条件

变为

∫Ω
狑·狌 狋＝０ｄΩ＝∫Ω

狑·狌０ｄΩ，

∫Ω
狑·狌

·
狋＝０ｄΩ＝∫Ω

狑·狌
·
０ｄΩ． （３）

２．３　空间离散

与有限元方法类似，谱元法的离散过程中首先

将计算域Ω剖分为犖犲犾 个互不重叠的单元Ωｅ，即有

Ω＝∪

犖犲犾

犲＝１
Ωｅ，∩

犖犲犾

犲＝１
Ωｅ＝． （４）

一般来说，谱元法对区域的剖分要求剖分为结构网

格，如四边形（２Ｄ）或六面体（３Ｄ）单元，可以很方便

地通过张量积来构造基函数，但对于模型较复杂时，

不能够剖分为结构网格时，可剖分为非结构网格，如

三角形（２Ｄ）
［４１４２］或四面体（３Ｄ）

［４３４４］，但需要特殊处

理，如通过集合投影方式构建Ｆｅｋｅｔｅ内插节点
［４５］，

９２４３
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还需要特殊的投影算子等．这样一系列处理以后，

事实上其原有谱方法高阶精度就很难保证了．研究

也验证了二维三角形网格上的谱元法精度比四边形

网格上的谱元法精度要低［２０］．

本文主要研究二维谱元法结合辛算法的地震波

模拟，下面主要讨论二维的情况．二维区域剖分后，

每个单元通过可逆的局部变换犉ｅ：Λ→Ωｅ，将标准

单元变换到一般单元，其中Λ＝ ［－１，１］
２为单位正

方形．在参照单元Λ上引入Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基函数，

为了使最后所得的质量矩阵是对角的，选择插值节

点与 ＧＬＬ积分节点相同．ＧＬＬ积分节点为方程

（１－ξ
２）犘′犖（ξ）＝０的（犖＋１）个根，记作ξ犻∈［－１，１］，

犻＝０，１，…，犖，这里犘′犖（ξ）为犖阶Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式

的导数．用狌
犲

犖
，狑

犲

犖
分别表示为狌和狑的分量在参照

单元Λ上以ξ犻为插值节点的多项式逼近函数狌
犲

犖
，则

狌
犲

犖
（ξ，η）＝∑

犖

狆＝０
∑
犖

狇＝０

狌
犲

犖
（ξ狆，η狇）犺狆（ξ）犺狇（η），

狑
犲

犖
（ξ，η）＝∑

犖

狆＝０
∑
犖

狇＝０

狑
犲

犖
（ξ狆，η狇）犺狆（ξ）犺狇（η），

（５）

其中犺狆（ξ）表示以ξ犻∈［－１，１］，犻＝０，１，…，犖为插

值节点的一维Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基函数，且具有性质

犺狆（ξ狇）＝δ狆狇．在参照单元上，偏微分可以表示为

ξ狌
犲

犖
（ξ，η）＝∑

犖

狆＝０
∑
犖

狇＝０

狌
犲

犖
（ξ狆，η狇）犺′狆（ξ）犺狇（η），

η狌
犲

犖
（ξ，η）＝∑

犖

狆＝０
∑
犖

狇＝０

狌
犲

犖
（ξ狆，η狇）犺狆（ξ）犺′狇（η），

（６）

这里犺′为一维Ｌａｇｒａｎｇｅ插值函数的微分．

注意到（５）式，并利用ＧＬＬ积分技术，则有积分

∫Ω
狌犖狑犖ｄΩ＝∑

犖犲犾

犲＝１∫Ω犲

狌犲犖狑
犲
犖ｄΩ

　∑

犖犲犾

犲＝１
∑
犖

犻＝０

ω犻∑
犖

犼＝０

ω犼犑犲（ξ犻，η犼）狌
犲

犖
（ξ犻，η犼）狑

犲

犖
（ξ犻，η犼），（７）

其中，犑犲为单元上的变换犉ｅ的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵；ＧＬＬ

积分的权系数ω犻＞０是与每个单元无关的常数．则

对问题（２）的离散变分问题可以表述为：

对任意的时间狋，寻找狌犖，使得对任意的测试

函数狑犖 下式成立

〈狑犖，ρü犖〉＋犪（狑犖，狌犖）＝ 〈狑犖，犳犖〉， （８）

其中已引入记号ρ
犻犼
犲 ＝ρ犲（ξ犻，η犼），狑

犻犼
犲，犖 ＝狑犲，犖（ξ犻，η犼）

等，且定义

〈狑犖，ρü犖〉＝∑

犖犲犾

犲＝１
∑
犖

犻＝０

ω犻∑
犖

犼＝０

ω犼犑
犻犼
犲ρ
犻犼
犲狑

犻犼
犲，犖·ü

犻犼
犲，犖
，

犪 狑犖，狌（ ）犖 ＝∑

犖犲犾

犲＝１
∑
犖

犻＝０

ω犻∑
犖

犼＝０

ω犼犑
犻犼
犲

Δ

狑
犻犼
犲，犖
：犆
犻犼
犲
：

Δ

狌
犻犼
犲，犖
，

〈狑犖，犳犖〉＝∑

犖犲犾

犲＝１
∑
犖

犻＝０

ω犻∑
犖

犼＝０

ω犼犑
犻犼
犲狑

犻犼
犲，犖·犳

犻犼
犲，犖．

利用公式（５）和（６），将以上方程组进行整理，可

得到时间域的二阶线性常微分方程组［２４］：

犕狋狋＋犓犝 ＝犉， （９）

这里犝 表示为待求解的全局位移向量，狋狋 表示关

于时间狋的二阶微分，犕 为质量矩阵，犓为刚度矩

阵，犉 为震源项．注意到上述方程组与有限元法、

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ基函数ＳＥＭ
［３０］不同的是，由于选择了特

殊的插值基函数，且 ＧＬＬ积分节点作为Ｌａｇｒａｎｇｅ

插值节点，所以得到的质量矩阵犕 为对角化的
［２０］．

又谱元法的保辛性保证了问题原型的解与谱元离散

的解在Ｓｏｂｏｌｅｖ空间的同一框架中，从而也保持了

原有问题的结构．

２．４　时间离散

先进行空间离散，使得离散得到的常微分方程

组是Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程组，然后用辛算法求积，才可以

保证整体离散结构的保辛性［３３］，所以我们希望时间

离散运用辛算法求积．自从冯康先生提出辛算法以

来，发展了各种离散的辛格式，但是针对于谱元法的

地震波模拟，并不是各类辛算法在地震波模拟中都

能取得满意的效果，比如高阶精度格式一般都是多

级格式，由于在一个时间间隔上进行多步运算，当步

数较多时，必然降低了模拟效率；Ｉｗａｔｓｕ
［３４］建议，在

模拟波的长时程传播时，考虑到计算耗时和精度问

题，三阶的方法是一有效的方法．邢誉峰等
［４６］研究

了显式辛算法的相位精度，分析得出辛算法相位精

度与算法阶次具有不协调性，即辛算法的阶次高并

不意味着其相位精度也高，指出三阶显式辛算法具

有比较高的相位精度．所以针对谱元法和三阶辛算

法的特点，我们选择显式的三阶辛算法作为时间域

离散算法．下面我们推导一种新的三级三阶辛算法

（ＮＴＳＴＯ）．

对于微分问题

狌
·
狋 ＝犞狆（狆），

狆
·

狋 ＝犃狌（狌
烅
烄

烆 ），

式中点表示对时间的一阶微分，犞狆（狆），犃狌（狌）分别

表示关于变量狆，狌的微分算子，则其三级三阶辛格

式有

狌
（犻＋１）

＝狌
（犻）
＋犮犻Δ狋犞狆（狆

（犻）），

狆
（犻＋１）

＝狆
（犻）
＋犱犻Δ狋犃狌（狌

（犻＋１）
烅
烄

烆 ），
（１０）

其中犮犻，犱犻，犻＝１，２，３为满足辛格式条件
［３１，４７］的常

数，Δ狋为时间间隔，根据相位误差最小原理
［４８］，选

择系数如下：

０３４３
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犮１ ＝０．２５９９８１９０４９９１２４４５２，

犮２ ＝１．１０５６５２０４１１７５３１８３５，

犮３ ＝－０．３６５６３３９４６１６６５６２８６，

犱１ ＝０．６３０８３４４１５１１４５５２７４，

犱２ ＝－０．０９０７２２２０５１１４５５２７６，

犱３ ＝０．４５９８８７７９００００００００２．

（１１）

为了验证新推导的上述系数的优越性，选择常用的

测试方程ＦｅｒｍｉＰａｓｔａＵｌａｍ（ＦＰＵ）ü狋狋 ＝－ω
２狌，初

始条件为狌（０）＝１／ω，狌
·（０）＝１，求解步长 Δ狋＝

０．００１，ω＝５０，计算时间总长２００ｓ（２０万个时间

步），与经典的 Ｒｕｔｈ
［４９］、Ｉｗａｔｓｕ

［３４］、Ｓｕｚｕｋｉ
［５０］以及

ＭｃＬａｃｈｌａｎ和Ａｔｅｌａ（ＭＬＡ）
［５１］的三级三阶辛格式

进行比较；事实上，Ｓｕｚｕｋｉ格式与 ＭＬＡ格式是从不

同的途径推导的相同格式，所以比较时用其中一种

格式即可．

图１给出了四种三级三阶辛算法在２０万个时

间步内各周期内最大误差比较，可以看出，新推导的

三级三阶辛算法（ＮＴＳＴＯ）误差积累最小、稳定性

好，适合长时程跟踪．

将辛格式（１０）与谱元法进行结合，代入到空间

域谱元法离散后的二阶线性常微分方程组（９），进行

时间域离散，引入变量犘，使得犕犝
·

狋 ＝犘，犘
·

狋 ＝犉－

犓犝，则方程（１）的一个时间步的推进格式为

犕犝
（犻＋１）

＝犕犝
（犻）
＋犮犻Δ狋犘

（犻），

犘
（犻＋１）
＝犘

（犻）
＋犱犻Δ狋（犉－犓犝

（犻＋１）），犻＝１，…，３ （１２）

图１　四种三级三阶辛算法求解ＦＰＵ问题

２００ｓ（２０万个时间步）内的误差比较

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｒｅｓｉｄｕａｌｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒＦＰＵｐｒｏｂｌｅｍ

ａｆｔｅｒ２００ｓ（２００ｔｈｏｕｓａｎｄｔｉｍｅｓｔｅｐｓ）ｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙ

ｔｈｅｆｏｕｒｍｅｔｈｏｄｓ

图２　二维均匀介质模型

Ｆｉｇ．２　２Ｄｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍｅｄｉｕｍｍｏｄｅｌ

３　数值试验

３．１　试验１

为了验证方法的有效性，我们将本文提出的三

级三阶辛算法结合谱元法（ＮＴＳＯＳＳＥＭ）与以下几

类算法进行比较：（１）Ｎｅｗｍａｒｋ算法
［３７３８］（见附录

Ｂ）结合谱元法（ＮｅｗｍａｒｋＳＥＭ）：由于Ｎｅｗｍａｒｋ离

散格式也是一种保能量算法，因此谱元法进行离散

后运用Ｎｅｗｍａｒｋ时间离散格式进行求解，在地震

波模拟方面［１１，５２５３］有了广泛的应用；（２）ＨＨＴα算

法［３９４０］（见附录 Ｃ）结合谱元法（ＨＨＴαＳＥＭ）：谱

元离散后时间域用 ＨＨＴα算法进行求解，此算法

是非辛算法；（３）非辛的三阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法结合

谱元法（ＲＫ３ＳＥＭ）．

首先我们研究这几种算法与解析解的短时程对

比．设计一均匀介质模型，模型大小为２５５０ｍ ×

２５５０ｍ，纵波波速犞ｐ＝３０００ｍ／ｓ，横波波速犞ｓ＝

１７３２ｍ／ｓ，密度ρ＝２４００ｋｇ／ｍ
３，模型剖分为４０×

４０个单元，每个单元上采用９个ＧＬＬ插值节点；震

源（五角星所在位置）为位于（１２８０ｍ，－１２８０ｍ）处

的集中力源，由主频为犳０＝２５Ｈｚ的 Ｒｉｃｋｅｒ子波

犳（狋）＝［１－２（π犳０（狋－狋０））
２］ｅｘｐ（－（π犳０（狋－狋０））

２）

激发产生，其中狋０＝０．０３；时间步长为１ｍｓ；接收点

（三角形所在的位置）为（１６００ｍ，－２０００ｍ）．上边

界为自由边界条件，下边界、左右边界都用吸收边界

条件［５４］．模型的精确解由ＤｅＨｏｏｐ
［５５］给出．

图３给出了四种算法在０．６ｓ内的误差，可以

看出四种算法中，ＮＴＳＴＯＳＥＭ 算法和 Ｎｅｗｍａｒｋ

ＳＥＭ算法表现比ＲＫ３ＳＥＭ 算法和 ＨＨＴαＳＥＭ

算法稍好，但四种算法差别很小，说明短时程计算时

各类算法都能够有好的逼近．

为了测试以上四种算法对于长时程运算的有效

性，我们考虑上述模型的四周边界都用自由边界条

１３４３
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图３　四种算法与精确解在０．６ｓ内的误差比较

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｒｅｓｉｄｕａｌｏｆｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｆｏｒｍｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｔｈｅｆｏｕｒｍｅｔｈｏｄｓｗｉｔｈｉｎｔｉｍｅｏｆ０．６ｓ

件，进行多步计算后观察波场的频散情况［１３，３５３６］．

图４—７给出了四种算法在第１６ｓ（１６０００个时

间步）的波场快照，从快照可以明显看出在长时程跟

踪能力方面，ＮＴＳＴＯＳＥＭ 算法优于 Ｎｅｗｍａｒｋ

ＳＥＭ、非辛的ＲＫ３ＳＥＭ、ＨＨＴαＳＥＭ 三种算法，

说明ＮＴＳＴＯＳＥＭ算法对误差的积累能够很好地

抑制；在上述模型几何参数下，我们又选用算法考量

的通用参数指标：内存消耗、运算速度和稳定性几个

方面分别对四种算法进行对比，对比结果见表１．

图４　均匀介质中用 ＨＨＴαＳＥＭ算法求解的第１６ｓ

（１６０００时间步）的波场快照

Ｆｉｇ．４　 Ｓｎａｐｓｈｏｔｓ ｏｆｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｉｎ ｔｈｅ

ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍｏｄｅｌａｔｔｉｍｅ１６ｓ（１６０００ｔｉｍｅｓｔｅｐｓ）

ｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙＨＨＴαＳＥＭ

　　 从 表 中 可 以 看 出，内 存 的 消 耗 上，由 于

ＨＨＴαＳＥＭ 及 ＲＫ３ＳＥＭ 算法都属于预估—校

正方法，所以占用内存较多，而 ＮＴＳＴＯＳＥＭ 与显

式ＮｅｗｍａｒｋＳＥＭ算法只利用上一迭代步信息进

行迭代，因此是四种算法中最少消耗内存的两种算

法．在本试验参数条件下，ＮＴＳＴＯＳＥＭ 算法占用

内存量是 ＨＨＴαＳＥＭ 算法的７８．３％，是 ＲＫ３

ＳＥＭ算法的８７．７％；从稳定的条件下可以选取的

图５　均匀介质中用ＮｅｗｍａｒｋＳＥＭ算法求解的第１６ｓ

（１６０００时间步）的波场快照

Ｆｉｇ．５　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｉｎ ｔｈｅ

ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍｏｄｅｌａｔｔｉｍｅ１６ｓ（１６０００ｔｉｍｅｓｔｅｐｓ）

ｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙＮｅｗｍａｒｋＳＥＭ
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图６　均匀介质中用ＮＴＳＴＯＳＥＭ算法求解的第１６ｓ

（１６０００时间步）的波场快照

Ｆｉｇ．６　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｉｎｔｈｅ

ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍｏｄｅｌａｔｔｉｍｅ１６ｓ（１６０００ｔｉｍｅｓｔｅｐｓ）

ｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙＮＴＳＴＯＳＥＭ

表１　四种算法的计算指标对比

犜犪犫犾犲１　犜犺犲犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀狊狅犳犮狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀犻狀犱犲狓

狅犳狋犺犲犳狅狌狉犿犲狋犺狅犱狊

参数

方法

ＮＴＳＴＯ

ＳＥＭ

Ｎｅｗｍａｒｋ

ＳＥＭ

ＨＨＴ

αＳＥＭ

ＲＫ３

ＳＥＭ

内存消耗（ｂｙｔｅｓ） ５９５３４５２ ５９５３４５２ ７６０２１０８ ６７８５４５２

最大步长

（以０．１ｍｓ计）
１．５ １．１ １．１ １．０

每个时间耗时（ｓ） １０８×１０－３ ６０×１０－３ ７２×１０－３ １３６×１０－３

以最大步长

计算１ｓ耗时（ｓ）
７２ ５４．５４５５ ６５．４５４５ １３６

最大步长来看，ＮＴＳＴＯＳＥＭ 算法的稳定性远优于

其它三种算法，也表明了辛算法可用大步长数值积

分的优势；如果以每种算法允许的最大稳定步长模

拟１ｓ时长的耗时来看，ＮＴＳＴＯＳＥＭ 算法的耗时

多于 ＮｅｗｍａｒｋＳＥＭ 和 ＨＨＴαＳＥＭ 算法的，但

仅是速度最快的 ＮｅｗｍａｒｋＳＥＭ 算法耗时的１．３２

倍，而跟踪能力远胜于ＮｅｗｍａｒｋＳＥＭ、ＨＨＴαＳＥＭ

算法；因此，综合内存消耗、稳定性、运算速度和长时

程跟踪能力各考量指标来看，ＮＴＳＴＯＳＥＭ 算法不

乏为优越的算法，进行地震波场模拟时既能保结构，

又能达到满意的模拟效果．

３．２　试验２

为了进一步体现算法对于复杂几何模型的有效

性，我们考虑如图８的起伏地表的三层介质模型，模

型大小横向为６０００ｍ，纵向平均大小为６３００ｍ，地

图７　均匀介质中用非辛ＲＫ３ＳＥＭ算法求解的第１６ｓ

（１６０００时间步）的波场快照

Ｆｉｇ．７　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｉｎｔｈｅ

ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍｏｄｅｌａｔｔｉｍｅ１６ｓ（１６０００ｔｉｍｅｓｔｅｐｓ）

ｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｎｏｎｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃＲＫ３ＳＥＭ

表有较大的起伏，从上向下的三层介质分别记作Ｉ、

ＩＩ、ＩＩＩ，物性参数如表２所示，其中介质Ｉ和ＩＩ之间

的界面为一起伏界面，介质ＩＩ和ＩＩＩ之间的界面为

直线界面，四边形网格剖分如图８所示，横向剖分的

单元数为１２７个，介质Ｉ的纵向单元数为４７个，介

质ＩＩ的纵向单元数为３５个，介质ＩＩＩ的纵向单元数

４５个．震源是位于（３０００ｍ，３０００ｍ）处的集中力

源，由主频为犳０＝２０Ｈｚ的Ｒｉｃｋｅｒ子波犳（狋）＝［１－

２（π犳０（狋－狋０））
２］ｅｘｐ（－（π犳０（狋－狋０））

２）激发产生，

其中狋０＝０．０５ｓ；时间步长为０．３ｍｓ，每个单元边上

都用７个ＧＬＬ插值节点．模型的左、右以及下边界

都用吸收边界条件．

表２　各层介质物性参数

犜犪犫犾犲２　犜犺犲犿狅犱犲犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狋犺犲狋犺狉犲犲犾犪狔犲狉狊

密度（ｋｇ／ｍ３） 纵波速度（ｍ／ｓ）横波速度（ｍ／ｓ）

介质Ｉ ２８００．００ ３３００．００ １７００．００

介质ＩＩ ５１００．００ ４８２０．００ ２３６１．００

介质ＩＩＩ ２４００．００ ２９５０．００ １５００．００

　　为了说明 ＮＴＳＴＯＳＥＭ 算法对复杂模型的有

效性，我们与ＮｅｗｍａｒｋＳＥＭ 算法的特殊情形———

Ｌｅａｐｆｒｏｇ（中心差分）结合谱元法（ＬｅａｐｆｒｏｇＳＥＭ）

（见附录Ｂ）进行比较．图９给出了ＬｅａｐｆｒｏｇＳＥＭ

算法和ＮＴＳＴＯＳＥＭ 算法求解起伏地表多层介质

模型所得的波形记录的对比情况，总时长１．５ｓ，检
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图８　起伏地表的多层介质模型

Ｆｉｇ．８　Ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄｍｏｄｅｌｗｉｔｈｉｒｒｅｇｕｌａｒｔｏｐｏｇｒａｐｈｙ

波点设在（２１６０ｍ，４５００ｍ）处；图１０给出了该模型

用两种算法求解的水平分量在１．２ｓ时刻的波场快

照．图９和图１０的比较结果显示两种算法的波形

和快照几乎都没有差别．同时从快照可以看出，波

前对层间和对起伏表面的响应都非常清晰地得到了

模拟，说明ＮＴＳＴＯＳＥＭ算法对于复杂几何形状和

介质的模拟都非常有效．

３．３　试验３

为了更进一步观察面波在地表起伏时的传播情

况，将震源置于图８所示模型中的地表 （３１２０ｍ，

６０５０ｍ）处，选择震源为主频犳０＝２０Ｈｚ的Ｒｉｃｋｅｒ

子波的爆炸源，时间间隔为０．２ｍｓ，每个单元上的

ＧＬＬ插值节点选取为１０个，在地表设置一个检波器

图９　ＬｅａｐｆｒｏｇＳＥＭ算法和ＮＴＳＴＯＳＥＭ算法的波形对比

Ｆｉｇ．９　ＷａｖｅｆｏｒｍｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｔｈｅＬｅａｐｆｒｏｇＳＥＭａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄＮＴＳＴＯＳＥＭａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图１０　分别由ＬｅａｐｆｒｏｇＳＥＭ算法（ａ）和ＮＴＳＴＯＳＥＭ算法（ｂ）求解的起伏地表的多层介质模型在１．２ｓ时刻水平分量的波场快照

Ｆｉｇ．１０　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｆｏｒｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄｍｏｄｅｌｗｉｔｈｉｒｒｅｇｕｌａｒｔｏｐｏｇｒａｐｈｙａｔｔｉｍｅ１．２ｓｇｅｎｅｒａｔｅｄ

ｂｙｔｈｅＬｅａｐｆｒｏｇＳＥＭａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ａ）ａｎｄｔｈｅＮＴＳＴＯＳＥＭａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ｂ）
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图１１　ＮＴＳＴＯＳＥＭ算法求解的爆炸源在地表（３１２０ｍ，６０５０ｍ）处产生的水平分量在０．８ｓ时刻的部分波场快照

Ｆｉｇ．１１　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｆｏｒｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄｍｏｄｅｌｗｉｔｈｉｒｒｅｇｕｌａｒｔｏｐｏｇｒａｐｈｙａｔｔｉｍｅ０．８ｓｇｅｎｅｒａｔｅｄ

ｂｙｔｈｅＮＴＳＴＯＳＥＭａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｔｈｅｅｘｐｌｏｓｉｏｎｓｏｕｒｃｅｉｓｌｏｃａｔｅｄａｔｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅｐｏｉｎｔ（３１２０ｍ，６０５０ｍ）

图１２　ＮＴＳＴＯＳＥＭ算法求解的爆炸源在地表（３１２０ｍ，６０５０ｍ）处产生的水平分量在１．２ｓ时刻的部分波场快照

Ｆｉｇ．１２　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｆｏｒｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄｍｏｄｅｌｗｉｔｈｉｒｒｅｇｕｌａｒｔｏｐｏｇｒａｐｈｙａｔｔｉｍｅ１．２ｓｇｅｎｅｒａｔｅｄ

ｂｙｔｈｅＮＴＳＴＯＳＥＭａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｔｈｅｅｘｐｌｏｓｉｏｎｓｏｕｒｃｅｉｓｌｏｃａｔｅｄａｔｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅｐｏｉｎｔ（３１２０ｍ，６０５０ｍ）

排列，横向平均间距１５ｍ，其它参数选取与试验２

相同．

图１１、１２分别给出了０．８ｓ和１．２ｓ时刻模型

上半部分的波场快照；图１３给出了地表单个检波器

（２９５０ｍ，６２２０ｍ）处接收的水平分量和垂直分量合

成地震记录；图１４给出了地表排列检波器接收的水

平位移和垂直位移分量的单炮地面记录．从图１１—

１４中可以明显地观察到沿自由表面及近自由表面

区域传播的比较强的Ｒａｙｌｅｉｇｈ面波（Ｒ），它跟在横

波的后面，能量比较集中，而随着传播时间的增加，

与纵横波逐渐分离，非常清晰，且Ｒａｙｌｅｉｇｈ面波沿

界面传播，随深度增加迅速衰减，这与Ｒａｙｌｅｉｇｈ波

属性完全吻合．注意到本试验采用平均大小为４７ｍ

×５０ｍ的四边形单元，最短波长中包含的单元数小

于１．６个，而模拟结果清晰可辨，说明 ＮＴＳＴＯ

ＳＥＭ算法精度较高，而且其对表面波的捕捉也非常

清晰，这也说明ＮＴＳＴＯＳＥＭ算法对模拟起伏地表

多层复杂几何模型是非常有效的．

４　结　论

本文构造了一种基于新的三阶辛和谱元法结合

图１３　地表接收点（２９５０ｍ，６２２０ｍ）处水平分量（犝狓）和

垂直分量（犝狕）的波形记录

Ｆｉｇ．１３　Ｗａｖｅｆｏｒｍｓｏｆｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ（ｕｐｐｅｒ）ａｎｄｖｅｒｔｉｃａｌ

（ｂｅｌｏｗ）ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓａｔｔｈｅｒｅｃｅｉｖｅｒ

ｌｏｃａｔｅｄａｔｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅｐｏｉｎｔ（２９５０ｍ，６２２０ｍ）

的多辛结构的时间—空间保结构算法，通过与解析

解对比，说明该算法对地震波短时程模拟是非常有

效的；并与目前广泛采用的ＮｅｗｍａｒｋＳＥＭ 等算法

的比较，得出了该算法具有内存消耗少、稳定性好、

长时程跟踪能力强和运算速度较快的特点；最后通

５３４３
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图１４　自由表面水平位移分量（ａ）和垂直位移分量（ｂ）合成地面记录

Ｆｉｇ．１４　ＳｙｎｔｈｅｔｉｃＳｅｉｓｍｏｇｒａｍｓｏｆｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ（ａ）ａｎｄｖｅｒｔｉｃａｌ（ｂ）ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓａｌｏｎｇｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅｃｏｍｐｕｔｅｄｂｙｔｈｅＮＴＳＴＯＳＥＭｍｅｔｈｏｄ

过对起伏地表的多层模型的模拟对比试验，体现了

谱元法对于复杂几何形状和多层介质模型的有效

性，对表面波的传播也得到清晰的模拟．各类试验

表明，在地震波场模拟中，ＮＴＳＴＯＳＥＭ 算法既能

对复杂几何模型中地震波的传播特性进行高精度模

拟，又能为地震波的长时程计算及模拟（如地球自由

振荡数值模拟）研究提供了新的较可靠的研究工具．

附录Ａ

辛算法是求解 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的一种数值方

法．为了深入了解这种数值方法，我们先从辛几何

的几个概念讲起．

设向 量 狓，狔 ∈ 犚２狀，定 义 辛 内 积 （狓，狔）＝

∑
狀

犻＝１

（狓犻狔狀＋犻－狓狀＋犻狔犻）＝狓
Ｔ犑２狀狔，其中犑２狀＝

０ 犐狀

－犐狀

烄

烆

烌

烎０
．

　　该内积具有性质

（１）双线性：（狓＋狔，狏＋狑）＝（狓，狏）＋（狓，狑）＋

（狔，狏）＋（狔，狑）．

（２）反对称性：（狓，狔）＝－（狔，狓）．

（３）非退化性：狔≠０，狓，（狓，狔）＝０狓＝０．

定义１　犞为犚
２狀上的向量空间，ω为犞×犞上

的双线性映射，如果该映射满足反对称性（２）和非退

化性（３），则 （犞，ω）为辛空间，ω为辛结构．

定义２　 狓，狔∈犞，犛为（犞，ω）上的线性变

换，如果满足 （犛狓，犛狔）＝ （狓，狔），则称犛为辛变换．

定义３　矩阵犛∈犚
２狀×２狀，如果犛Ｔ犑犛 ＝犑，或

犛犑犛Ｔ ＝犑，则犛称为辛矩阵，其中犑为单位辛矩阵．

由所有辛矩阵构成的群，称为辛群，记为犛狆（２狀）．

Ｈａｍｉｌｔｏｎ力学的基本定理：任何一个 Ｈａｍｉｌｔｏｎ

系统的解是一个单参数辛群．

求解 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程保持辛结构的离散数值算

法称为辛算法．任何一个差分格式不论是显式或隐

式的，它都能看成从这一时刻到下一时刻的映射，如

果这个映射是辛的，称该差分格式是辛几何格式，简

称辛格式．如，对于单步差分格式狏犽 ＝犛犽狏犽－１ ，且

犛犽 为辛矩阵，即由狏犽－１ 到狏犽 的变换为辛变换，则此

格式为辛格式．

附录Ｂ

Ｎｅｗｍａｒｋ格式，由Ｎｅｗｍａｒｋ在文献［３６］中引

入．考虑一个标准的连续Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ系统，已证明

经典的Ｎｅｗｍａｒｋ格式实际上是变分的
［５３］，

犔（狇，狇
·）＝

１

２
狇
·Ｔ犕狇

·
－犞（狇），

用隐式关系由 （狇犽，狇
·
犽）更新到 （狇犽＋１，狇

·
犽＋１），即

狇犽＋１ ＝狇犽＋（Δ狋）狇
·
犽＋
（Δ狋）

２

２
［（１－２β）犪犽＋２β犪犽＋１］，

狇
·
犽＋１ ＝狇

·
犽＋（Δ狋）［（１－γ）犪犽＋γ犪犽＋１］，

犪犽 ＝犕
－１（－

Δ

犞（犪犽）），

式中犕 为质量矩阵，犞为势函数．

对于方程犕＝犉－犓犝，记犌（狋）＝犉－犓犝，则

方程可写为：犕＝犌（狋），在时间［０，犜］区间内，将

区间分为 ［狋狊，狋狊＋１］，已有狋０ ＝０，狋犛 ＝犜，狋狊＋１ ＝狋狊＋

Δ狋，狊＝０，１，…，（犛－１）．引入变量β，γ为实数，则方

程的Ｎｅｗｍａｒｋ
［３８］离散格式为

６３４３
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　犕
犝狊＋１－２犝狊＋犝狊－１

Δ狋
２ ＝γ犌狊＋１＋

１

２
－２γ＋（ ）β犌狊

＋
１

２
＋γ－（ ）β犌狊－１，

当β≠
１

２
时，Ｎｅｗｍａｒｋ格式是一阶精度的；当β＝

１

２
时，对 γ，是二阶精度的；当γ＝０时，格式是显

格式，即

犕
犝狊＋１－２犝狊＋犝狊－１

Δ狋
２ ＝

１

２
＋（ ）β犌狊＋ １

２
－（ ）β犌狊－［ ］１

其稳定的Ｃｏｕｒａｎｔ数条件为：狀Ｃ ＝ ｍａｘ［犮Δ狋／Δ狓］．

当γ＝０，β＝
１

２
时，Ｎｅｗｍａｒｋ格式退化成为二阶的

显式Ｌｅａｐｆｒｏｇ格式，即

　　


２犝

狋（ ）２
狀

＝
１

Δ狋
２
（犝狊＋１－２犝狊＋犝狊－１）＋狅（Δ狋

２）

犝

（ ）狋
狀

＝
１

２Δ狋
（犝狊＋１－犝狊－１）＋狅（Δ狋

２

烅

烄

烆
）

对于方程犕 ＝犉－犓犝 的Ｌｅａｐｆｒｏｇ格式为

犝狊＋１－２犝狊＋犝狊－１
（Δ狋）

２ ＝犕
－１［犉－犽犝狊］

所以，犝狊＋１＝（Δ狋）
２［犕－１（犉－犓犝狊）］＋２犝狊－犝狊－１ ．

附录Ｃ

ＨＨＴα算法
［３９］是 Ｈｉｌｂｅｒ，Ｈｕｇｈｅｓ和 Ｔａｙｌｏｒ

构造的α方法，通过引入α，β，γ三个控制变量来实

现．对于二阶微分方程狔″＝犳（狋，狔，狔′）可以写为：

狔′＝狕，狕′＝犪，犪＝犳（狋，狔，狕），则算法为

（狔１，狕１，犪１）＝Φ犺（狔０，狕０，犪０），

狔１ ＝狔０＋犺狕０＋
犺２

２
（（１－２β）犪０＋２β犪１），

狕１ ＝狕０＋犺（（１－γ）犪０＋γ犪１），

犪１ ＝ （１＋α）犳（狋１，狔１，狕１）－α犳（狋０，狔０，狕０），

狋１ ＝狋０＋犺，

α∈ ［－１／３，０］，β＝ （１－α）
２／４，γ＝ （１－２α）／２．

方程犕＋犓犝 ＝犉经过离散可写为：

犕犪狀＋１＋（１＋α）犆狏狀＋１－α犆狏狀＋（１＋α）犓犝狀＋１－α犓犝狀＝

犉（狋狀＋α）

式中

犝狀＋１ ＝珦犝狀＋１＋（１＋α）βΔ狋
２犪狀＋１，

狏狀＋１ ＝珘狏狀＋１＋（１＋α）γΔ狋犪狀＋１，

珦犝狀＋１ ＝犝狀＋（１＋α）Δ狋狏狀＋
Δ狋
２

２
（１＋α）（１－２β）犪狀，

珘狏狀＋１ ＝狏狀＋Δ狋（１＋α）（１－γ）犪狀，

狋狀＋α ＝ （１＋α）狋狀＋１－α狋狀 ＝狋狀＋１＋αΔ狋．

这里α∈ ［－１／３，０］，β＝ （１－α）
２／４，γ ＝ （１－

２α）／２，则微分方程可改写为

犕犪狀＋１ ＝犉


式中已记

犕
＝犕＋γ（１＋α）

２
Δ狋犆＋β（１＋α）

２
Δ狋
２犓，

犉
＝犉（狋狀＋α）－犆珘狏狀＋１－犓珟犝狀＋１．
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