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摘　要　从 Ｍａｘｗｅｌｌ方程组出发，推导了探地雷达（ＧＰＲ）有限元波动方程．阐述了透射边界条件和Ｓａｒｍａ边界条

件的原理，推导了这两种边界条件的理论公式；通过在衰减层内加入过渡带优化了Ｓａｒｍａ边界条件的加载方法，压

制了介质区和衰减层交界面处的人为反射．考虑到透射边界条件与Ｓａｒｍａ边界条件不同的理论机制，提出了一种

结合透射边界条件和Ｓａｒｍａ边界条件的混合边界条件，它利用Ｓａｒｍａ边界条件对到达边界区域的ＧＰＲ波能量衰

减功能和透射边界对ＧＰＲ波能量的透射功能，使ＧＰＲ波经过Ｓａｒｍａ边界条件的衰减吸收后，再通过透射边界条

件将剩余能量透射出去，集成了二者的优势．并以二维均匀模型中的中心脉冲激励源方式为例，通过 Ｍａｔｌａｂ程序

实现，以ＧＰＲ的全波场快照的直观方式，对比了有、无边界条件及不同边界条件对人工截断边界的处理效果，说明

了该混合边界条件对到达截断边界处的ＧＰＲ波的处理优于单一边界条件．最后，以基于混合边界条件的有限单元

法对两个典型的ＧＰＲ地电模型进行了正演模拟，指导了ＧＰＲ数据处理与工程实践．
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１　引　言

探地雷达（Ｇｒｏｕｎｄｐｅｎｅｔｒａｔｉｎｇｒａｄａｒ，ＧＰＲ）正

演模拟一直是该领域理论研究的热点［１２］，通过对典

型地质模型正演结果的分析，可以加深对ＧＰＲ反射

剖面的理解与认识［３４］，对ＧＰＲ资料解释具有指导

作用．在 ＧＰＲ 正演模拟中，时域有限差分法
［５７］

（ＦＤＴＤ）因简单灵活而被广泛采用，但它不适合复

杂的物性分界面．有限单元法 （ＦｉｎｉｔｅＥｌｅｍｅｎｔ

Ｍｅｔｈｏｄ，ＦＥＭ）不需要计算内部边界条件，适用于物

性复杂问题、求解过程规范化，具有广泛的适应性．

在地震波ＦＥＭ 模拟
［８］得到快速发展的同时，

一些学者将其引入到ＧＰＲ正演模拟中：沈飚
［９］进行

了ＧＰＲ简单模型正演；底青云和王妙月
［１０１１］推导

了含衰减项的探地雷达波有限元方程，实现了复杂

形体的 ＧＰＲ 波的 ＦＥＭ 正演模拟和偏移处理；

Ｆａｎｎｉｎｇ和Ｂｏｏｔｈｂｙ
［１２］将ＧＰＲ有限元建模技术应

用到拱桥检测中；谢辉等［１３］基于二十节点等参单元

的ＦＥＭ对Ｐｕｌｓｅ型ＧＰＲ进行了模拟；Ａｒｉａｓ等
［１４］

将有限元技术应用到ＧＰＲ考古成像中；Ｌｕ等
［１５］利

用离散时域Ｇａｌｅｒｋｉｎ进行色散介质中的ＧＰＲ正演．

ＧＰＲ正演模拟是用有限空间模拟半无限大空

间，在模型边界上必然产生边界反射．因此，需要在

截断边界处使用一种特殊计算方法，在保证边界处

场的计算精度的同时大大消除人工截断边界的反射

波．如Ｃｅｒｊａｎ边界条件
［１６］，它是在边界区引入一个

衰减层，让波的能量在这个衰减层里呈现指数衰减，

但是这种吸收边界条件的选取比较困难，衰减层的

厚度、衰减系数的大小都要凭经验去估计．Ｓａｒｍａ
［１７］

在边界区域建立一个一定厚度的衰减层，根据材料

性质估算恒定比例系数，使衰减层和介质区存在明

显的物性差异，从而产生反射波；王月英等［１８］提出

了一种改进的Ｓａｒｍａ边界条件，通过在衰减层内增

加一定厚度的过渡带，过渡带内的比例系数呈现线

性变化，这就使介质区和衰减层之间的物性差异渐

变，大大减弱了交界面处的反射，但也存在对阻尼比

的选取不敏感、过渡带和吸收层的交界面的角点处

产生较强的绕射波的缺点，仍需寻求新的解决办法

来取得更好的吸收效果．

本文通过对透射边界条件和改进Ｓａｒｍａ边界

条件的研究，提出一种混合边界条件．通过在研究区

域外加载一定厚度的吸收层，以改进的Ｓａｒｍａ边界

条件对到达边界处的ＧＰＲ波能量进行吸收衰减，然

后在最外边加载透射边界条件，将衰减过的探地雷

达波透射出去，这种混合边界条件集成了二者的优

势，对人工截断边界的反射波取得更好的吸收效果．

２　ＧＰＲ波动方程推导

Ｍａｘｗｅｌｌ方程组描述了电磁场的运动学和动力

学规律［１９］，由电磁波理论，高频电磁波在媒质中的

传播规律也应服从 Ｍａｘｗｅｌｌ方程组，其方程组的微

分形式可以表示为［２０２１］

Δ

×犈＝－犅／狋， （１ａ）

Δ

×犎＝犑＋犇／狋， （１ｂ）

Δ

·犇＝ρ， （１ｃ）

Δ

·犅＝０， （１ｄ）

式中，犈为电场强度（Ｖ／ｍ），犎为磁场强度（Ａ／ｍ），

犅为磁感应强度（Ｔ），犇为电位移（Ｃ／ｍ２），犑为电流

密度（Ａ／ｍ２），ρ为电荷密度（Ｃ／ｍ
３）．

本构方程：

犇＝ε犈，犅＝μ犎，犑＝σ犈． （２）

式中ε为介电常数（Ｆ／ｍ），μ为磁导率（Ｈ／ｍ），σ为

电导率（Ｓ／ｍ）．

把方程式（２）代入方程式（１ａ），并求旋度，得
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Δ

×

Δ

×犈＝－

Δ

×
犅

（ ）狋 ＝－μ

狋

Δ

×（ ）犎

　　 ＝－μ

狋
犑＋
犇

（ ）狋 ＝－μσ
犈

狋
－με


２犈

狋
２． （３）

考虑到式

Δ

×

Δ

×犃＝－

Δ

２犃＋

Δ Δ

·（ ）犃 ， （４）

由于ε，μ，σ为坐标的函数，它们的时间导数可以忽

略，用电场犈取代（４）式中的犃，则（４）式中右边第二

项为０，整理得

Δ

２犈＝μσ
犈

狋
＋με


２犈

狋
２
， （５）

假设将雷达波激励源如电场源犛犈 或磁场源犛犎，代

入到（５）式中，有


２犈

狋
２ －

１

με

Δ

２犈＋
σ
ε
犈

狋
＝犛犈， （６）

同理对（１ｂ）式中第二式两边求旋度，可得下式：


２犎

狋
２ －

１

με

Δ

２犎＋
σ
ε
犎

狋
＝犛犎． （７）

（６）、（７）两式表明，磁场犎 和电场犈 及其分量满足

相同的微分方程．

３　ＧＰＲ波动方程有限元求解

求解ＧＰＲ波动方程其实质是结合雷达波所要

满足的初、边值条件求解偏微分方程．边界条件分为

两种类型［２２］：Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件与 Ｎｅｕｍａｎｎ边界

条件．变分法推导结果自动满足 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条

件，即 未 知 函 数 在 边 界 上 有 已 知 值；伽 辽 金

（Ｇａｌｅｒｋｉｎ）法推导结果自动满足 Ｎｅｕｍａｎｎ边界条

件，即未知函数的导数在边界上有已知值．下面采用

伽辽金法推导含衰减项的ＧＰＲ有限元方程．

第１步　网格剖分

将求解的二维区域剖分成矩形单元，如图１所示．

图１　网格剖分及节点编号示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｍｅｓｈｄｉｖｉｓｉｏｎａｎｄｎｏｄｅｎｕｍｂｅｒ

第２步　线性插值

设（狓，狔）是子单元的坐标，（狓０，狔０）是子单元中

点的坐标，犪、犫是子单元的两个边长，（ξ，η）为母单

元的坐标，两个单元间的坐标变换关系为

　狓＝狓０＋（犪／２）·ξ，　狔＝狔０＋（犫／２）·η， （８）

其中微分关系为

ｄ狓＝ （犪／２）·ｄξ，

ｄ狔＝ （犫／２）·ｄη，

ｄ狓ｄ狔＝ （犪犫／４）·ｄξｄη．

（９）

单元形函数为双线性插值形函数，可写为

犖犻＝
１

４
（１＋ξ犻ξ）（１＋η犻η）， （１０）

其中ξ犻，η犻是点犻（犻＝１，２，３，４）的坐标，形函数的分

量可写为

犖１ ＝ （１－ξ）（１－η）／４，犖２ ＝ （１＋ξ）（１－η）／４，

犖３ ＝ （１＋ξ）（１＋η）／４，犖４ ＝ （１－ξ）（１＋η）／４．

（１１）

第３步　单元积分

根据伽辽金法，将（６）式两边同时乘以δ犈，并

求积分，有

　∫犲

２犈

狋
２δ犈ｄΩ＋∫犲

σ
ε
犈

狋
δ犈ｄΩ－∫犲

１

με
Δ

２犈δ犈ｄΩ

　 ＝∫犲犛犈δ犈ｄΩ， （１２）

其中 犈 ＝ 犖
Ｔ犈犲，犖 ＝ 犖１，犖２，犖３，犖（ ）４

Ｔ，犈
Ｔ

犲 ＝

（犈１，犈２，犈３，犈４），犖１，犖２，犖３，犖４是单元上各节点的

形函数，犈１，犈２，犈３，犈４ 是各节点的电场值，Ω为单

元面积．

则式（１２）左边第一项为

　　∫犲

２犈

狋
２δ犈ｄΩ＝∫犲犖

Ｔ
２犈犲

狋
２犖

Ｔ
δ犈犲ｄ狓ｄ狔

　　 ＝δ犈
Ｔ

犲∫犲犖
Ｔ犖ｄ狓ｄ狔


２犈犲

狋
２ ＝δ犈

Ｔ

犲犕犲̈犈犲， （１３）

其中犕犲为单元质量矩阵：

　　犕犲 ＝∫犲犖
Ｔ犖ｄ狓ｄ狔＝∫犲犖

Ｔ犖ｄξｄη·
犪犫
４

＝
犪犫
３６

４ ２ １ ２

２ ４ ２ １

１ ２ ４ ２

熿

燀

燄

燅２ １ ２ ４

， （１４）

式（１２）左边第二项为

　　∫犲
σ
ε
犈

狋
δ犈ｄΩ＝

σ
ε∫犲犖

Ｔ犈犲

狋
犖Ｔ
δ犈犲ｄ狓ｄ狔

　　　 ＝
σ
ε
δ犈

Ｔ

犲∫犲犖
Ｔ犖ｄ狓ｄ狔

犈犲

狋
＝δ犈

Ｔ

犲犓′犲犈
·

犲，（１５）
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其中犓′犲为单元阻尼矩阵：

　　犓′犲＝
σ
ε∫犲犖

Ｔ犖ｄ狓ｄ狔＝
σ
ε∫犲犖

Ｔ犖ｄξｄη·
犪犫
４

＝
犪犫
３６
σ
ε

４ ２ １ ２

２ ４ ２ １

１ ２ ４ ２

熿

燀

燄

燅２ １ ２ ４

， （１６）

式（１２）左边第三项为

∫犲
１

με

Δ

２犈δ犈ｄΩ＝∫犲
１

με

犈犲

（ ）狓
２

＋
犈犲

（ ）狔［ ］
２

δ犈ｄ狓ｄ狔

＝δ犈
Ｔ

犲犓犲犈犲， （１７）

其中犓犲 ＝ （犽犻犼）＝ （犽犼犻）．

　　犽犻犼 ＝
１

με∫犲
犖犻

狓
犖犼
狓

＋
犖犻

狔

犖犼
（ ）狔 ｄ狓ｄ狔

＝
１

με∫犲（
ｄ犖犻
ｄξ

ｄξ
ｄ（ ）狓

ｄ犖犼
ｄξ

ｄξ
ｄ（ ）狓

＋
ｄ犖犻
ｄη

ｄη
ｄ（ ）狔

ｄ犖犼
ｄη

ｄη
ｄ（ ）狔 ）犪犫

４
ｄξｄη， （１８）

将（１１）式求得ξ或者η的微商，代入到（１８）式积分

即可得到单元刚度矩阵犽犻犼 为

犓犲 ＝ 犽犻（ ）犼 ＝

犽１１ ＝２α＋２β　犽１２ ＝犽２１　犽１３ ＝犽３１　犽１４ ＝犽４１

犽２１ ＝α－２β　 犽２２ ＝犽１１　犽２３ ＝犽３２　犽２４ ＝犽４２

犽３１ ＝－α－β　 犽３２ ＝犽４１　犽３３ ＝犽１１　犽３４ ＝犽４３

犽４１ ＝－２α＋β　犽４２ ＝犽３１　犽４３ ＝犽２１　犽４４ ＝犽

熿

燀

燄

燅１１

．

（１９）

式中，α＝
１

６με

犫
犪
，β＝

１

６με

犪
犫
．

式（１２）右边项为

犛犈 ＝∫犲犛犲犖δ犈ｄ狓ｄ狔＝δ犈
Ｔ

犲犛犲． （２０）

第４步　总体合成

根据式（１３）、（１５）、（１７）、（２０）得到单元积分：

δ犈
Ｔ

犲犕犲̈犈犲＋
σ
ε
δ犈

Ｔ

犲犓′犲犈
·

犲＋δ犈
Ｔ

犲犓犲犈犲－δ犈
Ｔ

犲犛犲 ＝０．

（２１）

　　将单元列向量犈犲，犈
·

犲 和犈̈犲 扩展成全体节点的

列向量犈，犈
·
和犈̈，犈Ｔ ＝ 犈１，犈２，犈３…，犈（ ）ＮＤ ，犈

·
Ｔ
＝

犈
·

１，犈
·

２，犈
·

３…，犈
·

（ ）ＮＤ ，̈犈
Ｔ
＝ 犈̈１，̈犈２，̈犈３，…，̈犈（ ）ＮＤ ，

其中ＮＤ是节点总数．将４×４的系数矩阵犕犲、犓′犲和

犓犲扩展成ＮＤ×ＮＤ的矩阵犕，犓′和犓，将列向量犛犲

扩展成ＮＤ维列向量犛，即

０＝∑
Ω

δ犈
Ｔ

犲犕犲̈犈犲＋∑
Ω

δ犈
Ｔ

犲犓′犲犈
·

犲＋∑
Ω

δ犈
Ｔ

犲犓犲犈犲

－∑
Ω

δ犈
Ｔ

犲犛犲

＝δ犈
Ｔ犕̈犈＋δ犈

Ｔ犓′犈
·

＋δ犈
Ｔ犓犈－δ犈

Ｔ犛犈

＝δ犈
Ｔ（犕̈犈＋犓′犈

·

＋犓犈－犛犈）， （２２）

其中，

犕 ＝∑
Ω

犕犲，犓′＝∑
Ω

犓′犲，犓＝∑
Ω

犓犲，犛犈 ＝∑
Ω

犛犲．

δ犈
Ｔ（犕̈犈＋犓′犈

·

＋犓犈－犛犈）＝０． （２３）

　　由于δ犈
Ｔ
≠０，所以必有 犕̈犈＋犓′犈

·

＋犓犈＝犛犈．

于是可以得到时空域ＧＰＲ波的二维有限元方程，这

是含有ＮＤ个元的 ＮＤ个方程联合的常微分方程

组，可以写成如下形式：

犕̈犈＋犓′犈
·

＋犓犈 ＝犛犈， （２４）

犕̈犎＋犓′犎
·

＋犓犎 ＝犛犎， （２５）

式中，犕 为质量矩阵，犓′为阻尼矩阵，犓为刚度矩

阵，犈
·
和犎

·

为时间的一阶导数，̈犈和犎̈ 为时间的二

阶导数．

第５步　解犌犘犚有限元常微分方程

解常微分方程组（２４）或（２５）前，要代入边界条

件，边界条件的加载方法将在下节讨论．先采用中心

差分法解方程（２４）．对初始条件离散化得到犈（０）＝

犈０，犈
·
（０）＝犈

·

０，把时间域［０，犜］分为几个相等步长

Δ狋＝犜／狀，把时刻狋的微分方程记为

犕̈犈狋＋犓′犈
·

狋＋犓犈狋 ＝犛犈狋． （２６）

　　用差商代替微分：

犈
·

狋 ＝ （犈狋＋Δ狋－犈狋－Δ狋）／（２Δ狋）

犈̈狋 ＝ （犈狋＋Δ狋－２犈狋＋犈狋－Δ狋）／（Δ狋）
２．

（２７）

中心差分法是一种条件稳定的计算方法，当时间步

长Δ狋取的过大时，计算结果就会出现数值色散，为

此本文采用Δ狋≤ （Δ犡ｍｉｎ／犞ｍａｘ），式中时间步长Δ狋

与最小单元边长 Δ犡ｍｉｎ 成正比，与最大媒质速度

犞ｍａｘ成反比．差分网格空间步长满足稳定性条件Δ狓

＜ （λｍｉｎ／１０），其中λｍｉｎ 为最小波长长度，Δ狓为单元

的最小尺寸．将式（２７）代入到式（２６）中得到

　
犕

Δ（ ）狋 ２ ＋
１

２Δ狋（ ）犓′犈狋＋Δ狋
＝犛犈狋＋

２犕
（Δ狋）

２－（ ）犓犈狋＋ １

２Δ狋
犓′－

犕
（Δ狋）（ ）２ 犈狋－Δ狋，

（２８）

此式即为ＧＰＲ有限元正演递推公式．由于零时刻的

犈０、犈
·

０和犈̈０和－Δ狋时刻的犈－Δ狋、犈
·

－Δ狋和̈犈－Δ狋均为０，

所以根据（２８）式可计算出Δ狋时刻的犈Δ狋，然后依次

递推可得到所有时刻的犈值．令

犃＝
犕
（Δ狋）

２＋
１

２Δ狋
犓′，

犅＝犛犈狋＋
２犕
（Δ狋）

２－（ ）犓犈狋＋ １

２Δ狋
犓′－

犕
（Δ狋）（ ）２ 犈狋－Δ狋．
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则（２８）式可简化为犃狓＝犅形式的线性方程组．对于

ＧＰＲ电磁波，当媒质为良导体或者近似于良导体

时，σ较大，σεω不成立，衰减项（σ／ε）（犈／狋）的

作用不能忽略，这时，ＧＰＲ波在这种媒质中传播就

会发生频散和被媒质吸收的情况；当ＧＰＲ频率ω很

高，即σεω时，衰减项 （σ／ε）（犈／狋）的作用几乎

可以忽略，此时式（２６）中的阻尼矩阵犓′可以忽略，

（２６）式变为纯波动方程．

求解不含衰减项的ＧＰＲ波动方程时，由于系数

矩阵犃往往是大型的病态稀疏矩阵，其条件数很

大，如果采取对其直接求逆，计算量巨大，其求解结

果不可信，只有当系数矩阵犃是对角阵时，其逆矩

阵是对角元素求倒数，这种方法才适用，为此采取集

中质量矩阵方法来处理犕 矩阵，即将每一行（或列）

的元素都加到对角线元素上去，则式（１４）可转化为

单元集中质量矩阵：

犕犲 ＝
犪犫
３６

４ ２ １ ２

２ ４ ２ １

１ ２ ４ ２

熿

燀

燄

燅２ １ ２ ４

＝
犪犫
３６

９

９

９

熿

燀

燄

燅９

＝
犪犫
４

１

１

１

熿

燀

燄

燅１

． （２９）

　　由于总体集中质量矩阵也有对角阵，所以不含

衰减项的ＧＰＲ有限元方程的差分迭代公式可写为

犈狋＋Δ狋 ＝ （Δ狋）
２犕－１犛犈狋＋（２－（Δ狋）２犕－１犓）犈狋－犈狋－Δ狋．

（３０）

　　在求解含有衰减项的波动方程（２８）时，系数矩

阵犃是质量矩阵犕 和阻尼矩阵犓′的线性组合，同

样可以采用单元集中质量矩阵求解．但本文中选用

不完全ＬＵ分解预处理的ＢＩＣＧＳＴＡＢ（Ｂｉｃｏｎｊｕｇａｔｅ

ＧｒａｄｉｅｎｔＳｔａｂｉｌｉｚｅｄ）线性方程组求解算法
［２３２４］，该

算法是一种高效迭代法，特别适用于求解条件数很

大的病态线性方程组．

４　混合边界条件理论

目前应用于电磁场正演模拟的边界条件主要集

中于ＦＤＴＤ相关算法，如辐射边界条件
［２５２６］、基于

单行波方程的吸收边界条件［２７２８］、超吸收边界条

件［２９］、完全匹配层（ＰＭＬ）
［３０３１］吸收边界条件等．而

ＧＰＲ有限元法正演模拟文献较少，采用的吸收边界

条件多借鉴与地震波有限元正演模拟的吸收边界条

件．下面主要介绍透射边界条件与Ｓａｒｍａ吸收边界

条件，在此基础上提出了混合边界条件．

４．１　透射边界条件

透射边界条件是通过直接模拟各种单向波动的

共同运动学特征来建立的一种边界条件，原理简单

易懂，算法容易实现．首先给出穿过人工边界上一点

并沿边界外法线方向传播的单向波动的一般表达

式，并假定所有单向波动以同一人工波速沿法线方

向从边界透射出去，由此可得透射边界条件公式［３２］：

犔犈 ＝

２犈

狋
２ －

１

με

Δ

２犈＋
σ
ε
犈

狋
＝犛犈， （３１）

式中犔为微分算子．在每个单元中有

犈＝∑
４

犻＝１

犖犻犈犻， （３２）

这里犈犻为每个单元上第犻个节点的电场值．残余量

犚为

犚＝犔犈－犛犈， （３３）

利用伽辽金余量法，二维有限元方程可写为

∑
犲∫犃犲

犖Ｔ狉ｄ狓ｄ狔＝０， （３４）

其中犃犲为单元面积，狉是残余量犚 的向量表示，由

式（３２）代入式（３３）得到．

由于内边界的积分相互抵消，所以只需求解图

２所示的区域外边界积分．在均匀各向同性介质中，

图２　区域外边界条件

Ｆｉｇ．２　Ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｕｔｓｉｄｅｔｈｅａｒｅａ

根据Ｃｌａｅｒｂｏｕｔ
［３３］推导的旁轴近似，其下行波方程为

犈

狋
＝
１

狏
犈

狔
， （３５）

左行波方程为

犈

狋
＝－

１

狏
犈

狓
， （３６）

右行波方程为

犈

狋
＝
１

狏
犈

狓
， （３７）

由法向导数的定义知

８７７３
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狀
＝

狓
狀狓＋


狔
狀狔， （３８）

其中，狀狓 和狀狔 为边界外法线的方向余弦．

将式（３１）、（３２）、（３３）代入式（３４）中，并利用高

斯定理可得

　　∑
犲∫犃犲


狓

犈
Ｔ

狓（ ）犖 ｄ狓ｄ狔＝∫Γ犾
犈

Ｔ

狀
犖ｄΓ

　　　　＋∫Γ犱
犈

Ｔ

狀
犖ｄΓ＋∫Γ狉

犈
Ｔ

狀
犖ｄΓ， （３９）

其中Γ犾、Γ狉、Γ犱 分别表示左、右及底边界，上边界为

自由边界条件．

将式（３５）、（３６）、（３７）给出的边界条件代入到

式（３９），可以得到：

∫Γ犾
犈

Ｔ

狀
犖ｄΓ＋∫Γ犱

犈
Ｔ

狀
犖ｄΓ＋∫Γ狉

犈
Ｔ

狀
犖ｄΓ

＝狏犈
·

×（∫Γ犾犖１犖２ 狀狓＋狀（ ）狔 ｄΓ＋∫Γ犱犖２犖３ 狀狓＋狀（ ）狔 ｄΓ

　＋∫Γ狉犖３犖４（狀狓＋狀狔）ｄΓ）． （４０）

其中犈
·
为电场对时间的一阶导数，狏为电磁波在媒

质中的传播速度．

在加载透射边界条件时，还需求解外法线的方

向余弦，其求解示意如图３所示．θ狓 为ＧＰＲ发射天

线激励源和边界线单元狓方向的夹角，θ狔 为狔方向

夹角，无论这两个角是正还是负，其余弦值狀狓 和狀狔

均为正值．

图３　外法线的方向余弦角示意图

Ｆｉｇ．３　ＳｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｄｉｒｅｃｔｉｏｎＣｏｓｉｎｅａｎｇｌｅ

ｏｆｅｘｔｅｒｎａｌｎｏｒｍａｌ

　　在求解左边界的边界条件时，如图４所示，令犖１

＝ （１－ξ）／２，犖２＝（１＋ξ）／２，ｄΓ＝犾·ｄξ／２，这里犾

为边界上的单元宽度，例如犃犅、犆犇边犾＝犫，犅犆 边

犾＝犪．先分析边界单元在犃犅边的情况：

∫Γ犾
犈

Ｔ

狀
犖ｄΓ＝狏犈

·

×∫Γ犾犖
Ｔ犖 狀狓＋狀（ ）狔 ｄ（ ）Γ

　　　 ＝狏犈
·

狀狓＋狀（ ）狔 ×∫Γ犾犖
Ｔ犖ｄΓ

＝狏犈
·

狀狓＋狀（ ）狔 ×
犫
２∫１２

犖１

犖

烄

烆

烌

烎２
犖１ 犖（ ）２ ｄξ

＝
犫
２
狏犈
·

狀狓＋狀（ ）狔∫１２
犖１犖１ 犖１犖２

犖２犖１ 犖２犖

烄

烆

烌

烎２
ｄξ

＝
犫
６
狏狀狓＋狀（ ）狔

２ １（ ）１ ２
犈
·

． （４１）

图４　边界上的单元

Ｆｉｇ．４　Ｅｌｅｍｅｎｔｓｏｎｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙ

将边界的单元系数矩阵定义为犉犲，则左边界的

边界单元系数矩阵扩展为犉犾犲：

犉犾犲 ＝
犫
６
狏狀狓＋狀（ ）狔

２ １ ０ ０

１ ２ ０ ０

０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

． （４２）

同理，可以求得底边界单元系数矩阵犉犱犲 和右边界

单元系数矩阵犉狉犲：

犉犱犲 ＝
犪
６
狏狀狓＋狀（ ）狔

０ ０ ０ ０

０ ２ １ ０

０ １ ２ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

犉狉犲 ＝
犫
６
狏狀狓＋狀（ ）狔

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ２ １

烄

烆

烌

烎０ ０ １ ２

．

（４３）

故边界的阻尼矩阵犉为

犉＝∑
Ω

犉犲 ＝∑
犾

犉犾犲＋∑
犱

犉犱犲＋∑
狉

犉狉犲，（４４）

将边界阻尼加入到ＧＰＲ有限元方程中去，得到如下

式子：

犕̈犈＋ 犓′＋（ ）犉犈
·

＋犓犈 ＝犛犈． （４５）

将（４５）式透射边界条件结合式（２４）就可以进行

ＧＰＲ有限元正演模拟．

４．２　犛犪狉犿犪吸收边界条件

Ｓａｒｍａ吸收边界条件是在求解空间外的区域增

加一个由衰减性媒质组成的衰减层，如图５ａ所示．

对于衰减性媒质，阻尼力作用比较复杂，导致阻尼矩

阵犆不容易确定．Ｒａｙｌｅｉｇｈ在１８７７年给出了一种计

算阻尼矩阵犆的经典方法，该方法
［３４］是利用整体质

量矩阵犕 和整体刚度矩阵犓 来计算阻尼矩阵犆：

９７７３
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图５　Ｓａｒｍａ边界条件及其改进模型示意图

（ａ）Ｓａｒｍａ边界条件；（ｂ）改进的Ｓａｒｍａ边界条件；（ｃ）优化过渡带角点的Ｓａｒｍａ边界条件．

Ｆｉｇ．５　ＳｋｅｔｃｈｍａｐｏｆＳａｒｍａｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｄｍｏｄｅｌ

（ａ）Ｓａｒｍａｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ；（ｂ）ＩｍｐｒｏｖｅｄＳａｒｍａｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ；（ｃ）Ｓａｒｍａｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｏｐｔｉｍｉｚｅｄｔｒａｎｓｉｔｉｏｎａｌｌａｙｅｒ．

［］犆 ＝犪０［ ］犕 ＋犪１［ ］犓 ， （４６）

其中，

犪０ ＝
２ω犻ω犼ξ犻ω犼－ξ犼ω（ ）犻

ω
２

犼－ω
２

犻

，犪１ ＝
２ξ犼ω犼－ξ犻ω（ ）犻

ω
２

犼－ω
２

犻

，

式中ω犻和ω犼分别为介质的第犻和第犼个固有的圆频

率，ξ犻和ξ犼为对应的阻尼比．

Ｃａｕｇｈｅｙ
［３５］提出了一种更为普遍的阻尼矩阵计

算公式：

［］犆 ＝ ［ ］犕 ∑
犿－１

犼＝０

犪犼 ［ ］犕 －１［ ］（ ）犓 犼， （４７）

可以看出（４６）式是（４７）式的二阶形式，即犿＝２，体

现了质量矩阵和刚度矩阵的线性组合，并且这种组

合非常容易计算，其单元中的计算公式如下：

［犆犲］＝犪
（犲）

０
［犕

（犲）］＋犪
（犲）

１
［犓

（犲）］． （４８）

对于二阶Ｃａｕｇｈｅｙ阻尼矩阵的两个系数犪０ 和犪１ 与

阻尼比ξ存在着如下的关系：

ξ＝
犪０
２ω
＋
犪１ω
２
， （４９）

其中ω为发射天线的中心频率，通常０．０５≤ξ≤

０．３０．将二阶Ｃａｕｇｈｅｙ阻尼矩阵引入到ＧＰＲ吸收

边界的处理中，得到吸收边界区内的有限元方程为

犕̈犈＋ 犓′＋（ ）犆犈
·

＋犓犈 ＝犛犈． （５０）

　　在衰减层内的比例系数犪０ 和犪１ 可由式（４９）得

到，这种方法虽然可行，但是衰减层和介质区还是存

在着明显的物性差异，这种差异必然会在交界面处

产生人为的反射波．针对Ｓａｒｍａ边界条件在交界面

处产生的人为反射波，王月英等［１８］提出了一种改进

方法，如图５ｂ所示：即在衰减层内添加一个过渡带，

过渡带内比例系数犪
犻

０
和犪

犻

１
由零逐渐增大到犪０ 和

犪１，衰减层取一个半波长的厚度，过渡带大约占半

个波长．但该改进的Ｓａｒｍａ边界条件在过渡带的四

个角点位置仍存在着差异明显的四个小边界，为此

本文采用一圈一圈的环形过渡带加载办法，消除了

这种角点的人为差异，称之为优化过渡带角点的

Ｓａｒｍａ边界条件，如图５ｃ所示．

犪
犻

０ ＝
犻
犿
犪０，犪

犻

１ ＝
犻
犿
犪１． （５１）

其中，衰减层内总节点数为狀，过渡带内的节点数为

犿，犿＜狀，犪
犻

０
和犪

犻

１
（０≤犻＜犿）为过渡带内节点犻处

的比例系数，比例系数从交界面向衰减层边缘方向

呈线性增长关系，这种方法就减缓了交界面处的物

性参数突变，从而减小交界面处产生的人为反射波

能量，比例系数犪
犻

０
和犪

犻

１
增大到犪０和犪１就保持恒定，

以确保ＧＰＲ波在衰减层内能得到充分吸收．既能使

交界面处的反射得到大大降低，又能让边界处的

ＧＰＲ波能量被充分吸收．

４．３　混合吸收边界条件

通过对透射边界条件和Ｓａｒｍａ边界条件的深

入分析，提出了一种结合两种边界条件的混合边界

条件（如图６所示），其主要思想是利用Ｓａｒｍａ边界

条件对到达边界区域的电磁波能量衰减功能和透射

边界对电磁波能量的透射功能，使 ＧＰＲ 波经过

Ｓａｒｍａ边界条件的衰减吸收后再通过透射边界条件

将剩余能量透射出去，集成了二者的优势．处理办法

是在计算区域外面加一吸收层，用改进的Ｓａｒｍａ边

界条件使ＧＰＲ波能量被吸收减弱，然后在最外边加

载透射边界条件．通过改变公式（４８）中给的阻尼比

ξ，可以实现调节Ｓａｒｍａ边界的吸收作用，从而和透

射边界条件相互协作，达到最佳吸收效果．

５　不同边界条件的有限元模拟对比实例

运用 Ｍａｔｌａｂ编制的有限元 ＧＰＲ模拟程序对

１０．０ｍ×５．０ｍ均匀模型进行了模拟，介质的介电

０８７３
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图６　混合边界条件模型示意图

Ｆｉｇ．６　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｍｉｘｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

常数ε＝３．０，电导率σ＝０．００１Ｓ·ｍ
－１．网格单元大

小为０．１ｍ的正方形，ＧＰＲ脉冲激励源的子波形式

为犳（狋）＝狋
２ｅ－犪狋ｓｉｎω０狋，其中ω０ 为发射天线中心频

率为１００ＭＨｚ，电磁波脉冲的衰减速度取决于系数

α，此处取α＝０．９３ω０．得到了半空间图７所示的不

带边界条件的雷达正演 ｗｉｇｇｌｅ图．图中可见，Ａ、Ｂ

为左右边界的反射波，Ｃ为底边界的反射波，Ｄ、Ｅ为

左下角和右下角的两个角点的绕射波．这些人为截

断边界的反射强度很大，对观测区域影响严重，说明

了对截断边界的处理势在必行．

５．１　透射边界条件中心脉冲激励源模型仿真

为了更好地说明不同吸收边界条件对人工截断

边界反射波的吸收效果，建立图８所示９．０ｍ×９．０ｍ

大小的正方形均匀模型，并把脉冲激励源置于模拟

区域的正中心，采样时间间隔为０．５ｎｓ，其它参数与

无边界条件情况下一致．通过截取不同时刻的波场

图７　不带边界条件的均匀模型ｗｉｇｇｌｅ图

Ｆｉｇ．７　Ｗｉｇｇｌｅｄｉａｇｒａｍｆｏｒｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ

ｍｏｄｅｌｗｉｔｈｏｕｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

图８　均匀模型示意图

Ｆｉｇ．８　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍｏｄｅｌ

快照图，观测不同边界条件对人工截断边界的吸收

效果．图９（ａ，ｂ，ｃ）分别为不带边界条件的２０、３０ｎｓ、

３５ｎｓ波场快照，图中可见在３０ｎｓ时刻ＧＰＲ波前开

始传到区域边缘，人为截断边界反射波开始形成，从

３５ｎｓ快照图可以看出，人为截断边界反射回的

ＧＰＲ波能量很强，严重影响到对目标区域的研究，

同样说明，截断边界的处理是非常必要的．

图１０（ａ，ｂ，ｃ）分别为模型边界处加载透射边界

的３０、３５、４０ｎｓ波场快照．图中可见，在３０ｎｓ时，波

的能量刚刚传播到边界区域，在３５ｎｓ时可以看出

电磁波大部分的能量都从边界处透射出去，只有少

部分的能量反射回来，对比图９ｃ相同时刻的截断边

界处的强反射波能量，说明了透射边界条件取得了

显著效果．但是再分析图１０ｃ中４０ｎｓ的波场快照

图仍然可以看到截断边界的反射回波，说明透射边

界条件仍有待改进．

５．２　改进的犛犪狉犿犪边界条件中心脉冲激励源模型

仿真

仍以上例模型和相应参数为例，分别以Ｓａｒｍａ

边界条件、改进的Ｓａｒｍａ边界条件和优化了过渡带

的Ｓａｒｍａ边界条件对截断边界进行了处理．图１１ａ

为没有加载过渡带的Ｓａｒｍａ边界条件的３０ｎｓ波场

快照图，由于没有加载过渡带，在介质区和衰减层之

间的界面产生了明显的反射和角点绕射；图１１ｂ为

改进Ｓａｒｍａ边界条件的３０ｎｓ波场快照图，由于加

载了过渡带，在介质区和边界吸收层之间的媒质特

性是渐变的，明显的减弱了介质之间的差异，降低了

介质区和边界吸收层之间界面的反射波能量，较好

地处理了介质区和衰减层之间物性差异引起的反射

波，但在过渡带的四个角点位置存在着差异明显的

四个小边界．为了消除这种因过渡带人为加载方式

１８７３
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图９　带边界条件的波场快照图

（ａ）２０ｎｓ快照；（ｂ）３０ｎｓ快照；（ｃ）３５ｎｓ快照．

Ｆｉｇ．９　Ｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔｓｗｉｔｈｏｕｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

（ａ）２０ｎｓｓｎａｐｓｈｏｔｓ；（ｂ）３０ｎｓｓｎａｐｓｈｏｔｓ；（ｃ）３５ｎｓｓｎａｐｓｈｏｔｓ．

图１０　透射边界条件的波场快照图

（ａ）３０ｎｓ快照；（ｂ）３５ｎｓ快照；（ｃ）４０ｎｓ快照．

Ｆｉｇ．１０　Ｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔｓｗｉｔｈｔｈｅｔｒａｎｓｍｉｔｔｉｎｇｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

（ａ）３０ｎｓｓｎａｐｓｈｏｔ；（ｂ）３５ｎｓｓｎａｐｓｈｏｔ；（ｃ）４０ｎｓｓｎａｐｓｈｏｔ．

引起的反射，本文采用一圈一圈的环形过渡带加载

办法，图１１ｃ为优化过渡带Ｓａｒｍａ边界条件的３０ｎｓ

波场快照图．它是在改进的Ｓａｒｍａ边界条件基础

上，对过渡带的加载方法进行了优化，目的是减少人

为的角点引起的异常，虽然效果不是很明显，但是从

侧面反映出改进的Ｓａｒｍａ边界条件的过渡带的角

点异常主要是由角点引起，过渡带的加载方法并非

主要影响因素，重点工作应该放在研究过渡带的角

点异常消除上．

５．３　混合吸收边界条件中心中心脉冲激励源模型

仿真

如图１２ａ为加载了透射边界条件的３５ｎｓ快照

图，图１２ｂ为加载了优化过渡带的Ｓａｒｍａ边界条件

的３５ｎｓ快照图，图１２ｃ为加载混合边界条件的３５ｎｓ

快照图．图中可见，图１２ｂ优化过渡带的Ｓａｒｍａ边

界条件由于过渡带的四个角点区的绕射波能量比较

强，其对 ＧＰＲ波的吸收效果并不是很理想，而图

１２ｃ中的混合边界条件由于集成了Ｓａｒｍａ边界条件

和透射边界条件的优点，先衰减了到达边界区域的

ＧＰＲ波能量，然后再将其透射出去，观察相同时刻

快照图，可以看出，与图９ｃ无边界条件的波场快照

图对比，各种边界条件对截断边界处的反射波都取

得了良好效果，但混合边界条件明显优于单纯的透

射边界条件或Ｓａｒｍａ边界条件．

６　探地雷达正演模拟实例

６．１　起伏界面模型

如图１３所示，模型为一个１０．０ｍ×５．０ｍ的

矩形区域，分为上下两层介质，中间是起伏界面，上

层介质的相对介电常数ε１ 为３．０，电导率σ１ 为

０．００１Ｓ·ｍ－１，下层介质的相对介电常数ε２ 为２０．０，

电导率σ２为０．０１Ｓ·ｍ
－１，整个区域由单元边长０．１ｍ

的正方形，网格剖分为１００×５０的网格空间，ＧＰＲ

波脉冲激励源的中心频率为１００ＭＨｚ，采样时窗长

度为１００ｎｓ，采样时间间隔为０．５ｎｓ．应用本文的基于
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图１１　Ｓａｒｍａ边界条件及其改进的边界条件在不同时刻的快照图

（ａ）Ｓａｒｍａ边界条件２５ｎｓ快照；（ｂ）改进的Ｓａｒｍａ边界条件２５ｎｓ快照；（ｃ）优化过渡带Ｓａｒｍａ边界条件２５ｎｓ快照．

Ｆｉｇ．１１　ＳｎａｐｓｈｏｔｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓｗｉｔｈＳａｒｍａｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

（ａ）２５ｎｓｓｎａｐｓｈｏｔｗｉｔｈＳａｒｍａｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ；（ｂ）２５ｎｓｓｎａｐｓｈｏｔｗｉｔｈｉｍｐｒｏｖｅｄＳａｒｍａｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ；

（ｃ）２５ｎｓｓｎａｐｓｈｏｔｂａｓｅｄｏｎＳａｒｍａｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｗｉｔｈｏｐｔｉｍｉｚｅｄｔｒａｎｓｉｔｉｏｎａｌｌａｙｅｒ．

图１２　不同吸收边界条件下的边界反射快照图

（ａ）加载透射边界条件３５ｎｓ快照；（ｂ）加载优化过渡带Ｓａｒｍａ边界条件３５ｎｓ快照；（ｃ）混合边界条件３５ｎｓ快照．

Ｆｉｇ．１２　Ｂｏｕｎｄａｒｙｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓｎａｐｓｈｏｔｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｂｓｏｒｂｉｎｇｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

（ａ）３５ｎｓｓｎａｐｓｈｏｔｗｉｔｈｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｄｄｅｄ；（ｂ）３５ｎｓｓｎａｐｓｈｏｔｂａｓｅｄｏｎＳａｒｍａ

ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｗｉｔｈｔｒａｎｓｉｔｉｏｎａｌｌａｙｅｒａｄｄｅｄ；（ｃ）３５ｎｓｓｎａｐｓｈｏｔｗｉｔｈｍｉｘｅｄｚｏｎｅａｄｄｅｄ．

混合边界条件的ＦＥＭ算法对起伏界面模型进行了

正演模拟，得到了图１４所示的ＧＰＲ正演模拟ｗｉｇｇｌｅ

图，图中可见，在３０ｎｓ附近有一条能量较强的反射

界面，通过计算可以得出它与图１３模型中的上、下

两层分界面位置相吻合，但是在起伏比较大的地方，

仍存在角点绕射现象．

６．２　三角形与阶梯模型

如 图１５所示，模型为一个１０．０ｍ×５．０ｍ的

图１３　起伏界面模型示意图

Ｆｉｇ．１３　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｕｎｄｕｌａｔｉｎｇｉｎｔｅｒｆａｃｅ

矩形区域，分为上下两层介质，中间是特殊形态的起

伏界面，包括一个三角形和一个阶梯，上层介质的相对

介电常数ε１为３．０，电导率σ１为０．００１Ｓ·ｍ
－１，下层介

质的相对介电常数ε２为４５．０，电导率σ２为０．１Ｓ·ｍ
－１，

整个区域由单元边长０．１ｍ的正方形网格剖分为

图１４　起伏界面模型探地雷达正演模拟ｗｉｇｇｌｅ剖面图

Ｆｉｇ．１４　ＷｉｇｇｌｅｓｅｃｔｉｏｎｆｏｒｆｏｒｗａｒｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆＧＰＲ
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１００×５０的网格空间，ＧＰＲ波源、时窗长度、采样时

间间隔均与上面模型一致．应用ＦＥＭ 算法对起伏

界面模型进行了正演模拟，得到了图１６所示的三角

形与阶梯模型的ＧＰＲ正演模拟 ｗｉｇｇｌｅ图，分析该

剖面图可以看出，在三角形顶点、阶梯形的断点处都

存在较强的角点绕射波，而相应的平界面还会产生

较强的反射波，模拟结果说明了ＦＥＭ 进行ＧＰＲ正

演模拟的正确性与可性性．

图１５　三角形与阶梯模型示意图

Ｆｉｇ．１５　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｔｒｉａｎｇｌｅａｎｄｓｔａｉｒｍｏｄｅｌ

图１６　三角形与阶梯模型探地雷达正演模拟ｗｉｇｇｌｅ剖面图

Ｆｉｇ．１６　ＷｉｇｇｌｅｓｅｃｔｉｏｎｆｏｒｆｏｒｗａｒｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆＧＰＲ

７　结论及建议

（１）推导了ＧＰＲ有限元波动方程，给出了有限

单元法求解该泛函变分问题的详细解法，并结合差

分离散时，时间步长与空间步长须满足的数值稳定

性条件，探讨了ＧＰＲ有限元波动方程是否带衰减项

的不同求解算法．

（２）阐述了透射边界条件和Ｓａｒｍａ边界条件的

原理．着重对Ｓａｒｍａ边界条件进行了研究，并通过

在Ｓａｒｍａ边界条件衰减层内以环状方式加入过渡

层，压制了介质区和衰减层交界面处的人为反射，优

化了Ｓａｒｍａ边界条件．并以二维均匀模型的中心脉

冲激励源为例，对比了人工截断边界处不同边界条

件的处理效果．

（３）提出了一种结合透射边界条件和Ｓａｒｍａ边

界条件的混合边界条件，使 ＧＰＲ波经过Ｓａｒｍａ边

界条件的衰减吸收后再通过透射边界条件将剩余能

量透射出去，集成了两种边界条件的优势．最后应用

基于该混合边界条件的ＦＥＭ 算法对两个典型地电

模型进行了正演模拟，模拟结果表明，混合边界条件

有效地消除了截断边界处的强反射，说明了ＦＥＭ

算法进行ＧＰＲ正演模拟的有效性及可行性．
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