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摘　要　基于最小平方的Ｆｏｕｒｉｅｒ地震数据重建方法最终转化为求解一个线性方程组，其系数矩阵是Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩

阵，可以用共轭梯度法求解该线性方程组．共轭梯度法的迭代次数受系数矩阵病态程度的影响，地震数据的非规则

采样程度越高，所形成的系数矩阵病态程度越高，就越难收敛和得到合理的计算结果．本文研究了基于Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩

阵的不同预条件的构造方法，以及对共轭梯度法收敛性的影响．通过预条件的使用，加快了共轭梯度法的迭代速

度，改进了共轭梯度算法的收敛性，提高了计算的效率．数值算例和实际地震数据重建试验证明了预条件共轭梯度

法对计算效率有很大的提高．
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１　引　言

由于地表障碍物的存在（建筑物、道路、桥梁

等）、地形条件的因素（禁采区和山区、森林、河网地

区等）以及仪器硬件等问题的存在，引起地震数据在

空间方向上的不规则采样．地震数据的不规则对

ＤＭＯ、ＦＫ滤波、速度分析、多次波消除、谱估计和波

动方程偏移等方法的处理结果带来了严重的影响．

因此研究非规则采样地震数据的规则化对提高后续

速度分析的精度、改善叠加效果、提升叠前偏移的质

量等有着非常重要的作用．基于最小平方反演的

Ｆｏｕｒｉｅｒ变换地震数据重建方法是目前一种常用的

地震重建方法［１６］，本文通过将Ｆｏｕｒｉｅｒ变换与贝叶

斯参数反演方法相结合建立目标函数［７９］，得到最小

范数解．该方法的核心是对每一个频率成分求解线

性方程组，从不规则采样地震数据中估计出重建数

据的Ｆｏｕｒｉｅｒ系数．可以使用共轭梯度法（Ｃｏｎｊｕｇａｔｅ

ＧｒａｄｉｅｎｔＭｅｔｈｏｄ，ＣＧ）求解反演生成的线性方程

组，由于该线性方程组的系数矩阵是Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵，

因此可以使用预条件共轭梯度法（Ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ

ＣｏｎｊｕｇａｔｅＧｒａｄｉｅｎｔＭｅｔｈｏｄ，ＰＣＧ）
［８，１０］加快收敛速

度，提高计算效率，保证解的稳定性．本文主要论述

基于Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的循环预条件的构造方法
［１１２０］，

以及在最小平方Ｆｏｕｒｉｅｒ地震数据重建方法中的应

用．

２　最小平方Ｆｏｕｒｉｅｒ重建原理

通常地震数据在时间方向上是规则采样的，首

先将地震数据从时间域变换到频率域．对于沿空间

方向非规则采样的地震数据，为了求取空间波数，定

义非规则离散傅里叶变换为

珟犘（犿Δ犽，ω）＝∑
犖－１

狀＝０

犘（狓狀，ω）ｅｊ
犿Δ犽狓狀Δ狓狀， （１）

式中，Δ狓狀＝（狓狀＋１－狓狀－１）／２，狀＝０，…，犖－１，狓狀表

示空间采样点位置．如果直接用（１）式计算空间波

数，则由于采样的非规则而引起误差．因此需要利用

最小平方反演来消除误差．设带限地震数据的波数

范围为 －犕Δ犽，犕Δ［ ］犽 ，相应的波数域带宽为（２犕＋

１）Δ犽，波数域规则采样采样间隔为Δ犽，则由波数域

重建任意空间位置狓狀 的离散傅里叶反变换为

　　犘（狓狀，ω）＝
Δ犽
２π∑

犕

犿＝－犕

珟犘（犿Δ犽，ω）ｅ－ｊ
犿Δ犽狓狀． （２）

　　把上述离散傅里叶反变换当作正演模型．记系

数矩阵为犃狀犿 ＝
Δ犽
２π
ｅ－ｊ犿Δ犽狓狀，不规则采样地震数据为

犱狀＝犘（狓狀，ω），待求的规则采样波数为珟狆犿 ＝珟犘（犿Δ犽，

ω）．则将公式（２）写成矩阵形式为

犱＝犃珟狆． （３）

在实际数据处理中，由于数据可能不完全是带限的，

所以部分空间波数成分会超出定义的频带范围，这

些超出的成分构成了上述正演模型的误差或噪音，

因此在（３）式中需要噪声项

犱＝犃珟狆＋狀． （４）

　　Ｄｕｉｊｎｄａｍ等
［７］通过最小平方反演估计得到非

规则采样数据犱（狓狀，ω）的波数珟狆^．从非规则采样数

据向量犱中计算出未知的规则采样的傅里叶系数向

量珟狆可以归结为求解一个不适定线性反演问题．可

以使用任何所需的参数估计技术，我们认为噪音和

先验信息都是高斯分布的，假设噪音的协方差矩阵

为犆狀，平均值为零：狀＝犖（０，犆狀），先验信息为珟狆＝

犖（珟狆
犻，犆珘狆）．可以利用贝叶斯参数反演方法通过寻找

后验概率密度函数的最大值来进行反演．后验概率

密度函数为

狆（珟狆狘犱）～狆犱狘珟（ ）狆狆（珟狆）， （５）

其中狆（犱狘珟狆）是似然函数，狆（珟狆）表示模型向量的先

验分布．

求取狆（犱狘珟狆）的最大后验解转化为求下面目标

函数的最小化的解

犑＝ ‖犆
－
１
２

狀
（犱－犃珟狆）‖

２

２

＋‖犆
－
１
２

珘狆 珟狆‖
２

２

， （６）

这里，犆狀 为噪音的协方差矩阵，犆珘狆 为先验模型的协

方差矩阵．最小化目标函数得

珟狆^＝ （犃
Ｈ犠犃＋λ犐）－

１犃Ｈ犠犱， （７）

式中，珟狆^为要计算得到的规则采样波数，犠犻犻 ＝Δ狓犻

为权系数对角矩阵，犃Ｈ 和犃分别表示Ｆｏｕｒｉｅｒ正反

变换矩阵，λ为高斯正则化因子．方程（７）左端的系

数矩阵犃Ｈ犠犃 为Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵，矩阵犃
Ｈ犠犃 的病态

程度受非规则采样数据之间最大间隔Δ狓犪的大小来

控制．最大间隔Δ狓犪 越大，矩阵犃
Ｈ犠犃 病态程度越

大，方程就越难以收敛．求解方程（７）最常用的方法

为ＣＧ算法，其中主要的运算是矩阵和向量相乘．因

为系数矩阵为Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵，可以充分利用Ｔｏｅｐｌｉｔｚ

矩阵的特殊结构，使用Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵与向量相乘的

循环褶积快速算法［１４］，通过快速傅里叶变换（Ｆａｓｔ

ＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＦＦＴ）计算循环褶积来大大加快

２２３１
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运算，该方法称为ＣＧ＋ＦＦＴ算法．很明显共轭梯度

法迭代次数越多，解方程耗费的时间就越多，计算效

率越低．因此需要引入预条件来改善系数矩阵的病

态程度，以减少迭代次数．但引入预条件又为迭代法

增加了额外的计算量，因此施加预条件需要把握预

条件减少的解方程计算量和预条件本身增加的计算

量之间的平衡，形成预条件还要考察预条件本身需

要的计算量和内存需求．总体而言，预条件必须解决

如下两方面问题：

１）预条件本身应该很容易构造和使用，即不需

要花费大量计算时间构造预条件；

２）预条件系统应该很容易求解，即迭代收敛

迅速．

预条件需要针对具体问题设计，不同的预条件

有不同的特征值聚集能力．常规的Ｊａｃｏｂｉ预条件和

ＳＳＯＲ预条件对我们的问题已经没有加速效果．因

此我们转而寻求能满足如下条件的预条件：适用于

致密矩阵计算，并且能充分利用Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的结

构，能很好满足上述要求的就是循环预条件．循环预

条件的最大优势就是利用ＦＦＴ计算预条件循环矩

阵的特征值，这样在共轭梯度法计算矩阵与向量的

除法时用特征值与向量ＦＦＴ简单相除即可．

３　Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的循环预条件

３．１　矩阵的预条件

对于求解大型线性方程组犃狓＝犫，加上预条件

矩阵犕，得到原方程组同解的方程组

犕－１犃狓＝犕
－１犫， （８）

预条件方程组满足关系式

ｃｏｎｄ（犕－１犃）≤ｃｏｎｄ（犃）， （９）

即矩阵犕－１犃的条件数远小于矩阵犃 的条件数．如

果犕 对犃的近似程度非常高，则通常犕－１犃的特征

值接近１，谱半径为：ρ（犕
－１犃）≤１，迭代计算时方

程（８）就会迅速收敛．一般而言，实际计算中 犕 －１犃

的特征值在某点（一般为１．０）附近集中程度越高，

则求解方程（８）收敛速度越快．在共轭梯度迭代中加

预条件时，并不需要计算矩阵乘积犕－１犃，而是在每

次迭代时求解另外一个线性方程

狕犽＋１ ＝犕
－１狉犽＋１，犽＝０，１，… （１０）

其中狉犽＋１ 和狕犽＋１ 分别为共轭梯度第犽＋１次迭代时

的残差向量．

公式（１０）计算时，若预条件 犕 为循环矩阵，则

可以利用循环褶积快速算法．当系数矩阵犃 为

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵时，其循环预条件通常采用一定的规

则从Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵犃中提取元素，并组合为循环矩

阵，然后利用循环矩阵与向量相除的循环褶积快速

算法，因此计算效率比大部分其它预条件都高．

３．２　常规循环预条件

考虑到通常Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的主对角线和其旁边

的元素为强占优，可以简单的把前１／２列拷贝过来，

再卷绕回去，作为循环预条件，称为Ｓｔｒａｎｇ循环预

条件［１５］．循环预条件还可以通过使

　　‖犆－犃‖犉 →ｍｉｎ，犆∈犆狀

达到最小化来定义，这里 ‖·‖犉 表示Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范

数，称为ＴＣｈａｎ循环预条件
［１６１７］．

通常 Ｓｔｒａｎｇ预条件矩阵本身条件数大于 Ｔ

Ｃｈａｎ预条件．另外Ｓｔｒａｎｇ预条件不能保持原系数

矩阵的正定性，而 ＴＣｈａｎ则能保证正定．虽然如

此，但Ｓｔｒａｎｇ预条件收敛速度并不一定比 ＴＣｈａｎ

预条件慢．ＴＣｈａｎ循环预条件由于能很好保持原系

数矩阵的正定性，所以很常用．但由于ＴＣｈａｎ循环

预条件在实际应用中仍不能取得满意效果，所以通

常不直接使用ＴＣｈａｎ预条件，而是用来构造其它

类型的循环预条件．

４　生成函数与循环预条件

４．１　生成函数

从数学角度可用生成函数来刻画Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵

的特征值分布情况．狀×狀阶的Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵犃的第

犼个特征值可以用生成函数犳（狓）在 －π，［ ］π 的取

值犳（２π犼／狀）来表示．令犪犽为Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵犃的第犽

个元素，犪犼，犽＝犪犼－犽，０≤犼，犽＜狀，狀≥１，则定义犳为

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵犃的生成函数，有

犪犽 ＝
１

２π∫
π

－π
犳（狓）ｅ

－ｉ犽狓ｄ狓，犽＝－狀＋１，…，狀－１ （１１）

根据矩阵生成函数理论，良态Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的

生成函数犳（狓）＞０，即为非负函数，由于特征值

犳（２π犼／狀）＞０恒成立，所以Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵正定．病

态Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵是由于生成函数有零值．生成函数

的零值越多，则Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵病态越严重．相应地，

使预条件后的系数矩阵具有更良态的谱，也等同于使

该系数矩阵对应生成函数的零值减少或者完全没有．

病态Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的循环预条件犆，从生成函

数角度可以看作是用另一个正函数犵（狓）与犃的生

成函数犳（狓）进行褶积，以此对犃矩阵生成函数中

的零值进行匹配，同时保证褶积后的函数能收敛到
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犳（狓），即满足

ｌｉｍ
狀→∞
‖犵（狓）犳（狓）－犳（狓）‖∞ ＝０， （１２）

犵（狓）（狓）作为犆的生成函数，为犳（狓）的平滑近

似，并且在狓犼＝２π犼／狀，（０≤犼＜狀）的取值应非常接

近，这样能充分保证预条件矩阵犆与原矩阵犃 非常

接近．即有

ｌｉｍ
狀→∞
‖（犵（狓）犳（狓））（２π犼／狀）－犳（２π犼／狀）‖∞ ＝０，

（１３）

满足上述关系后预条件系统犆－１犃的特征值就接近

１，使预条件后的方程组迭代时能迅速收敛．满足该

要求的犵（狓）均与δ函数很接近，如后文的高阶Ｂ样

条核函数．用生成函数和一些核函数（如 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ

核、Ｆｅｊéｒ核）褶积，可以生成多种循环预条件，包括

常见的Ｓｔｒａｎｇ预条件、ＴＣｈａｎ预条件等．其中Ｓｔｒａｎｇ

预条件可以看作是Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ核与生成函数褶积后

生成的，而ＴＣｈａｎ预条件则能用Ｆｅｊéｒ核和生成函

数褶积后生成．生成函数的优点是能够比较直观和

真实的反映矩阵的病态程度．但根据生成函数与核

函数褶积构造的预条件，在处理特别病态情况也即

是原始矩阵生成函数有多个零值时，效果仍然不理

想，因此还需要深入研究．另一个很关键的问题是，

在构造生成函数预条件时，如果每次都要求推导

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵对应的生成函数，则不但构成极大的

计算负担，而且操作复杂，效率很低．因此，利用生成

函数构造预条件的方法主要集中于不需要显式写出

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的生成函数，而是通过 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵

的元素与核函数作用就能直接构造预条件的方法．

４．２　广义犑犪犮犽狊狅狀核函数循环预条件

广义 Ｊａｃｋｓｏｎ 核 循 环 预 条 件［１８］犓狀，２狉 是 用

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的生成函数与广义Ｊａｃｋｓｏｎ核函数褶

积，然后用褶积后的新函数作为生成函数，求取对应

的循环矩阵作为原Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵犃的循环预条件．

但是广义Ｊａｃｋｓｏｎ核预条件方法不需要显式求出

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的生成函数．令狓∈ －π，［ ］π ，定义

犓狀，２狉（狓）核函数为

犓狀，２狉（狓）＝
犓狀，２狉
狀２狉－１

ｓｉｎ（狀狓／２）

ｓｉｎ（狓／２（ ））
２狉

，狉＝１，２，… （１４）

其中狉为褶积核的阶数．犓狀，２狉 为归一化常数，满足

∫
π

－π
犓狀，２狉（狓）ｄ狓＝１．广义Ｊａｃｋｓｏｎ核函数作为循环

预条件的优点是对所有正的狉，狀，都能保证生成的

预条件是正定的．另外，高阶预条件可以由低阶预条

件与自身褶积得到，这样构造预条件相对简单．

给定犿×犿 阶Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵犃，其对应的广义

Ｊａｃｋｓｏｎ循环预条件为犿×犿循环矩阵犆犿 犓狀，２狉［ ］犳 ，

则有狀＝ 犿／［ ］狉 ，即狉（狀－１）＜犿≤狉狀．

核函数与生成函数褶积

（犓狀，２狉犳）（狓）＝２π ∑
狉（狀－１）

犽＝－狉（狀－１）

犪犽犫
（狀，２狉）
犽 ｅｉ犽狓 ＝ ∑

犿－１

犽＝－犿＋１

犱犽ｅ
ｉ犽狓，

（１５）

其中

　　　　犱犽 ＝
２π犪犽犫

（狀，２狉）
犽 ， 犽 ≤狉（狀－１）

０，｛ 其它
．（１６）

由上式可见，犓狀，２狉犳仅仅依赖于元素犪犽．为

了构造循环预条件犆犿 犓狀，２狉［ ］犳 ，仅需要犓狀，２狉犳

在２π犼
犿
，０≤犼＜犿处的值，而不需要知道生成函数

信息．

４．３　Ｂ样条循环预条件

Ｂ样条循环预条件
［１９］是将 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵犃的

生成函数与Ｂ样条函数褶积，将褶积结果作为生成

函数，求取对应的循环矩阵作为预条件．Ｂ样条预条

件方法也不需知道Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵犃的生成函数，而

是直接提取犃的元素犪犻犼 与核函数进行组合．

为了构造循环预条件，定义Ｂ样条函数为

犅犿（狓）＝
１

犮犿
犙犿 狓＋

犿（ ）［ ］２
，狓∈犚， （１７）

式中，犮犿 为归一化常数，使犅
犿（０）＝１．则犅

犿（狓）关

于中心对称，狓∈ －
犿
２
，犿［ ］２ ．对任意犿＝１，２，…，

犿阶函数犙犿（狓）在狓＝０，１，…，犿结点上定义为

犙犿（狓）＝∑
犿

犻＝０

（－１）
犻（ ）犿犻 （狓－犻）

犿－１
＋

犿！
，

基于犅犿（狓）的离散函数犫
犿

犽
定义为

犫
犿

犽 ＝犅
犿（犿犽／２狀），－狀＜犽＜狀，犿＝１，２，…

（１８）

因此基于犅犿（狓）的Ｂ样条循环预条件犆犿 定义为

（只写出循环矩阵犆犿 的首列犆
犿

犽０
）

犆
犿

犽０ ＝犫
犿

犽犪犽＋犫
犿

－（狀－犽）珔犪狀－犽，０≤犽＜狀，犿＝１，２，…

（１９）

其中犪犽和珔犪狀－犽为Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵犃中的元素．由此可

见Ｂ样条预条件并不需要生成函数，而是直接与犃

中的元素作用．高阶Ｂ样条预条件通常能更好适应

病态Ｔｏｅｐｌｉｔｚ方程组，但阶数高意味着预条件计算

量的增加，可能会比较明显的增加求解方程组的时

间，实际使用也一般就取到４阶．Ｂ样条函数具有很

好的对称性，而且阶数越高，系数犫
犿

犽
的函数图形越

接近δ函数，对应Ｂ样条预条件矩阵与原矩阵犃更
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接近，从而有更好的迭代加速效果．

４．４　其它核函数构造的循环预条件

沿用生成函数与非负核函数褶积构造新的循环

预条件的思路，Ｃｈａｎ
［２０］给出了几种核函数并推导了

相应的循环预条件．我们选用了效果相对较好的两

种循环预条件，对应的预条件矩阵犆首列为

　　１）Ｈａｍｍｉｎｇ循环预条件：

犮犽 ＝

犪０ 犽＝０，　　

０．５４＋０．４６ｃｏｓ
π犽（ ）狀 犪犽＋ ０．５４＋０．４６ｃｏｓ

π（狀－犽）（ ）狀
珔犪狀－犽， １≤犽＜狀

烅

烄

烆 ．
（２０）

　　２）ｖｏｎＨａｎｎ循环预条件：

犮犽 ＝

犪０ 犽＝０，　　

ｃｏｓ２
π犽
２（ ）狀犪犽＋ｃｏｓ２ π

（狀－犽）

２（ ）狀
珔犪狀－犽， １≤犽＜狀

烅

烄

烆 ．
（２１）

５　数值算例

本文提供两类数值算例，以验证所述循环预条

件的收敛速度和处理病态Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的能力．所

有的算例均采用预条件共轭梯度迭代法求解方程．

迭代中止均采用误差限 ‖狉‖２／‖犫‖２ ≤１．０×

１０－７．通过观察需要的迭代次数多少，可以看出该

预条件对病态矩阵的适应能力，以及不同循环预条

件对同一问题收敛能力的相互对比．

５．１　生成函数构造病态犜狅犲狆犾犻狋狕矩阵

第一类数值算例从纯数学角度出发，根据给定

的生成函数构造对应的病态 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵，将

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵作为方程犃狓＝犫的犃矩阵，犫向量全

设为１．令狓∈ －π，［ ］π ，则给定生成函数狓
２（π

４
－

狓４），对应的病态Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵为犜１，对应的元素为

犪犽（犜１）＝

４π
６／２１， 犽＝０，　　　　

１２０π
２ｃｏｓ（犽π）

犽４
－
４π

４ｃｏｓ（犽π）

犽２
－
７２０ｃｏｓ（犽π）

犽６
． 犽＝±１，±２

烅

烄

烆
，…

（２２）

　　表１为不同预条件求解犜１狓＝犫需要的迭代次

数．犜１ 的行列大小见左边第一列．从第二列开始依

次为以单位矩阵犐为预条件（无预条件）、１阶到４

阶广义Ｊａｃｋｓｏｎ 核函数循环预条件 （犓狀，２，犓狀，４，

犓狀，６，犓狀，８）、３阶到５阶Ｂ样条循环预条件（犅３，犅４，

犅５），以及 Ｈａｍｍｉｎｇ和ｖｏｎＨａｎｎ核函数循环预条

件对应的迭代次数．其中犓狀，２ 对应ＴＣｈａｎ循环预

条件．如果迭代次数达到狀次，共轭梯度还未收敛，

则以“－”替代．由表１可见，预条件能大幅减少迭代

次数．并且当狀从３２增加到５１２时，矩阵犜１ 条件数

表１　不同预条件求解犜１狓＝犫需要的迭代次数

犜犪犫犾犲１　犐狋犲狉犪狋犻狅狀狀狌犿犫犲狉狊犳狅狉犜１狓＝犫犳狅狉

犱犻犳犳犲狉犲狀狋狆狉犲犮狅狀犱犻狋犻狅狀犲犱狊狔狊狋犲犿狊

狀 犐 犓狀，２ 犓狀，４ 犓狀，６ 犓狀，８ 犅３犅４ 犅５ ＨａｍｍｉｎｇｖｏｎＨａｎｎ

３２ １６ ９ ７ ７ ８ ６ ７ ７ ６ ６

６４ ３２ １０ ７ ７ ７ ６ ７ ７ ６ ６

１２８ ６４ １３ ８ ９ ９ ８ ８ ７ ８ ８

２５６１２８ １５ ９ ９ ９ ８ ８ ９ ８ ８

５１２２５６ ２０ ９ ９ ９ ８ ９ ９ ８ ８

也相应从４．１４３３×１０２ 增加到１．０１５４×１０５，但预条

件迭代次数基本不随狀的增加而增加．所以预条件

对求解系数矩阵为病态Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的线性方程组

具有非常重要的作用．

图１为方程组犜１狓＝犫当狀＝３２时的矩阵特征

值分布，图中横坐标表示特征值模的大小，纵坐标没

有特殊含义，当图中有多个预条件系统时，表示预条

件系统的编号．对比可见，各种核函数循环预条件预

后系统的特征值（图１（ｂ—ｄ））均有效地压缩了原病

态Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵犜１ 特征值分布空间（图１ａ），预条

件后的特征值系统均聚集在１．０左右．而且随着阶

数增加，特征值在１．０左右聚集越多，从理论上讲需

要的迭代次数应该更少，但实际求解需要的迭代次

数并没有显著减少，这可能和相互间特征值分布差

异仍然不够明显有关．

５．２　地震数据模型算例

为模拟地震资料处理中面临的病态反演情况，

设计了一组随机分布的一维坐标来模拟个犖 非规

则采样地震道的偏移距狓．一维非规则采样地震数

据的加权Ｆｏｕｒｉｅｒ重建需要计算如下Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵
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图１　狀＝３２时的矩阵特征值分布

（ａ）原始病态Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵特征值分布；（ｂ）广义Ｊａｃｋｓｏｎ核预条件系统特征值；（ｃ）Ｂ样条核预条件系统特征值；

（ｄ）ｖｏｎＨａｎｎ和 Ｈａｍｍｉｎｇ核预条件系统特征值．

Ｆｉｇ．１　Ｍａｔｒｉｘｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇｓｔａｔｕｓｆｏｒ狀＝３２

（ａ）ＥｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｆｏｒｉｌｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄＴｏｅｐｌｉｔｚ；（ｂ）ＥｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｆｏｒｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＪａｃｋｓｏｎｋｅｒｎｅｌｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｓｙｓｔｅｍ；（ｃ）Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｆｏｒ

Ｂｓｐｌｉｎｅｋｅｒｎｅｌｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｓｙｓｔｅｍ；（ｄ）ＥｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｆｏｒｖｏｎＨａｎｎａｎｄＨａｍｍｉｎｇｋｅｒｎｅｌｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｓｙｓｔｅｍ．

图２　狀＝３２时的矩阵特征值分布

（ａ）病态Ｔｏｅｐｌｉｔｚ特征值；（ｂ）广义Ｊａｃｋｓｏｎ核预条件系统特征值；（ｃ）Ｂ样条预条件系统特征值；

（ｄ）Ｈａｍｍｉｎｇ和ＶｏｎＨａｎｎ预条件系统特征值．

Ｆｉｇ．２　Ｍａｔｒｉｘｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇｆｏｒ狀＝３２

（ａ）ＥｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｆｏｒｉｌｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄＴｏｅｐｌｉｔｚｍａｔｒｉｘ；（ｂ）ＥｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｆｏｒｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＪａｃｋｓｏｎｋｅｒｎｅｌｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｓｙｓｔｅｍ；（ｃ）Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ

ｆｏｒＢｓｐｌｉｎｅｋｅｒｎｅｌｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｓｙｓｔｅｍ；（ｄ）ＥｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｆｏｒＨａｍｍｉｎｇａｎｄＶｏｎＨａｎｎｋｅｒｎｅｌｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｓｙｓｔｅｍ．
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图３　（ａ）含有空道的合成地震数据和（ｂ）最小平方Ｆｏｕｒｉｅｒ反演的重建结果

Ｆｉｇ．３　Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃｓｅｉｓｍｉｃｄａｔａｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｎｕｌｌｔｒａｃｅｓ（ａ）ａｎｄ（ｂ）ｉｔｓｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂｙｔｈｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓＦｏｕｒｉｅｒｉｎｖｅｒｓｉｏｎ

图４　单道重建结果比较

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆｓｉｎｇｌｅｓｅｉｓｍｉｃｔｒａｃｅ

犜构成的线性方程组：

犜犿狀 ＝
Δ犽
２（ ）π

２

∑
犖－１

犾＝０

狑犾ｅ
ｊ（犿－狀）Δ犽狓犾＋λδ犿狀，０≤犿，狀＜犖，

（２３）

其中Δ犽＝２π／犡 为波数域采样间隔，犡 为排列长

度，λ为Ｇａｕｓｓ正则化因子，取λ＝０．０１，狑 为权系

数．犜的病态程度与排列的非规则采样程度相关．实

验中对规则排列的狓犾 （间距Δ狓）加上随机扰动量，

计算中选取狓犾 ＝狓犾＋３Δ狓（０．５－ｒａｎｄ（））．同样令

犫＝ （１，１，…，１），求解方程组犜狓 ＝犫．取犖＝３２，

６４，１２８，２５６，５１２，计算迭代次数如表２所示．

由表２可见，在处理该问题时，预条件还是有一

定的效果．实际计算时发现即使Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵大小

表２　模拟犉狅狌狉犻犲狉重建非规则采样的反演迭代次数表

犜犪犫犾犲２　犐狋犲狉犪狋犻狅狀狀狌犿犫犲狉犫狔狊犻犿狌犾犪狋犻狀犵犉狅狌狉犻犲狉

狉犲犮狅狀狊狋狉狌犮狋犻狅狀犳狅狉犻狉狉犲犵狌犾犪狉狊犪犿狆犾犻狀犵

狀 犐 犓狀，２ 犓狀，４ 犓狀，６ 犓狀，８ 犅３犅４ 犅５ ＨａｍｍｉｎｇｖｏｎＨａｎｎ

３２ ２２ ２０ ２１ ２２ ２２ ２０２１ ２２ ２０ ２０

６４ ４５ ４０ ４１ ４３ ４４ ４０４２ ４３ ４０ ４０

１２８ ４０ ３３ ３５ ３７ ３９ ２９３５ ３６ ３５ ３４

２５６ ５５ ４６ ５１ ５２ ５３ ４９５１ ５２ ４８ ４８

５１２ ６７ ５３ ６４ ６７ ６９ ５８６４ ６６ ５７ ５８

达到了５１２×５１２，Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的特征值也很好的

被压缩在２．０以内．但是迭代次数上的优化则

没有理论数据效果明显．而且与理论数据正好相反
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的是，高阶核函数反而没有低阶核函数的收敛效果

好．因此对该类问题的预条件还需要进一步的探索．

图２为狀＝３２时方程（３０）的特征值分布，图中

横纵坐标和含义与图１中相同．可见预条件确实将

病态Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的特征值进行了大幅压缩．但也

可以看出高阶核函数在实际问题中没有起到更好的

预条件效果，高阶和低阶核函数的预条件系统特征

值分布差异很小．经计算发现，Ｂ样条由３阶到５

阶，预条件系统条件数由６６．１上升至９５．９；广义

Ｊａｃｋｓｏｎ预条件系统阶数由２阶到８阶，条件数由

６７．６上升至１１８．９，接近原始病态条件数１５９．４．因

此高阶预条件不适用该问题的解决．

６　地震数据重建算例

首先我们选取ＳＭＡＡＲＴ理论模型数据来计

算，如图３ａ所示的一个单炮地震记录，总共有３４８

道，其中有 ５７ 道是空道，图 ３ｂ 为用最小平方

Ｆｏｕｒｉｅｒ方法重建的结果，可以看到地震数据被很好

重建．图４中我们抽取其中的一道数据进行了重建

前后的比较，可以看出重建几乎完全恢复了原始的

数据．我们对某油田的一个实际二维共偏移距地震

数据进行了重建，该数据总共有２２７８道，其中有

６８４是空道．为了便于清楚的显示地震剖面，图５ａ

所示的是其中选取的３００道数据，时间轴从１．６ｓ

到３．６ｓ．图５ｂ为用最小平方Ｆｏｕｒｉｅｒ方法重建的结

果，可以看到重建道与原始道具有很好的连续性．图

６ａ为重建前时间偏移的结果，图６ｂ为重建后时间

偏移的结果，对比两幅图可以看出，重建后的偏移剖

面信噪比更高，构造更加清晰，同相轴的连续性也更

好．表３给出了预条件共轭梯度法与几种常用的求

解方法所需计算时间的比较，可以看出预条件共轭

梯度法在求解速度上具有一定的优势．

表３　不同求解线性方程组方法的计算时间比较

犜犪犫犾犲３　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳犮狅犿狆狌狋犻狀犵狋犻犿犲犳狅狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋

犿犲狋犺狅犱狊狅犳狊狅犾狏犻狀犵犾犻狀犲犪狉犲狇狌犪狋犻狅狀狊

算例
Ｃｈｏｌｅｓｋｙ
分解法

Ｌｅｖｉｎｓｏｎ

递推法
ＣＧ算法

ＣＧ＋ＦＦＴ

算法
ＰＣＧ＋ＦＦＴ

算法

１ ６．１２ｓ ２．２３ｓ ５．２７ｓ ４．９８ｓ ２．１６ｓ

２ ３３４．７１ｓ ４３．５３ｓ １６６．５２ｓ ２９．９５ｓ ２０．８４ｓ

图５　（ａ）含有空道的共偏移距地震数据和（ｂ）最小平方Ｆｏｕｒｉｅｒ反演的重建结果

Ｆｉｇ．５　（ａ）Ｃｏｍｍｏｎｏｆｆｓｅｔｓｅｉｓｍｉｃｄａｔａｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｎｕｌｌｔｒａｃｅｓ（ａ）ａｎｄｉｔｓ

ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂｙｔｈｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓＦｏｕｒｉｅｒｉｎｖｅｒｓｉｏｎ（ｂ）
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图６　（ａ）重建前数据的时间偏移结果和（ｂ）重建后数据的时间偏移结果

Ｆｉｇ．６　Ｒｅｓｕｌｔｏｆｔｉｍｅｍｉｇｒａｔｉｏｎｂｅｆｏｒｅｄａｔａｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ（ａ）ａｎｄｒｅｓｕｌｔｏｆｔｉｍｅｍｉｇｒａｔｉｏｎａｆｔｅｒｄａｔａｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ（ｂ）

　　预条件采用３阶Ｂ样条循环预条件，以上算例

运算结果均在Ｉｎｔｅｒｌ（Ｒ），Ｃｏｒｅ（ＴＭ）２，ＱｕａｄＣＰＵ

Ｑ９５５０２．８３ＧＨｚ，内存２ＧＢ的微机上计算得到，操

作系统为Ｃｅｎｔｏｓ４．７，编程语言为Ｃ．

７　结　论

本文针对最小平方Ｆｏｕｒｉｅｒ地震数据重建方法

所形成的线性方程组的求解问题，论述了Ｔｏｅｐｌｉｔｚ

矩阵循环预条件的基本理论，深入探讨了根据生成

函数构造针对病态Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵的循环预条件的方

法，给出了２种核函数的循环预条件构造方式．用预

条件共轭梯度法求解方程组，保证解的稳定性和提

高了收敛速度．在最后我们给出了几组数值算例，验

证了我们构造的预条件对理论数据具有明显效果，

对实际数据也具有一定的效果．
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