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一种不等式状态约束最优滤波算法

吴 鑫 辉, 黄 高 明, 高 俊
(海军工程大学 电子工程学院,湖北 武汉 430033)

摘要:针对非线性系统中较难处理的不等式状态约束滤波问题,提出了一种新的约束无迹卡尔曼滤波算法.
该算法利用最大似然法则推导出滤波均方误差函数,将不等式约束条件转化为惩罚函数加入到误差函数中,
使用自适应步长法快速搜索最优解.通过理论分析,证明了约束滤波解是误差函数的严格局部最小值,具有

最小滤波均方误差.对具有航路约束的电子导航模型进行了仿真,结果表明,该算法具有较高的跟踪精度.
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Approachforoptimalfilteringofthenonlinearsystem
withinequalityconstraints
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(CollegeofElectronicEngineering,NavalUniversityofEngineering,Wuhan 430033,China)

Abstract: Accordingtostateestimationforthenonlinearsystemwithintractableinequalityconstraints,a
novelconstrainedunscentedkalmanfilter(CUKF)isproposed.Theobjectivefunctionisderivedbyusing
themaximumprobabilitymethod,inequalityconstraintsaretreatedskillfullyasapenaltyfunction,andthe
optimumconstrainedsolutioncanbesolvediterativelyusingtheadaptivelysteplengthmethod.Through
theoreticalanalyses,theconstrainedsolutionistherigorouslocalminimizeroftheobjectivefunction.A
targettrackingexamplebasedondigitalnavigationispresentedtoillustratetheefficacyoftheCUKF.
SimulationresultsshowthattheCUKFhasabetterfilteringaccuracy.
KeyWords: targettracking;inequalitystateconstraints;unscentedkalmanfilter(UKF);constrained

unscentedkalmanfilter(CUKF)

卡尔曼滤波是一种高效的递归滤波器,具有精度高和适于编程等优点,在信号处理、通信和控制等领域

得到了广泛的应用.在实际应用中,系统的状态估计过程常常存在着许多约束条件,如电子导航中航路限制、
数字地图的道路约束、钟摆运动的能量恒定等.将这些约束条件应用到卡尔曼滤波器中,能有效提高估计精

度,并且可避免滤波发散等问题.因此,对具有状态约束的卡尔曼滤波研究具有重要的意义[1-3].
近年来,约束滤波的成果主要集中于等式约束方面,不等式约束滤波的研究并不成熟,仍处于探索阶段.

对于等式约束滤波问题,人们已经提出了许多算法,如水平滑动估计(MovingHorizonEstimation,MHE)
算法[4]、投影修正状态法[3]、平滑约束卡尔曼滤波(SmoothlyConstrainedKalmanFilter,SCKF)算法[5]等.
然而,在实际应用中,由于各状态向量都具有随机性,所以状态约束往往不是简单的等式形式,而是一种不等

式形式的相互约束关系.由于不等式约束求解过程的复杂度远大于等式约束,现有的研究成果较少,主要有:
(1)积极集法[3]:通过先验等式约束条件对不满足不等式约束的估计值进行近似约束,放宽了约束条件,约束

效果受到了影响;(2)概率密度截断方法[6]:将不等式约束转化为概率密度函数的约束,其计算量随状态维
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数增加而迅速增大;(3)模糊逼近法[7]:将不等式约束近似为一种带有模糊的额外噪声测量值,但其不适用

于随时间变化的约束条件.为了充分地利用各约束条件,笔者引入惩罚函数法的思想,将不等式状态约束条

件转换为惩罚函数,使用一个步进因子来自适应调整步长值,迭代搜索出极小化滤波误差函数的约束滤波

解,最后证明了约束误差函数是一个凹函数,所得约束解为该函数的严格局部最小值.算法具有以下优点:
(1)算法核心为求一个无约束代价函数极小值,其计算量是相对固定的,不会随状态向量维数和不等式约束

条件的增加而快速增大;(2)在每次迭代过程中,算法都给出了沿代价函数梯度下降方向的迭代值,故只需很

少迭代次数就能迅速达到局部最小点;(3)该算法对等式和不等式约束条件都适用.

1 不等式约束滤波误差函数的推导

离散系统的状态方程和观测方程表达式为

xk=f(xk-1)+wk-1 ,

yk=h(xk)+vk { ,
(1)

其中,f(·)和h(·)分别为非线性的状态转移函数和测量函数,wk 和vk 分别为状态噪声和测量噪声,且都为高斯

白噪声,其协方差为E[wkwT
j]=δkjQk,E[vkvTj]=δkjRk,E[vkwT

j]=0.假定状态向量xk 存在以下约束条件:

s(xk)≤0 , g(xk)=0 , (2)
其中,s(xk)为不等式约束函数,g(xk)为等式约束函数.约束滤波问题,即为在式(2)的约束条件下,对式(1)
中非线性系统的各个状态进行估计.

卡尔曼滤波器本质上是能使滤波均方误差最小的状态估计器,亦等同于最大化状态转移概率p(xk|
Yk),在有额外的状态约束条件下,可以利用最大似然法则对转移概率作进一步约束.由于式(1)中各变量都

满足高斯分布,根据贝叶斯递推公式,可得状态转移概率p(xk|Yk)为[4]

p(xk|Yk)=N(xk;̂xk,Pk)=(2π)n
/2|Pk|-1/2exp{-(xk -̂xk)P-1

k (xk -̂xk)T 2} , (3)
其中,N(xk;̂xk,Pk)代表高斯分布,其自变量为xk,均值为x̂k,方差为Pk.n为状态xk 的维数,xk 为k时刻状

态实际值,Yk={y1,y2,…,yk}为前k个时刻的测量值,̂xk 为k时刻的卡尔曼滤波值,Pk 为k时刻的卡尔曼估

计误差方差.
约束卡尔曼滤波就是利用状态约束条件对滤波误差函数进行最小化约束,从而提高卡尔曼滤波的精度.

因为最大化概率p(xk|Yk)等价于最大化其自然对数,假定状态向量满足等式和不等式约束条件s(xk)≤0,

g(xk)=0,从而得到约束滤波均方误差函数为

maxlnP(xk|Yk)⇒min(xk -̂xk)TP-1
k (xk -̂xk) ,

s.t.s(xk)≤0,g(xk)=0 { .
(4)

  由于式(1)中状态和测量函数都是非线性的,为了避免非线性带来的误差,可以采用无迹卡尔曼滤波器

(UKF)算法对系统状态进行估计.UKF采用一系列Sigma点来近似非线性函数概率密度分布,它比基于非

线性函数局部线性化近似的扩展卡尔曼滤波(ExtendedKalmanFilter,EKF)算法的滤波精度要高[2].

2 不等式约束滤波最优值求解

对于仅具有等式约束的非线性估计,一般采用拉格朗日乘子法,应用极小值的一阶必要条件,得到约束

最优解[3,5-6].然而在实际中,如果同时存在等式和不等式状态约束,拉格朗日乘子法则不再适用.因此,需要

寻找一种新的方法对非线性滤波进行有效约束.
对于不等式约束的优化解问题可采用惩罚函数法,其基本思想是在可行域的边界筑起一道很高的“围

墙”作为障碍,当迭代值接近边界时,不等式约束的增广目标函数趋近增大,从而迫使迭代点在可行域内寻找

最优解[8-10].
假设约束函数s(x)和g(x)都为线性的,且s(x)=Dx≤0.可以引入一个松弛向量q={q1,q2,…,qm},

使不等式约束变成等式约束,其中m 值为不等式约束个数.那么式(4)可表示为
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maxlnP(x|Y)⇒min(x-̂x)TP-1(x-̂x) ,
s.t.Dx+q=0 , Hx=0 { .

(5)

由式(5)构造出增广目标函数为

L=(x-̂x)TP-1(x-̂x)+λT(Dx+q)+ρTHx-μ∑
m

k=1
lnqk . (6)

  增广目标函数右边第4项即为惩罚函数,其中惩罚因子μ>0,qk 为松弛向量q中第k个向量.当迭代值

趋近可行域边界时,松弛向量q中至少有一项趋近于零,所以惩罚函数-μ∑
m

k=1
lnqk 将迅速增大,从而迫使迭

代值在可行域内寻找最小值.根据Karush-Kuhn-Tucker(KKT)最小化的一阶必要条件[8],式(6)可得到下

列各式:
∇λL=Dx+q=s(x)+q=0 , (7a)

∇qL=λ-μQ-1e=0 , (7b)

∇ρL=Hx=g(x)=0 , (7c)

∇xL=P-1(x-̂x)+DTλ+HTρ=0 , (7d)
其中,Q=diag(q1,…,qm),e=[1,1,…,1]T,式(7)中可使用高斯牛顿法解出.那么各约束函数在迭代点

(xk,λk,ρk)的一阶近似为

s(x)=s(xk)+DΔx , (8a)

g(x)=g(xk)+HΔx , (8b)

Q-1e≈ (Qk)-1e-(Qk)-2Δq , (8c)

λ≈λk+Δλ , (8d)

ρ≈ρk+Δρ , (8e)
其中,上标k代表第k次迭代.

方程组(8)中Δx、Δq、Δλ和Δρ为每次迭代的步进值.将式(8c),(8d)代入式(7b),可得

1
μ
λ-Q-1e≈ 1

μ
(λk+Δλ)-(Qk)-1e+(Qk)-2Δq=0 . (9)

为消去式(9)中的Δq,由式(7a),可得

DΔx+Δq=0⇒Δq=-DΔx , (10)

Dxk+qk=s(xk)+qk=0⇒-s(xk)=qk=Qke . (11)
将式(10)和(11)代入式(9)中,令λk+1

old =λk+Δλ,消去Δq和qk,可得

(Qk)2(λk+Δλ)μ-DΔx=λk+1
old(Qk)2 μ-DΔx=-s(xk) . (12)

将式(7c)代入式(8b),可得 HΔx+g(xk)=0 . (13)
将式(8d)和(8e)代入式(7d),由于估计误差很小,可近似为步进值Δx,那么,该式可变换为

P-1Δx+DTλk+1
old +HTρk+1

old =0 , (14)
其中,λk+1

old =λk+Δλ,ρk+1
old =ρk+Δρ.联立方程(12),(13),(14),可得
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0 0 H
DT HT P-

é

ë
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û
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 , (15)

其中,B=(-Qk)2 μ.解矩阵方程(15),得出解向量,并代入迭代公式中,得到第(k+1)次迭代值为

xk+1=xk+α·Δx ,

λk+1=λk+α·(λk+1
old -λk) ,

ρk+1=ρk+α·(ρk+1
old -ρk) ,

(16)

其中,步进因子α可以自适应地调整各步进值,以保证xk+1 收敛于可行域中,即满足s(xk+1)≤0,文献[9]推
荐该值设置为α=min{qi DΔx},迭代的终止条件为 λTDxk+ρTHxk ≤ε,其中ε为一个很小的门限值[9].

综上所述,不等式约束的非线性系统滤波算法步骤如下:
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Step1 使用UKF算法计算估计统计量x̂k,估计误差方差Pk.
Step2 设置初始迭代值x0 =̂xk,松弛变量q0=-f(x0),惩罚参数μ

0=1.0,终止误差0<ε≪1,迭代

步骤k=0.
Step3 解方程组(15).为方便表示,以Aθ=b,代表式(15).为减少矩阵计算量,可对系数矩阵A 进行

LU分解,即令A=LU,其中L为一个下三角矩阵,U 为一个阶梯型矩阵.式(15)变为LUθ=b,从而可使用回

代法求得解向量θ.
Step4 更新各迭代值.计算步进因子,再将解向量和步进值α代入式(16)中,得到第(k+1)步的迭代值.
Step5 检查迭代终止条件.若原始函数和目标函数的差值 δ = λTDxk+1+ρTHxk+1 ≤ε或者k=

20,则输出xk+1 作为最优滤波值;否则,进入Step6.
Step6 更新惩罚参数μ=δ/(n+m)2,其中,m 为不等式个数,n为向量x 的维数.令k=k+1,进入

Step3.

3 约束函数的局部极小点证明

根据约束最优化理论,当目标函数f(x)光滑且二次连续可微分时,通过检验梯度 ∇xf(췍x)和 Hessian
矩阵 ∇2xf(췍x),可得出解向量是否为目标函数的严格局部极小点.这里通过利用最优化理论,证明约束滤波

解为滤波误差函数的局部极小点.
引理1 若 ∇2xf(췍x)在췍x 的开邻域内连续,并且 ∇xf(췍x)=0,∇2xf(췍x)>0,则f(x)为一个凹函数,并

且췍x 是函数f(x)的严格局部极小点.式中∇2xf(췍x)>0,表示Hessian矩阵 ∇2xf(췍x)>0正定.
证明 由梯度∇xf(췍x)=0,将函数f(x)作泰勒级数展开,可得f(췍x+Δx)=f(췍x)+(Δx)T∇2xf(췍x)Δx.

又由于Hessian矩阵 ∇2xf(췍x)正定,所以(Δx)T∇2xf(췍x)Δx>0.将上式代入f(췍x+Δx),可得f(췍x+Δx)>
f(췍x).根据凹函数性质,可得f(x)为一个凹函数,췍x 为函数f(x)的严格局部极小点.证毕.

定理1 卡尔曼滤波的增广目标函数为凹函数,且该函数具有严格局部最小解.

证明 考察增广目标函数式(5),L=(x-̂x)TP-1(x-̂x)+λT(Dx+q)+ρTHx-μ∑
m

k=1
lnqk,增广目

标函数的梯度∇xL=P-1(x-̂x)+DTλ+HTρ=0,可解得惟一稳定解x=̂x-P(DTλ+HTρ).进一步,还
可求出目标函数的Hessian矩阵为 ∇2xL=(P-1)T,由于矩阵P 为卡尔曼滤波估计误差矩阵,该矩阵为正定

的,因此,∇2xL=(P-1)T >0.根据引理1可得,L(x)为一个凹函数,且存在严格局部极小点.证毕.
定理2 设序列{xk}由惩罚函数法产生,且每个xk 都是无约束子问题(5)的局部最小点,那么增广目标

函数序列{L(xk,λk,ρk)}是单调下降的,即L(xk+1,λk+1,ρk+1)≤L(xk,λk,ρk).
证明 令f(xk)=(xk-̂x)TP-1(xk-̂x),h(xk)=Dxk+q,g(x)=Hxk,由于每次迭代的xk 都为{L(xk,

λk,ρk)}一阶必要条件所得局部最小值,可得f(xk+1)≤f(xk),h(xk+1)≤h(xk),g(xk+1)≤g(xk).在迭代

过程中,乘子λ和ρ 以及惩罚参数μ 都随迭代次数增加而不断衰减,当迭代至最小点时,方程式(5)右边后3
项趋近于0,因此,λk+1 ≤λk,ρk+1 ≤ρk.增广目标函数序列应满足:

L(xk+1,λk+1,ρk+1)=f(xk+1)+(λk+1)Th(xk+1)+(ρk+1)Tg(xk+1)≤
f(xk)+(λk+1)Th(xk)+(ρk+1)Tg(xk)≤
f(xk)+(λk)Th(xk)+(ρk)Tg(xk)=L(xk,λk,ρk) .

因此,增广目标函数序列 {L(xk,λk,ρk)}是单调下降的.证毕.
通过以上证明可得出以下结论:(1)卡尔曼约束目标函数为一个凹函数,约束解为该函数的严格局部极

小点.(2)惩罚函数法中目标函数序列是单调下降的,可使用自适应步长迭代法得到约束极小值.

4 仿真实验

以无线电导航为例,目标的运行方向受航路约束.假设有两个位置固定的导航传感器可以测量目标的距

离,传感器的位置坐标分别用 (rn1,re1)和(rn2,re2)表示.目标的状态方程和测量方程分别为
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其中,状态向量xk=(sx,sy,vx,vy)
T,代表目标位置及速度;yk 为传感器测量到目标的距离信息.两导航传感

器坐标分别为(0,0),(8700,8000),目标初始状态向量和估计误差分别为 x̂0=(0,0,18,21)T 和P0=
diag(900,900,4,4),方程组(1)中状态和测量误差方差为Q=diag(4,4,1,1)和R=diag(900,900),采样周

期T=3s,目标随机加速度为u= ±2m/s2,真实前进方向θ=60°.
在无线电导航中,如果目标受已知道路的约束,其前进的方向范围θ1 ≤θ≤θ2,θ1 和θ2 代表方向上下

限,仿真设置为θ1=55°,θ2=65°,那么,目标的速度和位置状态满足不等式约束:
tanθ1 ≤sy/sx ≤tanθ2 ,

tanθ1 ≤vy/vx ≤tanθ2 { .
  上式可以转化为不等式约束形式Dx ≤0,其中

D=

tanθ1 -1 0 0
-tanθ2 1 0 0
0 0 tanθ1 -1
0 0 -tanθ2

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú1

 .

  图1和图2为文中约束无迹卡尔曼滤波(CUKF)算法与UKF算法跟踪误差均方根(RMSE)的对比图,
图3和图4为使用CUKF与文献[3]中积极集法(ActiveSetMethods)AUKF的跟踪RMSE的对比图.
AUKF算法的原理为[3]:如果跟踪结果满足约束条件,AUKF算法不约束跟踪结果;如果跟踪结果不满足

约束 条 件,那 么 采 用 先 验 等 式 约 束 条 件 Dmx=0 对 跟 踪 结 果 进 行 约 束, 其 中 矩 阵 Dm =
-tanθ 1 0 0
0 0 -tanθ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú1
,其约束角近似估计为θ=60.5°.

  图1 CUKF算 法 和 UKF算 法 中 x 轴 的 位 置 跟 踪

RMSE值对比

  图2 CUKF算 法 和 UKF算 法 中 x 轴 的 速 度 跟 踪

RMSE值对比

  从图1到图4可得,CUKF和AUKF算法的跟踪效果都要好于普通UKF算法的跟踪效果,并且CUKF算

法的跟踪均方根误差要小于AUKF算法的均方根误差.AUKF算法只对不满足约束条件的跟踪结果进行约

束,因此在某些时刻跟踪效果与UKF算法相同;AUKF算法的另一个缺点为需要较准确的先验等式约束条件,
否则,约束滤波结果会发散.CUKF算法不需要精确的先验条件,并且在每个时刻都能对跟踪结果进行约束,所
以约束效果要好于AUKF算法.从图1和图3可得,UKF算法的x轴的位置误差均方根为13.08m,AUKF算

法的误差均方根为7.05m,而CUKF算法的误差均方根约为4.32m,跟踪精度分别提高了46.1%和66.9%.经
1000次蒙特卡罗实验,CUKF算法、AUKF算法和UKF算法的位置、速度跟踪误差如表1所示.
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  图3 CUKF算 法 和 AUKF算 法 中 x 轴 的 位 置 跟 踪

RMSE值对比

  图4 CUKF算 法 和 AUKF算 法 中 x 轴 的 速 度 跟 踪

RMSE值对比

表1 各算法的目标跟踪RMSE值

算法 x m y m vx (m·s-1) vy (m·s-1)

UKF 14.12 24.45 1.15 1.99
AUKF 7.17 12.62 0.87 1.51
CUKF 4.64 8.01 0.72 1.13

  为直观地表现CUKF算法和UKF算法的跟踪精度,对x 轴的位置跟踪误差及其置信区间进行了1000
次蒙特卡罗实验,仿真结果如图5所示.x 轴位置的置信区间为位置跟踪误差加上±3(Pxx

(1,1),k|k)
1/2(Pxx

(1,1),k|k

为x 轴位置跟踪误差方差),可代表滤波误差范围.从图5中容易得出,CUKF算法的跟踪误差和置信区间都

要小于UKF算法的,说明其跟踪精度比UKF算法的要高.

图5 x 轴跟踪误差以及置信区间(±3(Pxx
(1,1),k|k)1

/2)比较 图6 两种滤波器滤波误差函数值比较

  如果利用不等式约束条件对滤波误差函数进行约束,那么滤波精度将得到提高.为比较各个时刻的

CUKF算法与UKF算法的滤波误差函数值f(xk)=(xk -̂xk)TP-1
k (xk -̂xk),在每次更新估计值x̂k 和估计

误差方差P-1
k 后,与真实值xk 一起代入滤波误差函数中,计算每次所得滤波误差函数值.仿真结果如图6所

示,对比各时刻的CUKF算法和UKF算法的跟踪滤波误差方差值,可得出以下结论:(1)CUKF算法的平

均滤波精度要高于UKF算法.CUKF算法的滤波误差方差值f(xk)受到了有效约束,其最大值不超过10,
而UKF算法中该值虽然有时比CUKF算法的小,但很多时刻该值远远大于10.(2)UKF算法的滤波稳定

性低于CUKF算法的滤波稳定性.UKF算法的误差函数值f(xk)很不稳定,在225s时该值为CUKF算法

的10000倍,因此UKF算法的滤波稳定性低于CUKF算法的滤波稳定性.

5 结 束 语

在滤波过程中有效利用约束条件可提高滤波精度.为了解决不等式约束滤波问题,提出了一种新的约束
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无迹卡尔曼滤波算法.该文的创新点是将不等式状态约束条件转化成一个惩罚函数,从而可利用最优化理论

求得约束最优解,并且给出了迭代求解的详细步骤.算法不仅适用于等式约束,而且对不等式约束也同样适

用,为解决约束卡尔曼滤波问题提供了一种通用的理论框架.仿真实验表明,算法对滤波误差函数进行了有

效约束,其位置和速度跟踪精度均高于普通无迹卡尔曼滤波器,且稳定性更好,是一种可行的约束滤波算法.
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