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研究论文

Poisson括号方法及其在准晶、液晶和
一类软物质中的应用
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摘要 对凝聚态物理学中的 Poisson括号及有关 Lie群和 Lie代数方法做了介绍.同时介绍了在准晶、液晶和一

类软物质研究中的应用. 不仅介绍了推导以上物质的流体动力学方程或弹性 --流体动力学方程，也讨论了某些

方程的解，这种解还揭示了国外著名权威的经典解的错误.
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引 言

Poisson括号在经典力学和量子力学中都有重要

应用.经典力学使用的 Poisson括号被称为经典 Pois-

son括号，量子力学中使用的 Poisson括号被称为量

子 Poisson括号，两者既有区别，又有联系. 前苏联

物理学家 Landau和他的学派，在许多领域包括流体

力学在内有重大贡献 [1]，在 20世纪 30年代以后，为

了研究低温超流等问题，把这以上两种既有区别，又

有联系的 Poisson括号方法加以发展 [2-3]，创造了凝

聚态物理学的 Poisson括号方法. 与此相联系，又提

出了广义的流体动力学 “Hydrodynamics”概念 [4]，把

弹性、普通流体、低温超流体、铁磁体和反铁磁体、

晶体、液晶等复杂体系及其缺陷问题在一定的意义

上，归结为广义的 “Hydrodynamics”问题.他们还把

它同 Lie 群和 Lie 代数相结合，同时又指出和杨振

宁 --Mills 规范场的联系 [5-6]. 美国的凝聚态物理学

的学派也发展了广义的 “Hydrodynamics”研究 [7]，

用的方法与 Landau学派有所不同，他们也讨论了晶

体，液晶和普通流体问题. 1984年准晶的发现被报导

之后，立即有物理学家把它也纳入广义的 “Hydrody-

namics”问题 [8] .这一研究趋势还在发展.尤其软物质

的研究正在快速发展，用凝聚态物理学的 Poisson括

号方法和广义的 “Hydrodynamics”处理，有可能打开

一些新局面. 本文主要对凝聚态物理学的 Poisson括

号方法在准晶，液晶和一类软物质研究中的应用，

做具体介绍. 一方面介绍了推导以上物质的流体动

力学方程或弹性--流体动力学方程;另一方面也讨论

了某些方程的化简和求解，其中包括揭示了国外著

名权威的经典解的错误，同时提出了一类软物质的

唯象模型和这类软物质准晶的方程和得到有关的数

学解.

1 凝聚态物理学的 Poisson括号

虽然若干凝聚态物质的运动方程，可以用动

量、角动量、质量 (电荷，粒子数)、能量、旋量守恒定

律去推导 (如文献 [1]). 但是由于出现对称性破缺，

或推导太复杂，有些问题，例如准晶流体动力学方

程直接由守恒定律去推导就不可能实现，需要用前

述凝聚态物理学的 Poisson括号去推导. 软物质问题

更复杂，在对它们提出简化物理模型后，也不妨用

凝聚态物理学的 Poisson括号去推导其相关方程. 为

此，不得不去涉及与此有关的领域.当然本文尽量让

介绍通俗简短. 应该指出，凝聚态物理学的 Poisson

括号是一个相当广泛的论题，这里只局限在准晶、

液晶和一类软物质的流体动力学或弹性 --流体动力

学研究方面.
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Poisson括号来自经典分析力学，即 2个力学量

f ,g有如下关系

{ f ,g} =
∑

i

(
∂ f
∂qi

∂g
∂pi
− ∂ f
∂pi

∂g
∂qi

)
(1)

称为这 2个量的 Poisson括号，其中 pi ,qi 为正则动

量和正则坐标.

在经典统计物理学中，Poisson括号有重要应用.

式 (1)被称为经典 Poisson括号.

之所以称式 (1)为经典 Poisson括号，是因为在

量子力学中以下面对易关系

[
Â, B̂

]
= ÂB̂− B̂Â (2)

为基础建立 Poisson括号，其中 Â, B̂代表 2个算子，

例如 Â代表坐标算子 xα，B̂代表动量算子 pβ，那么

[
xα, pβ

]
= i~δαβ,

[
xα, xβ

]
= 0 ,

[
pα, pβ

]
= 0 (3)

其中 i =
√−1, ~ = h/2π, h代表 Planck常数，δαβ代表

单位张量.方程 (3)被称为量子 Poisson括号.在量子

力学中力学量都用算子代表，方程 (3)对一般的算子

都成立.

量子 Poisson括号与经典 Poisson括号存在内在

联系，即

lim
~→0

i
[
ÂB̂− B̂Â

]

~
= {A, B} (4)

这是量子力学熟知的结果.

Landau[2] 在推导超流的流体动力学方程时，采

用了量子 Poisson括号到经典 Poisson括号的极限过

渡 (4).他把质量密度和动量做如下展开

ρ̂(r) =
∑

α

mαδ(rα − r) (5)

ĝk(r) =
∑

α

p̂αkδ(rα − r) (6)

它们的量子 Poisson括号为

[
ρ̂(r1), ρ̂(r2)

]
= 0

[
p̂k(r1), ρ̂(r2)

]
= i~ρ̂(r1)∇k(r1)δ(r1 − r2)

[
p̂k(r1), p̂l(r2)

]
=

i~ (p̂l(r1)∇k(r1) − p̂k(r2)∇k(r2)) δ(r1 − r2)



(7)

其中，∇k(r1)代表求导对坐标 r1进行，∇l(r2)代表求

导对坐标 r2进行.

利用了量子 Poisson括号到经典 Poisson括号的

极限过渡 (4)，由式 (7)可以得到经典 Poisson括号如

下

{pk(r1), ρ(r2)} = ρ(r1)∇k(r1)δ(r1 − r2)

{pk(r1), pl(r2)} =

(pl(r1)∇k(r1) − pk(r2)∇k(r2)) δ(r1 − r2)


(8)

与上面的讨论相似，铁磁体与反铁磁体的磁运动方

程，也可以用 Poisson括号讨论.铁磁体的运动状态

的 “流体动力学” 近似，可以用旋量密度算子描写，

把它做 Landau展开

ŝ(r) =
∑

α

Ŝαδ(rα − r) (9)

那么有对易关系

[
ŝα(r1), ŝβ(r2)

]
= i~exp(αβv)ŝv(r1)δ(r1 − r2) (10)

这是量子 Poisson括号. 由量子 Poisson括号到经典

Poisson括号的极限过渡 (4)，得到

{
sα(r1), sβ(r2)

}
= −exp(αβv)sv(r1)δ(r1 − r2) (11)

根据 Liouville 方程 (第 2节介绍)，可以得到旋量运

动方程.由于本文仅限于讨论准晶，液晶和一类软物

质，旋量运动方程就不再介绍了.这一工作为 Landau

等 [3] 开创.

2 在固体准晶研究中的应用

准晶是一种新发现的复杂凝聚态体系，它最先

在二元与三元合金中发现，被称为固体准晶. 5，8，10

和 12次对称的固体准晶存在两类不同的元激发：声

子 ui 和相位子 wi .把声子位移场 ui 和相位子位移场

wi 也做 Landau展开，有

uk(r) =
∑

α

uαkδ(rα − r) (12a)

wk(r) =
∑

α

wα
kδ(rα − r) (12b)

利用了量子 Poisson括号到经典 Poisson括号的极限

过渡 (4)，由式 (12)可以得到经典 Poisson括号如下

{uk(r1),gl(r2)} = (−δkl + ∇l(r1)uk) δ(r1 − r2) (13)

{wk(r1),gl(r2)} = (∇l(r1)wk) δ(r1 − r2) (14)

有关准晶问题的推导是 Lubensky等 [8] 进行的.显然

式 (13)与式 (14)很不相同，这揭示了相位子与声子



550 力 学 学 报 2013年 第 45 卷

在流体动力学意义上的不同，下面还将介绍由这一

不同导致的其他一些相关公式的不同.

为了推导准晶的运动方程，还需要其他有关知

识.下面方程

∂Ψ (r, t)
∂t

= −ΓΨ (r, t) + Fs (15)

是统计物理学中的 Langevin方程，其中 Ψ (r, t)是某

一力学量，Γ量代表阻力，Fs为随机力.它描写一种

随机过程. Ginzburg与 Landau把式 (15)推广到多变

量情形

∂Ψα(r, t)
∂t

= −
∑

β

Γαβ
δH

δΨβ(r, t)
+ (Fs)α =

−Γαβ δH
δΨβ(r, t)

+ (Fs)α (16)

式 (16)的右端去掉了求和号，表示重复下标即自动

求和，H = H[Ψ (r, t)]是体系的能量泛函，即 Hamilton

量，
δH

δΨβ(r, t)
代表 H = H[Ψ (r, t)]对力学量 Ψβ(r, t)求

变分，Γαβ 为阻力矩阵元素 (或称耗散运动学系数矩

阵元素)，其他量的物理意义同上. 方程 (16)是一种

广义 Langevin方程,还可以作更普遍地推广.首先宏

观量 Ψα(r, t)可以看作微观量 Ψ
µ
α (r, {qα} , {pα})的热力

学平均值，即

Ψα(r, t) =
〈
Ψ
µ
α (r, {qα} , {pα})

〉
(17)

其中，pα,qα中为正则动量和正则坐标，微观量遵循

Liouville方程
∂Ψ

µ
α

∂t
=

{
Hµ, Ψ

µ
α

}
(18)

式中，Hµ ({qα} , {pα})为子系统的 Hamilton量.在 d维

空间中，宏观量 Ψα(r, t)对时间的偏导数

∂Ψα(r, t)
∂t

包含若干项，其中有一项为

−
∫ {

Ψβ(r′), Ψα(r)
} δH
δΨβ(r′, t)

ddr ′ (19)

另一项为 ∫ δ
{
Ψβ(r′), Ψα(r)

}

δΨβ(r′, t)
ddr ′ (20)

联立式 (19)和式 (20)，那么式 (16)就推广为

∂Ψα(r, t)
∂t

= −
∫ {

Ψβ(r′), Ψα(r)
} δH
δΨβ(r′, t)

ddr ′+

∫ δ
{
Ψβ(r′), Ψα(r)

}

δΨβ(r′, t)
ddr ′ − Γαβ δH

δΨβ(r, t)
+ (Fs)α

(21)

即普遍的广义 Langevin方程，其中 ddr′ = dV代表 d

维空间中积分的微体积元. 此方程是下面推导准晶

流体动力学方程的一个基础.

Lubensky等把 Poisson括号 (8), (13)和 (14)代入

方程 (21)推导的固体准晶流体动力学方程，共 4组

方程：质量守恒方程、动量守恒方程、声子耗散 (弛

豫)方程和相位子耗散 (弛豫)方程.其中质量守恒方

程与普通流体力学得到的完全一样，动量守恒方程

与普通流体力学得到的 Navier--Stokes方程相比，要

广泛一些，可以称为广义Navier--Stokes方程，或者修

正 Navier--Stokes方程，推导很复杂.本文将放在最后

详细讨论.先讨论声子耗散方程和相位子耗散方程.

首先考虑声子弛豫方程的推导.

这里取式 (21)中的

Ψα(r, t) = ui(r, t), Ψβ(r′, t) = g j(r′, t)

由于式 (21)右端的第 2项的计算结果是 0，而为简

单起见，第 4项 (随机项)暂不考虑，那么

∂ui(r, t)
∂t

= −
∫ {

ui(r′),g j(r)
} δH
δg j(r′, t)

ddr ′−

Γu
δH

δui(r, t)

将式 (13)代入上式右端的积分中，有

∂ui(r, t)
∂t

=

∫ (
−δi j + ∇ j(r)ui

)
δ(r − r′)

g j(r′)
ρ(r′)

ddr ′+

Γu
δH

δui(r, t)
=

−V j∇ j(r)ui − Γu
δH

δui(r, t)
+ Vi (22)

式中，Γu为声子耗散 (或运动学)系数，推导中用到

Hamilton量如下

H = H[Ψ (r, t)] =

∫
g2

2ρ
ddr+

∫ 
1
2

A

(
δρ

ρ0

)2

+ B

(
δρ

ρ0

)
∇ · u

 ddr + Fel =

Hkin + Hdensity+ Fel

Fel = Fu + Fw + Fuw, g = ρV



(23)

其中，式 (23)右端的第 3项，代表声子变形能，相位

子变形能和声子--相位子耦合变形能，它们分别为
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Fu =

∫
1
2

Ci jklεi jεkld
dr

Fw =

∫
1
2

Ki jkl wi j wkld
dr

Fuw =

∫ (
Ri jklεi j wkl + Rkli j wi jεi jεkl

)
ddr



(24)

Ci jkl 为声子弹性常数，Ki jkl 为相位子弹性常数，

Ri jkl ,Rkli j 为声子 --相位子耦合弹性常数，相应的声

子与相位子应变张量分量分别为

εi j =
1
2

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi

)
, wi j =

∂wi

∂x j
(25)

并且声子应力张量和相位子应力张量在这里为

σi j = Ci jklεkl + Ri jkl wkl

Hi j = Ki jkl wkl + Rkli jεkl


(26)

现在考虑相位子弛豫方程的推导.

这里取式 (21)中的 Ψα(r, t) = wi(r, t), Ψβ(r′, t) =

g j(r′, t)，和上面一样，可以不计右端的第 2项与第 4

项，把式 (24)代入，那么

∂wi(r, t)
∂t

= −
∫ {

wi(r′),g j(r)
} δH
δg j(r′, t)

ddr ′−

Γw
δH

δwi(r, t)

将式 (12b)代入上式右端的积分中，有

∂wi(r, t)
∂t

=

∫
∇ j(r)wiδ(r − r′)

g j(r′)
ρ(r′)

ddr ′ + Γw
δH

δwi(r, t)
=

−V j∇ j(r)wi − Γw
δH

δwi(r, t)
(27)

式中 Γw为相位子耗散系数，推导中也用到由式 (23)

定义的 Hamilton量.

比较方程 (22)与 (27)，发现两者在流体动力学的

意义上很不相同，因为声子对时间的导数与速度成

正比，而相位子对时间的导数与速度无关，Lubensky

等认为声子代表波传播，相位子代表扩散.在物理上

声子描写晶格振动，这种振动会以波的形式传播.相

位子描写原子的局部重排，而对空间位置的变化极

不敏感，弛豫时间很长，这正是扩散运动的特点.在

群表示理论上，声子和相位子属于点群的不同的不

可约表示，例如声子矢量可以和空间坐标矢量一样

的变换，而相位子矢量则不可能.

将式 (8) 代入方程 (21)，用和以上相类似的推

导，可以得到质量守恒定律的表达如下

∂ρ(r, t)
∂t

= −∇i(r)ρVi (28)

动量守恒方程的推导比较长一些.把 Poisson括号 (8)

代入方程 (21)，计算用到动量 g j = ρV j ,质量密度 ρ,

声子 ui 和相位子 wi ,这表明方程 (21)右端的被积函

数同时用到 Poisson括号 (8), (13)和 (14),也就是

∂gi(r, t)
∂t

= −
∫ {

gi(r, t), ρ(r′, t)
} δH
δρ(r′, t)

ddr ′ −
∫ {

gi(r, t),g j(r′, t)
} δH
δg j(r′, t)

ddr ′−
∫ {

gi(r, t),u j(r′, t)
} δH
δu j(r′, t)

ddr ′ −
∫ {

gi(r, t),w j(r′, t)
} δH
δw j(r′, t)

ddr ′

∫ δ
{
gi(r, t), Ψβ(r′, t)

}

δΨβ(r′, t)
ddr ′ − Γg

δH
δgi(r, t)

, Γg = ηi jkl (29)

其中右端的的第 1个积分经过计算为

∫ {
gi(r), ρ(r′)

} δH
δρ(r′, t)

ddr ′ =

∫
ρ(r)∇iδ(r − r′)

δ(Hkin + Hdensity)

δρ(r′, t)
ddr ′ =

ρ(r)∇i

∫
δ(r − r′)

δ(Hkin + Hdensity)

δρ(r′, t)
ddr ′ =

ρ(r)∇i

(
δHdensity

δρ

)
+ ρ(r)∇i

(
− g2

2ρ2

)
= ρ(r)∇i

(
δHdensity

δρ

)
− g j∇iV j
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类似地，第 2至第 4个积分可以得出来，而第 5个积分为 4项求和，即

∫ δ
{
gi(r, t), Ψβ(r′, t)

}

δΨβ(r′, t)
ddr ′ =

∫
δ {gi(r, t), ρ(r′, t)}

δρ(r′, t)
ddr ′ +

∫ δ
{
gi(r, t),g j(r′, t)

}

δg j(r′, t)
ddr ′+

∫ δ
{
gi(r, t),u j(r′, t)

}

δu j(r′, t)
ddr ′ +

∫ δ
{
gi(r, t),w j(r′, t)

}

δw j(r′, t)
ddr ′

其右端共含 4项，其中第 3项的计算经过和结果为

∫ δ
{
gi(r, t),u j(r′, t)

}

δu j(r′, t)
ddr ′ =

∫ δ
{
δi j − ∇i(r′)u j(r′, t)

}

δu j(r′, t)
δ(r′ − r)ddr ′ =

∫
∇i(r′)

δu j(r′, t)
δu j(r′, t)

δ(r′ − r)ddr ′ =

∫
(∇i(r′) 1)δ(r′ − r)ddr ′ = 0

类似地,得到第 4项，也是 0.而第 1项与第 2项的和

为 0.然后经过一些简单的代数运算，有

∂gi(r, t)
∂t

= −∇k(r)(Vkgi) + ∇ j(r)
(
ηi jkl∇k(r)Vl

)
−

(
δi j − ∇iu j

) δH
δui(r, t)

− ∇iw j
δH

δwi(r, t)
−

ρ∇i(r)
δH

δρ(r, t)
, g j = ρV j (30)

其中 ηijkl 是固体黏性应力张量

σ′i j = ηi jkl ξ̇kl

中的黏性系数张量，而

ξ̇kl =
1
2

(
∂Vk

∂xl
+
∂Vl

∂xk

)

代表固体黏性变形速度张量.

方程 (22)，(24)，(27)和 (30)就是固体准晶流体

动力学的运动方程，场变量为质量密度 ρ，速度 Vi(或

者动量 gi = ρVi)，声子位移 ui 和相位子位移 wi .

以上方程为 Lubensky等在 1985年推导出来，但

是没有公布推导的细节. 他们的论文被广泛引用，

但是争论也不少 [9-12].这些方程非常复杂，而且是变

分--微分方程，很难求解，似乎从未见到过它们的任

何解析解.数值解表明 [13]，质量密度 ρ的变化很小，

即 δρ/ρ ≈ 10−10.

3 在液晶研究中的应用

液晶是另一类复杂的凝聚态物质，是一种各向

异性液体，或液体--固体中间相.

液晶的流体动力学需要引进另外一个新的流体

动力学参量，即方向矢量，也称为指向矢量 n =

(
nx,ny,nz

)
. 由前面建立的 Poisson括号方法，可以得

到与 n =
(
nx,ny,nz

)
有关的 Poisson括号

{pk(r1), n(r2)} = −δ(r1 − r2)∇kn (31)

利用这一结果，可以同前面一样推导各种液晶的运

动方程.下面考虑 A类层状液晶，这时

n =
(
nx,ny,nz

)
�

(
∂uz

∂x
,
∂uz

∂y
,1

)
(32)

其中，uz 代表声子在 z方向的分量，z方向是层状

液晶的法线方向.注意，对 A 类层状液晶 nx �
∂uz

∂x
,

ny �
∂uz

∂y
, nz � 1,

∂uz

∂x
� 1,

∂uz

∂y
� 1，所以方向矢量的

模近似等于 1.

同时有与熵有关的 Poisson括号

{pk(r1), s(r2)} = s(r1)∇k(r1)δ(r1 − r2) (33)

用和前面类似的方法，可以得到连续性方程

∂ρ(r, t)
∂t

= −∇i(r)(ρVi) (34)

和动量守恒方程

∂gi(r, t)
∂t

= −∇k(r)(Vkgi) + ∇ j(r)
(
ηi jkl∇k(r)g j+

σ(e)
i j (r)

)
, g j = ρV j (35)

其中

σ(e)
xx = σ(e)

yy = K1∇2∂uz

∂z

σ(e)
zz = ρ0B′

∂uz

∂z

σ(e)
zx = σ(e)

xz = −K1∇2∂uz

∂x

σ(e)
zy = σ(e)

yz = −K1∇2∂uz

∂y

σ(e)
xy = σ(e)

yx = 0



(36)
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代表弹性应力张量的分量，∇2 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2,

B′ = B − C2/A，A, B,C 和 K1 为层状液晶的材料模

量.同时得到声子弛豫方程

∂uz(r, t)
∂t

= −Γu

∂σ(e)
zi

∂xi
+ Vz (37)

和熵守恒方程

∂s(r, t)
∂t

= −∇i(r)
(
sVi +

qi

T

)
(38)

其中，Γu 用为声子耗散 (或运动学) 系数，q =(
qx,qy,qz

)
为热流密度矢量，T 为温度，并且 qi =

−κi j∂T/∂x j，κi j 代表导热系数张量.

对柱状液晶，也可以得到类似结果，只是在柱状

液晶情形指向矢量为

n =
(
nx,ny,nz

)
=

(
∂ux

∂z
,
∂uy

∂z
,0

)

这里的结果同文献 [1，7, 14]是一致的，但是这里

不仅推导简单了许多，并且符号也简化和规范了许

多，原始文献的推导极为冗长，而且符号很混乱.

4 在一类软物质和软物质准晶中的应用

软物质是新近蓬勃发展的物理学与化学的分支

学科，与生物学关系也很密切.文献 [15]用模拟方法

最先提出在胶体中可能存在准晶. 最近在许多软物

质中发现了 12次对称和 18次对称准晶 [16−20]，这是

两个新学科——软物质与准晶交叉的学科，意义深

远.

软物质种类很多.根据其主要特点，对某些软物

质，从宏观角度考虑，认为它是一种液体--固体中间

相，或各向异性液体.如果假定

ρ = const (39)

(当然这一假定并不是必须的)，问题可以得到简化.

同时 18 次对称准晶的发现，突破了原先发现的 5

次、8次、10次和 12次对称准晶的理论框架，从对称

性原理出发，必须引进 “六维镶嵌空间” 概念 [21]，这

样导致 3类不同的元激发：声子 ui 和第一相位子 vi

以及第二相位子 wi .而第一相位子 vi 具有 Poisson括

号

{vk(r1),gl(r2)} = (∇l(r1)vk) δ(r1 − r2) (40)

这个结果同第 2节中的有关 Poisson括号 (14)相类

似，同时考虑式 (39)，可以得到 18次对称软物质准

晶的流体动力学方程如下 [22]

ρ
∂Vi

∂t
+ ρV∇Vi =

∂

∂x j

(
σi j + σ′i j

)

∂V j

∂x j
= 0

∂ui

∂t
+ V∇ui + Γu

∂σi j

∂x j
− Vi = 0

∂vi

∂t
+ V∇vi + Γv

∂τi j

∂x j
= 0

∂wi

∂t
+ V∇wi + Γw

∂Hi j

∂x j
= 0



(41)

其中

σi j = Ci jklεkl + r i jkl vkl + Ri jkl wkl

τi j = Ti jkl vkl + rkli jεkl + Gi jkl wkl

Hi j = Ki jkl wkl + Rkli jεkl + Gkli j vkl


(42)

这里声子与第一和第二相位子不耦合，所以

r i jkl = Ri jkl = 0 (43)

又有

σ′i j = −pδi j +

(
2ηξ̇kl − 2

3
ζξ̇kkδi j

)
+ ζξ̇kkδi j (44)

p代表流体压力，η为流体第一黏性系数，ζ 为流体

第二黏性系数，ξ̇kl由方程 (30)定义.

12次对称软物质准晶的运动方程则比 18次对

称准晶简单一些，有

ρ
∂Vi

∂t
+ ρV∇Vi =

∂

∂x j

(
σi j + σ′i j

)

∂V j

∂x j
= 0

∂ui

∂t
+ V∇ui + Γu

∂σi j

∂x j
− Vi = 0

∂wi

∂t
+ V∇wi + Γw

∂Hi j

∂x j
= 0



(45)

声子应力张量和相位子应力张量为式 (26)定义，但

是这里因为声子与相位子不耦合，所以式 (26)中的

耦合弹性系数在这里

Ri jkl = 0 (46)

显然，这种软物质是一种很特殊的软物质，与寻常研

究者所讨论的一般其他的软物质不同，本文仅考虑

这一类软物质.
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5 方程的化简和求解举例

以上推导得到基本方程，十分重要，但是仅仅为

解决问题的第一步.接下来，方程的化简和求解同样

重要，而且难度更大.

5.1 固体准晶位错解

准晶的位错是准晶理论中最重要的问题之一.这

一问题的求解难度很大.下面选择最重要的准晶位错

问题，进行讨论.

5.1.1二维十次对称准晶位错解

二维准晶的位错，假设位错线穿透 z 方向

(十重对称轴的方向)，具有 Burgers 矢量 b =

(b‖1,b
‖
2,b
‖
3,b
⊥
1 ,b

⊥
2 ,0)，b‖1,b

‖
2,b
‖
3 代表声子 Burgers矢量

的分量，b⊥1 ,b
⊥
2 ,0代表相位子 Burgers矢量的分量.如

果仅考虑位错静力学，可以不考虑速度场，即假定

Vx = Vy = 0，方程 (22)，(24)，(27)，(28)化成

∇2∇2∇2∇2F = 0 (47)

∇2uz = 0 (48)

其中第 1个方程为 8阶偏微分方程，其中的 F 为位

移势，描写 ux,uy,wx,wy(它们相互耦合)的平衡，为了

求解它，必须提出 4个边界条件；第 2个方程为 2阶

偏微分方程，描写 uz的平衡，为了求解它必须提出

一个边界条件.以上方程的总阶数为 10阶. 它们的

边值问题，用 Fourier分析或复分析，得到解为 [23-24]

ux =
b‖1
2π

[
arctan

(y
x

)
+

(L + M)K1

(L + M)K1 + (MK1 − R2)
xy
r2

]
+

b⊥1 k0

2πc2

(
xy
r2
− c1 − c2

2c1

2xy3

r4

)

uy =
b‖1
2π

[
− (MK1 − R2)

(L + M)K1 + (MK1 − R2)
ln

r
a

+

(L + M)K1

(L + M)K1 + (MK1 − R2)
y2

r2

]
+

b⊥1 k0

2πc2

[
− xy

r2
+

c1 − c2

2c1

y2(x2 − y2)
r4

]

Wx =
b‖1
2π

(L + M)K1

(L + M)K1 + (MK1 − R2)
2x3y
r4

+

b⊥1
2π

[
arctan

y
x

+
c0k0

2c1c2

xy(3x2 − y2)(3y2 − x2)
3r6

]


(49a)

wy =
b‖1
2π

(L + M)K1

(L + M)K1 + (MK1 − R2)
2x2y2

r4
+

b⊥1
2π

[(
1− L + 2M

2c1
− M

2c2

)
ln

r
a

+

c0k0

2c1c2

y2(3x2 − y2)2

3r6

]
(49b)

这里仅考虑了 b‖1 和 b⊥1 方的作用，其余的可以类似

得到，其中有关常数就不列出了.方程 (48)的解为

uz =
b‖3
2π
θ, θ = arctan

y
x

(50)

5.1.2三维准晶位错解

考虑三维二十面体准晶的位错，假设位

错线穿透 z 方向 (五重对称轴的方向)，b =

(b‖1,b
‖
2,b
‖
3,b
⊥
1 ,b

⊥
2 ,b

⊥
3 )，b‖1,b

‖
2,b
‖
3 代表声子 Burgers矢

量的分量，b⊥1 ,b
⊥
2 ,b

⊥
3 代表相位子 Burgers矢量的分

量.这时，如果仅考虑位错静力学，可以不考虑速度

场，即假定 Vx = Vy = Vz = 0，方程 (22)，(24)，(27)和

(28)化成

∇2∇2∇2∇2∇2∇2F = 0 (51)

其中, F 为位移势，描写 ux,uy,uz,wx,wy,wz (它们相

互耦合) 的平衡，以上方程的总阶数为 12阶. 求解

它，必须提出 6个边界条件.针对 Burgers矢量的第 1

和第 4个分量，用 Fourier方法或者复分析方法，得

到 [23,25]

ux =
1

2π

(
b‖1 arctan

y
x

+ c12
xy
r2

+ c13
xy3

r4

)

uy =
1

2π

[
− c21 ln

r
r0

+ c22
y2

r2
+ c23

y2(y2 − x2)
2r4

]

uz =
1

2π

(
− c31 arctan

y
x

+ c32
xy
r2

+ c33
xy3

r4

)

wx =
1

2π

(
b⊥1 arctan

y
x

+ c42
xy
r2

+ c43
xy3

r4

)

wy =
1

2π

[
− c51 ln

r
r0

+ c52
y2

r2
+ c53

y2(y2 − x2)
2r4

]

wz =
1

2π

(
− c61 arctan

y
x

+ c62
xy
r2

+ c63
xy3

r4

)



(52)

相应 Burgers矢量的其他分量的解，可以类似地得

到，这里常数 ci j 由 b‖1 和 b⊥1 以及材料常数组成，

太冗长，不一一列出,有关细节可以见文献 [25].

5.2 A类层状液晶位错解

考虑 A 类层状液晶的螺型位错，假设位错线穿

透 z方向，具有 Burgers矢量 b = (0,0,b).这时，如果
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仅考虑位错静力学，可以不考虑速度场，即 Vz = 0，

方程 (34)，(35)，(37)，(38)化成
(
B′
∂2

∂z2
− K1∇2∇2

)
uz = 0 (53)

描写 uz的平衡,方程的阶数为 4阶.由于在 z方向物

理和几何均匀，那么 ∂/∂z = 0，因而方程化成

∇2∇2uz = 0 (54)

这仍然是一个 4阶偏微分方程.求解它，必须提出 2

个边界条件.这个方程比式 (47)和 (49)简单得多，

它的位错问题也比前两种位错问题简单的多. 但是

这个问题的解由 de Gennes等 [14], Kleman[26], Pershan

等 [27]约 40年前就给出过的，为

uz =
b

2π
θ, θ = arctan

y
x

(55)

很遗憾，这个解却是错误的！Landau等 [1] 的书中也

介绍了 de Gennes等 [14]的解，也未发现他们的错误.

由这个解得到所有应力都为 0，即

σi j = 0, i, j = 1,2,3

这自然是荒谬的. 为什么那么多权威专家得到的解

是错误的？因为他们的错误来自对偏微分方程边值

问题的不了解. 现在求的是 4阶偏微分方程 (54)的

解，可是他们却用 2阶方程 (48)的解 (50)代替方程

(54)的解.由于 2阶方程 (48)只能有 1个边界条件，

虽然 (50)或 (55)满足了这 1个边界条件，但是 4阶

偏微分方程 (54)必须有 2个边界条件，以上著名专

家没有注意另外 1个边界条件. 这个边界条件不是

显式的，它是 1个自然边界条件，即：能量最小条件.

虽然对解 (55)的问题和错误早就有人发现，一直也

有人在研究，就是未能改正.

Fan和 Li [28]注意到这一问题并且进行了仔细分

析，得到

uz =
b

2π
(F + D1r sinθ) θ

θ = arctan
y
x
, F = 1


(56)

D1 =

−8
3
πα

(R0 + r0)

(
παβ

4
+

b2K1

8π

)
ln

R0

r0
+

π

320
αγ (R0 − r0)

(57)

α =

(
b

2π

)4

ρ0B′

β = 2 +
32π2

3

γ = 75− 160π2 + 256π4



(58)

其中，b为 Burgers矢量的模 (即大小值)，ρ0B′ 的意

义见 (36).这个解才是正确的解.

5.3 软物质准晶解

软物质准晶发现较晚，它的解似乎尚未见到.这

里考虑 12次对称软物质准晶在静力学情形下的解，

见文献 [22],这也许是软物质准晶第一个解.对软物

质，即使在静力学情形，速度场也必须考虑.这时的

解分为:

(1)流体速度场和压力场解

Vy(x, y) =
1

2π

∫ ∞

−∞
V̄y(ξ, y) exp(−iξx)dξ

Vx(x, y) =
1

2π

∫ ∞

−∞
V̄x(ξ, y) exp(−iξx)dξ

p(x, y) =
1

2π

∫ ∞

−∞
p̄(ξ, y) exp(−iξx)dξ

V̄y(ξ, y) = A1(ξ) exp

(
−

√
ξ2 +

1
ηΓu

)
y+

A2(ξ) exp

(√
ξ2 +

1
ηΓu

)
+

A3(ξ) exp(− |ξ|)y + A4(ξ) exp(|ξ|)y

V̄x(ξ, y) = − i
ξ

V̄′y(ξ, y)

p̄(ξ, y) = − i
ξ

[
i
η

ξ

(
d2

dy2
− ξ2

)
− i

1
Γuξ

]
V̄′y(ξ, y)



(59)

其中，A1(ξ),A2(ξ),A3(ξ),A4(ξ)为待定函数，由边

界条件确定.

(2)声子场解

u(0)
x (x, y) = −(L + M)

1
2π

∫ ∞

−∞
ξ2 {− |ξ| [B1 (ξ) + B2 (ξ) y

]
exp(− |ξ| y) + |ξ| [B3 (ξ) + B4 (ξ) y

]
exp(|ξ| y)

}
exp(−iξx)dξ

u(0)
y (x, y) = −(L + 3M)

1
2π

∫ ∞

−∞

{
ξ2 [

B1 (ξ) + B2 (ξ) y
]
exp(− |ξ| y) +

[
B3 (ξ) + B4 (ξ) y

]
exp(|ξ| y)

}
exp(−iξx)dξ


(60)
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其中，B1 (ξ) , B2 (ξ) , B3 (ξ) , B4 (ξ)为待定函数，由边界

条件确定. 式 (59)是声子场的齐次解，加上非齐次

解，才是完全解

u(1)
x (x, y) = u(0)

x (x, y) + u∗x(x, y)

u(1)
y (x, y) = u(0)

y (x, y) + u∗y(x, y)


(61)

(3)相位子场解

wx(x, y) = −(K1 + K3)
1

2π

∫ ∞

−∞
ξ2 {− |ξ| [C1 (ξ) + C2 (ξ) y

]
exp(− |ξ| y) + |ξ| [C3 (ξ) + C4 (ξ) y

]
exp(|ξ| y)

}
exp (−iξx) dξ

wy(x, y) = −(2K1 + K2 + K3)
1

2π

∫ ∞

−∞

{
ξ2 [

C1 (ξ) + C2 (ξ) y
]
exp(− |ξ| y) +

[
C3 (ξ) + C4 (ξ) y

]
exp(|ξ| y)

}
exp(−iξx)dξ



(62)

其中，C1 (ξ) ,C2 (ξ) ,C3 (ξ) ,C4 (ξ)为待定函数.这个解

是软物质准晶的第一个解. 这个解揭示了软物质的

物理参量 ηΓu 的作用，流体耗散系数与固体耗散系

数以乘积的形式出现对物理过程起作用.

6 结论与讨论

凝聚态物理学的Poisson括号方法在推导复杂的

物质体系的运动方程方面很有效.本文针对准晶，液

晶和一类软物质运动方程的推导，做了若干介绍，其

中关于软物质和软物质准晶的结果为首次报导. 推

导方程仅仅是解决问题的第一步，方程的化简和求

解同样重要，也许难度更大，这里介绍了准晶，液晶

和软物质准晶的解析解，其中液晶的解，分析了许多

权威给出的经典解的错误，同时给出了正确的解.软

物质准晶的方程和解都是第一次报导. 这些方程连

同固体准晶流体动力学的方程一样，在数学物理领

域是新发现，同时从数学物理的角度考虑，它们的边

值条件和可解性问题，还存在巨大的原则性困难.绝

大部分尚未能求解，现在用数值方法求解正在探索

中，在作者关于准晶弹性的新版著作中介绍了有限

差分的格式和部分数值结果.

凝聚态物理学的 Poisson括号方法同 Lie群存在

内在的联系，群论方法具有更大的普遍性，并且可以

同其他方法 (如杨振宁 --Mills 规范场) 联系起来. 由

于篇幅限制，只在附录中做了简单介绍.

由于自然界存在对称性破缺，以前建立的守恒

定律并不都是有效.有人认为 (包括一部分教科书和

课堂讲授)，守恒定律加上本构关系就能构成宏观连

续力学的全部方程组，就能解决宏观连续力学的全

部问题，其实这一观点未必正确.与时俱进的做法应

该是，连续力学的研究不妨把守恒定律和对称性破

缺原理结合起来考虑. 伟大的前苏联理论物理学家

Landau提出的称性破缺原理，最初用于凝聚态物理

学 (低温超流)，很快在基本粒子物理学得到应用，弱

互相作用宇称不守恒就是一个成功的例证.接着，在

低温超导，液晶和准晶中得到成功的应用.同这些成

功的应用相关发展起来的 Poisson括号方法对发展连

续力学，也许会有启发.当然对称性破缺原理，并不

那么容易被人们接受.例如，诺贝尔获奖者 Pauling[29]

在准晶发现报导 [30]后，就在 Nature上发表论文，否

定准晶存在，由于他的观点没有实验支持，争论很快

终止，而准晶的研究蓬勃发展起来 [31-32].
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附录：利用 Lie 群和 Lie 代数概念推导有关方程

上面的推导表明，Poisson括号的结果 (8), (13)和 (14)十

分重要.这些结果也可以用 Lie群概念推导出来，下面做简单

介绍.

Lie群是一种连续群.因为前面介绍的动量算子是运动群

的生成元，旋量算子是旋量空间旋转群的生成元，量子 Pois-

son括号同 Lie群有密切的内在联系，所以文献 [4]提出所谓

“群 Poisson括号” 概念.

假设 g是群 G的一个元素，它与 m个实的连续参量 αi

有关，即

g(αi) ∈ G, αi ∈ R, i = 1,2, · · · ,m (A1)

R代表实空间.

符号 “ ·” 把 2个元素 a(αi)与 b(βi)联系起来，给出另一

个元素 c(γi) ∈ G

c(γi) = a(αi) · b(βi), i = 1,2, · · · ,m (A2)

对于连续变化的参量，存在

γi = ϕi(α1, α2, · · · , αm, β1, β2, · · · , βm) (A3)

如果 ϕi 是 α1, α2, · · · , αm, β1, β2, · · · , βm单值解析函数，这种

连续群为 Lie 群. 有关单值解析函数的概念，见任何一本复

变函数的书.

取一个参量 αi 以及恒元素 E，那么 αi(E) = 0. Lie群的

无穷小生成元 Li，可以用下了面的偏导数表示

Li = i
∂a(· · · , αi , · · · )

∂αi

∣∣∣αi =0 (A4)

群元素 a可以用下列展开式表示

a(· · · , αi , · · · ) = E(· · · ,0, · · · ) + αi Li + O(α2
i ) (A5)
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Lie群的无穷小元素在这类群中具有重要意义. Lie群的元素

可以用矩阵表示. 假设矩阵 D(A)是群 G的元素的表示矩阵.

无穷小元素 A(α)的参量为无穷小量 αi . 矩阵 D(A)可以做如

下展开

D(A) = 1− i
N∑

j=1

α j I j (A6)

又

I j = i
∂D(A)
∂α j

∣∣∣α j =0 (A7)

N个 I j 称为表示的生成元. Lie代数通过群的生成元之间的

对易关系

[Li , L j ] = Ck
i j Lk , i, j, k = 1,2, · · · ,m (A8)

构建，Ck
i j 称为结构常数. Lie代数的反对称性，线性性质以

及 Jacobi恒等关系如下

[Li , L j ] = −[L j , Li ] (A9)

[αLi + βL j , Lk] = α[Li , Lk] + β[L j , Lk], α, β ∈ R
(A10)

[
Li , [L j , Lk]

]
+

[
Lk, [Li , L j ]

]
+

[
L j , [Lk, Li ]

]
= 0

(A11)

在弹性和流体动力学中使用的坐标变换

xk → xk + uk(r) (A12)

是一种运动群. 注意，这里 xk 代表逆变矢量，相反，xi 代表

协变矢量. 前面提到有关物理量同群代数有密切联系，因为

动量算子是运动群的生成元，旋量算子是旋量空间旋转群的

生成元，物理场变量 a,b, c, ...与变换群元素 A, B,C, ...之间可

以建立某种关联

{a,b, c, · · ·} → {A, B,C, · · ·} (A13)

代数元素 A可以由下列线性表示给出

A =
∑

g∈G
A(g)g , A(g) ∈ R (A14)

这里 A(g)可以理解为展开式的系数. 注意，这里的求和号仅

仅限于离散群，而对于 Lie群求和需要用积分代替，因为在

这种情形，群元素为连续变化.

假设 A可以按下式

A→ gAg−1 (A15)

变换.假设 δg是一个无穷小变换，若 g = 1+ δg，那么线性近

似为

A→ A + δA (A16)

而

δA =
[
δg,A

]
(A17)

无穷小变换 δg可以用无穷小局域变换 “角度”αk(r)和局域变

换群的生成元的 Lk(r)函数去表示，例如

δg =
i
~

∫
αk(r)Lk(r)ddr (A18)

其中，i =
√−1, ~ = h/(2π)，h为 Planck常数.

对于运动群，取 αk(r) = uk(r)，其生成元为动量算子，那

么由式 (A17)与式 (A18)有

δA(r) =
i
~

∫
αk(r′)

[
Lk(r′),A(r)

]
ddr′ (A19)

这个方程表明 δA是无穷小局域变换 “角度”αk(r) 的线性泛

函，相应的变分为

δA(r)
δαk(r′)

=
i
~

[
Lk(r′),A(r)

]
(A20)

量子力学到经典力学的极限过渡为

δÂ
δα

=
i
~

[
L̂, Â

]
→ δA

δα
= {L,A} (A21)

再重复一下，在量子力学中 L̂, Â代表算子，在经典力学中 L,A

代表场变量.这样式 (A21)右端的公式不妨改写成

δa
δα

= {l,a} (A22)

其中，a可以代表流体动力学的任何场变量 a,b, c, · · ·，l代表

它们所属的生成元 lk(r)，所以由式 (A22)有

δa(r)
δαk(r′)

=
{
lk(r′),a(r)

}
(A23)

进而

δlm(r)
δαk(r′)

=
{
lk(r′), lm(r)

}
, {a,a} = {a,b} = {b,b} = 0

δlm(r)
δαk(r′)

=
{
lk(r′), lm(r)

}
, {a,a} = {a,b} = {b,b} = 0


(A24)

因为在有限温度下，Hamilton量在普通的热力学范围内

可以表示成

H =

∫
ε(p, ρ, s)ddr

dε = Vkdpk + µdρ + Tds

其中，ε为能量密度，p = (px, py, pz)为动量，ρ为质量密度，

s代表熵，V = (Vx,Vy,Vz)为速度，µ代表化学势，T 为绝对

温度.有
δpk = −ul∇l pk − pk∇lul − pk∇lul

δρ = −ul∇lρ − ρ∇kuk

δs = −ul∇l s− s∇kuk



(A25)

由式 (A24)和式 (A25)得到
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{pk(r1), ρ(r2)} =
δρ(r2)
δuk(r1)

= − δu
l(r2)

δuk(r1)
∇l(r2)ρ(r2) − ρ(r2)∇l(r2)

δul(r2)
δuk(r1)

=

−δ(r1 − r2)∇l(r2)ρ(r2) − ρ(r2)∇k(r2)δ(r1 − r2) =

−∇k(r2)ρ(r2)δ(r1 − r2) = −ρ(r1)∇k(r2)δ(r1 − r2) = ρ(r1)∇k(r1)δ(r1 − r2)

{pk(r1), pl(r2)} =
δpl(r2)
δuk(r1)

= −δ(r1 − r2)∇k(r2)pk(r2) − pk(r2)∇l(r2)δ(r1 − r2)−

pl(r2)∇k(r2)δ(r1 − r2) = −pk(r2)∇l(r2)δ(r1 − r2) − ∇k(r2)pl(r2)δ(r1 − r2) =

pl(r1)∇k(r1)δ(r1 − r2) − pk(r2)∇l(r2)δ(r1 − r2)



(A26)

这和正文部分用凝聚态物理学 Poisson括号所得结果 (8)完

全一样.这是文献 [4] 的结果.

把以上方法用到准晶，对出现了新的流体动力学量 ui 和

wi 有 Poisson括号

{uk(r1),gl(r2)} =
δul(r2)
δuk(r1)

=

(−δkl + ∇l(r1)uk) δ(r1 − r2) (A27)

{wk(r1),gl(r2)} =
δwl (r2)
δuk(r1)

=

(∇l(r1)wk) δ(r1 − r2) (A28)

这与 Lubensky等 [8] 直接用凝聚态物理学 Poisson括号得到

的式 (13)和式 (14)也一致.

对于液晶，出现了新的流体动力学量，方向矢量或指向

矢量 n =
(
nx,ny,nz

)
，可以类似地得到相应的 Poisson括号.进

而，对 A 类层状液晶

nx �
∂uz

∂x
, ny �

∂uz

∂y
, nz � 1

进一步的推导就更容易.对柱状液晶，情况类似.

这种结果，表明了群论方法的有效性.文献 [4]还证明，

有了以上结果，再使用 Liouville 方程 (例如式 (18))，就可以

得到许多复杂体系有关的运动方程，这和本文正文部分介绍

的结果一致.
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Abstract This paper gives an introduction on the Poisson bracket method in condensed matter physics, Lie group and

Lie algebra and their some applications to quasicrystals, liquid crystals and a class of soft matter. It introduces not only

derivation on hydrodynamic or elasto-hydrodynamic equations of the materials, but also solutions of relevant equations,

some among them explore the mistakes of well-known classic solutions, in addition, the equations and solutions on soft

matter quasicrystals are observed for the first time.
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