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有限可解群的Brauer特征标表的一个注记
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摘要:MasahikoMiyamoto证明了如果A 是有限群G 的一个初等交换的正规q-子群,Q是G 的一个西罗q-子群,那么G
的所有不可约特征标都不会零化Z(Q)∩A.本文将该结果推广到Brauer特征标上,证明了若x∈Z(Q)∩Oq(G)是G的q
阶元素,那么G的所有不可约p-Brauer特征标都不能零化它,其中p≠q.此外,得到对于非p-群的有限可解群,其Brauer
特征标表必有一非平凡的列不取零值.
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1 预备知识

设G 为一个有限群.x∈G 被称为G 的非零化元,
如果G 的所有不可约特征标都不能零化它.这个概念

是由Isaacs等在文献[1]中引入的.他们证明了如果G
是可解群,那么非零化元在G/F(G)中的像是2-元素.
他们猜想有限可解群的所有非零化元都在它的Fit-
ting子群F(G)里.在文献[2]里,这一猜想被称为I-
saacs-Navarro-Wolf猜想.在文献[3]中,作者证明了

如果x是G 的一个非零化元并且x 的阶与6互素,那
么x∈F(G).在文献[1]里,他们证明了如果G 有一个

正规的西罗q-子群Q,那么Z(Q)所有的元素都是G
的非零化元.在文献[4]中,MasahikoMiyamoto推广

了这一结果并且证明了如果A 是有限群G 的一个初

等交换的正规q-子群,Q 是G 的一个西罗q-子群,那
么G 的所有不可约特征标都不会零化Z(Q)∩A.关于

非零化元的其它结果,可参见文献[5-7].
受文献[4]的启发,本文讨论G 的非零化p-正则

元.下面我们引进一些记号,G 总是指代一个有限群,

p是一个固定素数.G0 是p-正则元的集合,也就是

G0={g∈G|p o(g)}.IBr(G)是G 的不可约p-Brauer
特征标的集合.为方便起见,当素数p选定之后,我们

将p-Brauer特征标简写为Brauer特征标.π(G)记为

整除G 的阶的所有素因子集合.其他的记号,可参见

文献[8].

2 主要结果

定义 x∈G0 被称为G 的一个非零化p-正则元,
如果对任意的φ∈IBr(G),φ(x)≠0.

定理1 设G 为一个有限群,Q 是G 的西罗q-子

群(q≠p),那么Z(Q)∩Oq(G)中所有q阶元都是G 的

非零化p-正则元.
证明 假设φ∈IBr(G).那么有

  φ|Z(Oq(G))=e(λ1+λ2+…+λr),
其中e是正整数,φ|Z(Oq(G))是φ在Z(Oq(G))的限制,

  {λ1,λ2,…,λr}⊆IBr(Z(Oq(G)))=Irr(Z(Oq(G)))
是λ=λ1∈Irr(Z(Oq(G)))在G 的共轭作用下的共轭

类集合.设I={g∈G|λg=λ}是λ 的 惯 性 子 群,
则|G:I|=r.

假设命题不成立,那么存在Z(Q)∩Oq(G)中的q
阶元x,φ(x)=0.注意到Z(Q)∩Oq(G)⊆Z(Oq(G)),

deg(λj)=1,Brauer特征标值λj(x)是q次单位元根.
取一个本原q次单位根ξ.根据文献[4]中的定理1,集
合{1,ξ,…,ξq-1}的任意q-1元在有理数域 Q都是线

性无关的,并且

  1+ξ+…+ξq-1 =0.
因此,xq-1=0的所有q次根在表达式
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  φ(x)/e=λ1(x)+λ2(x)+…+λr(x)
中出现的次数都是r/q.特别地,r=|G:I|被q整除.
考虑Q 在集合

  {λg|g∈I\G}= {λ1,λ2,…,λr}
上的作用.对任意的g∈I\G,λg 的Q-轨道的长度是

  |Q:Q∩Ig|=|G:Q∩Ig|q = (|G:Ig||Ig:

   Q∩Ig|)q =|G:I|q|Ig:Q∩Ig|q,
它是被|G:I|q 整除的,其中|S|q 指能整除|S|的q的

最高次幂.此外,因为x∈Z(Q),我们有

  λgy(x)=λg(yxy-1)=λg(x),
即对任意的y∈Q 及g∈G,每个Q-轨道在元素x 上取

相同的值.ξ在集合{λ1(x),λ2(x),…,λr(x)}中出现的

次数r/q被|G:I|q=rq 整除,这显然是不可能的.因此

对所有的φ∈IBr(G),φ(x)≠0.
推论1 假设G 是一个满足π(G)≠{p}的非平凡

的可解群,那么它含有非平凡的非零化p-正则元.
证明 如果Op(G)≠1,考虑􀭺G=G/Op(G).对群

G 的阶进行归纳,可以得到􀭺G 有一个非单位非零化的

p-正则元􀭺x.将IBr(G)与IBr(􀭺G)视为同一,那么xp'是

G 的非零化p-正则元.
如果O􀭺p(G)=1,设A 是G 的极小正规子群,那么

A 是一个初等交换q-群,其中q∈π(G).令Q 是G 的

西罗q-子群,那么A◁Q.因此,Z(Q)∩A≠1,并且由

定理1我们知道,任意x∈Z(Q)∩A 都是G 的非零化

p-正则元.
注 如果A 是G 的一个初等交换的正规的q-子

群,那么Z(Q)∩A 的所有非平凡元素都满足我们定

理1的条件.当p |G|,IBr(G)=Irr(G)(文献[8]的定

理2.12),因此我们的结果覆盖了文献[4]的结果.另
外,结论2对有限p-可解群不成立.例如,当G=A5×
C7,p=7,G 没有非平凡的非零化7-正则元.p-正则元

属于Fitting子群的结论也不成立.例如,当G=S4,p
=3,G 的所有的3-正则元都是非零化的,但F(G)=
K4.最后,我们给出有限幂零群的一个结果.

推论2 如果G 是一个有限幂零群,那么它的所

有非零化的p-正则元都属于Z(G).
证明 由条件可设G=P1×P2×…×Pn,Pi∈

Sylpi(G),p=p1.P1 可以是G 的平凡的西罗p-子群.
那么IBr(G)=IBr(P2)×…×IBr(Pn)=Irr(P2)×…

×Irr(Pn),G 的非零化的p-正则元恰好是P2×…×
Pn 非零化的正则元.因此,由文献[1]的定理B我们可

以得到该结论.
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Abstract:MasahikoMiyamotohasprovedthatifAisanelementaryabeliannormalq-subgroupofafinitegroupGandQisaSylow

q-subgroupofG,thennoirreduciblecharacterofGvanishonanyelementofZ(Q)∩A.Inthispaper,weextendittoBrauercharac-
tersandshowthatifx∈Z(Q)∩Oq(G)oforderq,thennop-Brauercharacterscanvanishit,wherep≠q.Moreover,weobtainthat
forafinitesolvablegroupwhichisnotap-group,itsBrauercharactertablehasanontrivialcolumnwithoutzerovalue.
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