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基于犆犛犕犝犛犐犆算法的犇犗犃估计

吴小川，邓维波，杨　强
（哈尔滨工业大学电子与信息工程学院，黑龙江 哈尔滨１５０００１）

　　摘　要：多重信号分类（ｍｕｌｔｉｐｌｅｓｉｇｎａｌｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ，ＭＵＳＩＣ）方法在少快拍数或者存在相干信源的情况下

不能准确估计信号的波达方向，而压缩感知（ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）方法在多快拍数或低信噪比情况下分辨性

能不稳定，估计准确率受限。提出了一种基于ＣＳ的 ＭＵＳＩＣ方法，简称ＣＳＭＵＳＩＣ，该方法针对不同的快拍数，建

立二者之间的联系，构造出新的正交空间，获得尖锐的谱峰。理论分析和仿真结果表明，所提方法在不同快拍数

条件下，具有较高的估计精度，克服了传统方法存在的缺陷，并且对噪声具有鲁棒性。

关键词：压缩感知；波达方向估计；基于压缩感知的多重信号分类；同时正交匹配追踪
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０　引　言

　　波达方向（ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆａｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）估计一直是雷达、

通信等相关领域研究的重点问题。传统的估计方法主要包

括３类：Ｃａｐｏｎ的最小方差法（ｍｉｎｉｍｕｍｖａｒｉａｎｃｅｍｅｔｈｏｄ，

ＭＶＭ）；基于子空间理论的多重信号分类（ｍｕｌｔｉｐｌｅｓｉｇｎａｌ

ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ，ＭＵＳＩＣ）算法
［１］和信号参数旋转不变技术（ｅｓｔｉ

ｍａｔｉｏｎｓｉｇｎａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｖｉａａｒｏｔａｔｉｏｎａｌｉｎｖａｒｉａｎｔｔｅｃｈｎｉｑｕｅ，

ＥＳＰＲＩＴ）；最大似然估计（ｍａｘｉｍｕｍｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ，ＭＬ）算法。其

中，ＭＵＳＩＣ算法应用最为广泛，该方法通过分解阵列接收信

号协方差矩阵，得到信号和噪声两个正交的子空间构造谱

峰，在信噪比满足的情况下，随着快拍数的增加，估计精度

接近克拉美罗限［２］。但当空间存在相干源或者快拍数较少

时，不能够分辨信号。尽管针对相干源问题可以进行平滑

处理，但会导致阵列孔径的损失，降低分辨性能。

近年来，针对ＤＯＡ估计问题的独特性也出现了一些新

方法。对波达方向进行估计可等效为将感兴趣的空间进行

网格划分，来波信号只占据划分空间的某几个单元，相对于

整个离散空间来说信源数量很少，这样就形成了一种空域

稀疏信号。针对稀疏信号的恢复问题先后出现了稀疏信号

表示类算法和压缩感知（ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）方法。

应用于ＤＯＡ估计的稀疏表示类代表性方法是文献［３］提出

的１ＳＶＤ（１ｎｏｒｍｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）算法，该

算法结合空域信号稀疏特性利用凸优化理论中的１ 范数

重构方法将信号ＤＯＡ重构出来，并利用奇异值分解方法来

降低计算量，能够在快拍数很少的情况下给出满意的结果，
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本身的恢复过程不会受到相干信源的影响。该方法的缺陷

是凸优化重构过程复杂，难以应用在大型阵列结构中，并且

算法中用于平衡稀疏度与噪声的参数只是取经验值，该值

的选取对最终的估计结果影响较大。随后文献［４ ５］提出

的ＣＳ理论及后续的众多改进方法极大丰富了稀疏表示类

方法。针对问题的复杂度和精度，ＣＳ重构方法主要有几类：

１ 范数法、狆（０＜狆＜１）范数法、贪婪算法等。其中，贪婪算

法以其计算复杂度低，精度较好而在实际中得到广泛应用。

常用方法如正交匹配追踪（ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔ，

ＯＭＰ）
［６］、正则化正交匹配追踪（ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｃ

ｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔ，ＲＯＭＰ）
［７］、压缩采样匹配追踪（ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ

ｓａｍｐｌｉｎｇｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔ，ＣｏＳａＭＰ）
［８］、同时正交匹配追踪

（ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔ，ＳＯＭＰ）
［９］等。

ＣＳ的突出优势是在较少快拍数的情况下具有高分辨

性，其特殊的重构方式使得该方法本身具有抗相干性。但

随着快拍数的增多，ＣＳ方法不能给出尖锐的谱峰估计。综

合以上分析，ＣＳ理论和 ＭＵＳＩＣ在具体的条件下都有各自

的优势和不足，二者之间的这种分离也正是导致具体应用

中遇到困难的根本所在。本文利用二者的优势互补关系，

建立两种算法之间联系的纽带，形成一种具有普适性的

ＤＯＡ估计方法。

文献［１０］认为 ＣＳ是以概率性的方式重构信号，而

ＭＵＳＩＣ以确定性的方式构造空间谱，给出了当快拍数由少

到多变化时ＣＳ与 ＭＵＳＩＣ方法之间的联系
［１０］。该理论与

文献［１１ １２］提出的扩展子空间 ＭＵＳＩＣ方法有异曲同工

之妙。本文以ＣＳ和 ＭＵＳＩＣ理论为基础，将ＣＳＭＵＳＩＣ理

论扩展到ＤＯＡ估计应用中。该算法充分利用了两种方法

的优势，与传统方法相比，具有高分辨性，并且能够处理相

干信源，对不同快拍数都能给出很好的结果。

１　空域信号的稀疏模型

假设Κ个远场窄带信号入射到空间某Μ 元均匀线性

阵列上。在狀时刻，阵列接收数据可表示为

狓（狀）＝犃狊（狀）＋狀（狀），狀＝１，２，…，Ν （１）

向量表示形式为

犡＝犃犛＋犖ｎｏｉｓｅ （２）

式中，犡∈犆Μ
×Ν为阵列接收数据矩阵；犃∈犆Μ

×犙为阵列流型

矩阵，可表示为

犃＝ ［犪１（ω０）犪２（ω０）… 犪犙（ω０）］

犪狇（ω０）＝ ［ｅ
－ｊω０τ１狇 ｅ

－ｊω０τ２狇 … ｅ－ｊω０τΜ狇］Τ

τ犿狇＝
１

ｃ
（犿－１）犱ｓｉｎ（θ狇）（犿＝１，２，…，犕，狇＝１，２，…，犙）；Ν

为快拍数；犙为空间网格划分数；犱为阵元间距；ｃ为电磁波

在自由空间中的传播速度；

犛∈犆
犙×Ν为空间入射信号稀疏表示，为

犛＝ ［狊１（狀）狊２（狀）… 狊犙（狀）］
Τ

犖ｎｏｉｓｅ∈犆
Μ×Ν为加入的高斯白噪声。

以上模型将要考虑的空间划分为｛θ１，θ２，…，θ犙｝，那么

流行矩阵犃的每一列都对应了一个潜在辐射源的方位信

息，通常犙Κ。

２　犆犛犕犝犛犐犆理论

ＣＳＭＵＳＩＣ基本原理与几何表示：首先定义犚表示空

间，‖犛‖０＝｜ｓｕｐｐ犛｜＝ 犓，式中，‖‖０ 表示稀疏信号

中非零单元的数量；支撑域ｓｕｐｐ犛＝ ｛１≤狇≤犙：狊狇≠０｝，狊狇

为犛的第狇 行。犐犓犖 ｓｕｐｐ犛且｜犐犓犖｜＝犓犖。犃犐犓犖 ∈

犆
犕×（犓犖），表示对应列下标属于犐犓犖集合的犃 的列组成的矩

阵。犘犚（犙）＝犙犙
Ｈ 表示噪声子空间相关矩阵，可证明等同于

噪声空间的正交投影，其中，Ｈ表示共轭转置。在信号非相

干的条件下，快拍数犖≥犓 时，信号子空间犚（犡）与噪声子

空间犚（犙）是严格正交的，此时与 ＭＵＳＩＣ 条件一致。

ＭＵＳＩＣ方法是建立在二阶统计量的基础上，要求有足够数

量的快拍数。当没有噪声存在的情况下，犖≥犓 时，ＭＵＳＩＣ

方法能够精确分辨信源个数。然而，当快拍数少于信号个

数时，即犖＜犓，由文献［１３］可知阵元接收数据协方差矩阵

的秩ｒａｎｋ（犡犡Ｈ）＝ｒａｎｋ（犡）＝犖＜犓，此时 ＭＵＳＩＣ方法失

效，这种情况相当于在阵列信号处理中遇到的相干源问题。

犖＜犓时，快拍数的减少导致阵列流型矩阵中对应的空间

犚（犃犐
犓犖
）在噪声空间的投影不为零。ＣＳＭＵＳＩＣ算法的原

理是利用ＣＳ算法先估计出犓－犖个列向量空间犚（犃犐
犓犖
）下

标，得到列向量空间在噪声空间的投影犚（犙犙
Ｈ犃犐

犓犖
），然后构

造出新的噪声子空间犚（犘犚（犙）－犘犚（犙犙Ｈ犃犐
犓犖
））。将由快拍数缺

失导致的非正交空间犚（犃犛）与犚（犙）转换到新构造的两个正

交空间犚（犃犛）与犚（Ｐ犚（犙）－Ｐ犚（犙犙Ｈ

犃犐
犓犖
））上，构造形式如图１中

粗实线所示，然后通过空间扫描形成尖锐的谱峰。

图１　ＣＳＭＵＳＩＣ几何意义

快拍数的不同涉及到算法的具体流程，针对不同快拍

数犖，分为以下两种情况：

（１）快拍数犖≥犓时，在这种情况下，可以通过特征值

分解的方法实现等价转化，即可以转换到快拍数取 犓 的

情况。

证明　犡＝犃犛＋犖ｎｏｉｓｅ，犡∈犆
犕×犖，犃∈犆

犕×犙，犛∈犆
犙×犖且

‖犛‖０＝Ｋ，对犡进行奇异值分解有

犡＝犝犇狉犞
Ｈ

式中，犇狉∈犆
狉×狉，为对角阵；犞∈犆

犖×狉；ｒａｎｋ（犡）＝狉。

对方程犡＝犃犛＋犖ｎｏｉｓｅ进行降维处理，则犡犛犞＝犡犞，犛犛犞＝
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犛犞，犖ｎｏｉｓｅ犛犞＝犖ｎｏｉｓｅ犞。可得到降维后的方程为

犡犛犞 ＝犃犛犛犞 ＋犖ｎｏｉｓｅ犛犞 （３）

　　显然ｒａｎｋ（犡犛犞）＝狉＝犓，并且‖犡‖０＝‖犡犛犞‖０＝犓。

证毕

（２）快拍数犖＜犓时，应用ＣＳＭＵＳＩＣ方法进行估计。

ＣＳＭＵＳＩＣ实现条件：只要犓－犖个列向量下标能够通

过ＣＳ中的重构算法估计出来，就能够获取犓个信号来波方

向。当犖＝１时，该算法变成单次快拍的压缩感知方法；当

犖＝犓时，该算法与传统的 ＭＵＳＩＣ方法正交空间条件一致。

ＣＳＭＵＳＩＣ算法流程：

步骤１　利用ＣＳ算法中的贪婪算法ＳＯＭＰ
［１４１５］找到

犓－犖 个列向量下标，令犛＝犐犓犖表示含有犓－犖 个列向量

下标的集合。

步骤２　利用步骤１中下标集合确定对应的流型矩阵

列向量集合犃犐
犓－犖
，获得投影空间犚（犙犙

Ｈ犃犐
犓犖
），构造新算

法ＣＳＭＵＳＩＣ的噪声子空间犚（犘犚（犙）－犘犚（犙犙Ｈ犃犐
犓犖
））。

步骤 ３　按空间角度划分进行谱峰搜索，犛ｓｐｅｔｒａｌ＝

１

犪Ｈ狇［犘犚（犙）－犘犚（犙犙Ｈ

犃
犐
犓犖
））］犪狇

（狇＝１，２，…，犙），较大的谱峰值

对应的角度即为目标的ＤＯＡ。

３　仿真实验

仿真实验均在以下条件下进行：观察空间按－９０°～

９０°，间隔１°划分，阵列排布方式为阵元间距取半波长的标

准线性阵列。分别考虑不同快拍数、相干信号以及信噪比

对分辨性能的影响。

３．１　单次快拍犇犗犃估计

实验１　考虑犕＝８，两个窄带信号分别从２２°和３２°两

个方向从远场入射。在单次快拍的情况下，ＭＵＳＩＣ方法已

经失效，此时瑞利限犅犠犖犖＝
λ
犕犱
≈１４．３°，波束形成法也不

能够分离这两个信号。取信噪比为２０ｄＢ。通过１ＳＶＤ

和ＣＳＭＵＳＩＣ方法进行仿真，结果如图２所示，此时１

ＳＶＤ的平衡参数的选取接近最优，两种方法都能给出较好

的分辨结果，ＣＳＭＵＳＩＣ对谱值旁瓣抑制的更低。

图２　单次快拍结果对比

３．２　多次快拍犇犗犃估计

实验２　犕＝１０，４个窄带信号分别从－４０°、－１０°、３０°、

５０°方向从远场入射，信噪比为２０ｄＢ，对１ＳＶＤ，ＭＵＳＩＣ，

ＣＳＭＵＳＩＣ３种方法在多快拍数情况下仿真对比，结果如

图３所示。当犖＝犓＝４时，由于噪声的存在，快拍数过少

导致 ＭＵＳＩＣ估计的谱峰不够尖锐，无法分辨信号。１

ＳＶＤ尽管能估计出４个谱峰值，但第４个峰值与真实信号

方向稍有偏差，此时只有ＣＳＭＵＳＩＣ方法能够给出准确的

ＤＯＡ估计。

图３　快拍数犜＝犓＝４结果对比

３．３　相干信号犇犗犃估计

实验３　实验条件同实验２，只是对应－４０°和３０°两个

方向的信号是相干的，对１ＳＶＤ，ＭＵＳＩＣ，ＣＳＭＵＳＩＣ３种

方法在快拍数 犖＝１００情况下仿真，结果如图４所示。

ＭＵＳＩＣ在相干信号存在的情况下，丢失来自－４０°和３０°方

向的两个信号，１ＳＶＤ具有抗相干性，但由于空间划分是

１°间隔，谱峰一般会有斜坡，没有 ＣＳＭＵＳＩＣ方法尖锐。

ＣＳＭＵＳＩＣ与实验２仿真结果基本一致，仍然能够准确估

计信号方向，没有受到相干信号的影响。

图４　存在相干信号时３种方法仿真结果

３．４　信噪比对估计性能的影响

实验４　实验条件同实验２，由于噪声的存在，少量快

拍数导致 ＭＵＳＩＣ估计效果不明显，因此增加快拍数犖＝

２０，采用均方根误差作为衡量算法性能的指标，ＤＯＡ估计
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的均方根误差定义为

犚犕犛犈 ＝
１

犓∑
犓

犽＝１

１

犕犮∑

犕
犮

犿
犮＝１

（θ
＾
犽，犿

犮
－θ犽）槡

２ （４）

式中，犕犮为蒙特卡罗实验次数；犓为信号源个数；θ
＾
犽，犿
犮
为第犽

个信号源第犿犮 次蒙特卡罗实验的ＤＯＡ估计值。取 犕犮＝

１００，均方根误差随信噪比变化的情况如图５所示。１ＳＶＤ

在低信噪比时误差较大，在信噪比高于２ｄＢ条件下，估计准

确度明显变好，优于 ＭＵＳＩＣ方法，ＣＳＭＵＳＩＣ在信噪比大

于－６ｄＢ时，误差已经非常小，该结果证明了新方法对噪声

具有鲁棒性，优于１ＳＶＤ方法和传统的 ＭＵＳＩＣ方法。

图５　均方根误差随信噪比变化情况

４　结　论

本文实现基于ＣＳＭＵＳＩＣ的ＤＯＡ估计方法，仿真实

验证明新方法不仅具有ＣＳ在阵列信号处理中的优势，也兼

具传统 ＭＵＳＩＣ方法的稳定性特征，如所需阵元少、快拍数

自适应、分辨精度高、对噪声影响具有鲁棒性等优势，且能

够处理任意的相干源问题。特别是在低信噪比时，ＣＳ方

法误差较大；而快拍数较少时，ＭＵＳＩＣ方法误差较大，

ＣＳＭＵＳＩＣ能够兼具二者的优势在条件恶劣的情况下给出

精确结果。
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