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秩1约束下基于圆球的相机标定算法
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摘要:利用圆球投影的秩1约束特性,提出了一种基于圆球标定物的相机内参数标定算法.从绝对二次曲

线投影、圆球投影的关系上对秩1约束进行了几何解释,由此推导出圆球投影与绝对二次曲线投影之间的

3个约束公式.在几何意义明确的基础上,分析了球体投影与相机内参数的关系,并采用非线性优化算法求

解相机内参数.实验结果表明,该算法的鲁棒性好,相对于传统算法,可以提高相机内参数的求解精度.
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Rank-1constraintforcameracalibrationbasedonspheres
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Abstract: Withtherank-1constraint,amethodforcameraintrinsicparameterscalculationbasedon
spheresisproposed.Thegeometricinterpretationoftherank-1constraintisexploredfromtherelationof
theimageoftheabsoluteconicandthesphereimage.Threealgebraicequationsarederivedfromtherank-
1constraint.Therelationofthesphereimagesandthecameraintrinsicparametersisclearlyinterpretedin
visiongeometry.Finally,anonlinearoptimizedmethodisusedwiththethreeconstraintequationsfor
improvingtheaccuracy.Experimentalresultsshowthatour methodisrobust.Compared withthe
traditionalmethod,itcanimprovetheaccuracyoftheresultsoftheintrinsicparameters.
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相机标定的目标是求解相机的内参数和外参数[1],为视觉跟踪、三维重建、运动分析等工作提供基础.常
用的平面标定物对相机的拍摄位置有限制,当相机主光轴与标定平面接近平行时,则无法识别标定的图像.
圆球作为一种常见的几何形体,可以定义为一种三维标定物,它同时又有二维标定物的特点.在相机标定的

过程中,可以只使用一个圆球,通过拍摄3幅图像完成标定[2];也可以通过放置3个或以上的圆球,仅由1
幅图像完成标定.其最重要的优点在于圆球无自身遮挡性,除受圆球支撑物的遮挡限制外,相机可以从任意

角度拍摄圆球,尤其适用于多相机系统的标定.由于圆球具有丰富的视觉几何特性,最近几年吸引了大量的

研究者从不同角度来研究圆球应用于相机标定的问题[2-8].
Zhang等[2]研究了圆球投影的对偶形式与绝对对偶二次曲线投影的关系,给出了一种线性求解相机内参数

的办法,提出了两个圆球球心投影的连线与灭点的计算方法,指出它们同时也是相对于绝对二次曲线投影

(ImageoftheAbsoluteConic,IAC)的对极几何(pole-polar)关系,并以此约束求解IAC.但是该方法是基于圆球

投影的对偶形式提出的,其几何意义不明显.Ying和Zha[3]指出之前的研究无明确的几何意义,从视觉几何的
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角度明确解释了每一个圆球投影与IAC相切于两个双触点(double-contact),但是double-contact理论的几何关

系较复杂.Wong等[4]从两个圆球球心以及球面的切线旋转形成的圆锥包络出发,求解两幅图像的基础矩阵;
并从对偶绝对二次曲面与对偶二次球面的关系推导出相机的内参数,其几何解释与文献[2]的相同.Lu和

Payandeh[5]从二次曲线拟合方法和椭圆的性质方面详细分析了圆球标定的精度问题.Shen和Hornsey[6]使用8
个不同颜色的球体对多相机系统进行标定,其中也对精度问题进行了一些有意义的探讨.

笔者在2011年提出了圆球投影的秩1约束[7],并将其应用于相机外参数的求解,可以极大地提高相机

外参数的标定精度.这里笔者进一步解释了秩1约束的几何含义,给出了相机内参数求解过程中所使用的每

一个变量非对偶空间的几何意义,从而将平面标定与圆球标定联系起来.提出了利用秩1约束减少求解参数

的3个基本公式,并建立了目标函数以优化求解相机内参数.仿真数据和实验结果表明,该算法的鲁棒性好,
相对于传统算法,可以很好地提高相机内参数的求解精度.

图1 圆球的投影模型

1 秩1的几何解释和代数意义

圆球投影到图像平面上,其轮廓为一条二次曲线.图1给出了圆球

的投影模型.O点为相机光心,I为图像平面,Zc 轴为相机主光轴.圆球

位于图像平面前的任意空间位置,圆球在图像平面的投影为二次曲线

c,从O 点看到的这个圆球的轮廓在空间是一个圆,而且与O 点形成一

个正圆锥Q,定义该圆为C,半径为r,并且位于空间平面Π 上,空间平

面Π距离光心O 点的距离为h.定义大地坐标系的原点与O点重合,大
地坐标系的Z方向轴为ZW,它穿过圆球的球心,并与Π平面垂直.这样,大地坐标系与相机坐标系的关系可

用旋转矩阵R表示.在该大地坐标系下,相机的投影矩阵为P=K[R|0],其中K 代表相机的内参数,K=
au s u0

0 av v0
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,其中au 和av 为相机焦距,s为倾斜因子,(u0,v0)为相机的主点位置.

图1中,正圆锥Q 与无穷远平面相交于一条二次曲线,交点(X1,X2,X3,X4)T 满足关系X2
1+X2

2-
(r/h)2X2

3=0,X4=0.而绝对二次曲线Ω 是位于无穷远平面上的特殊二次曲线[1],其上的点(X1,X2,X3,

X4)T 满足X2
1+X2

2+X2
3=0,X4=0.可以看出,正圆锥Q 与无穷远平面的交点构成一个圆,并且,该圆与绝

对二次曲线构成同心圆关系.这两个同心圆的4个交点两两重合于一对复共轭点(1,±i,0,0)T,它们同时也

是平面Π的两个圆环点.这两个同心圆在图像平面的投影为二次曲线c和二次曲线ω,c即是圆球投影,ω 即

IAC.c与ω 在图像平面的交点则为圆环点的投影i和j.将通过点i和j的二次曲线簇记为ω +λc,λ为常数,
该二次曲线簇包括一种退化形式,即过点i和j的直线l∞ =i×j.因l∞ 经过圆环点的投影,所以它也是平面

Π的无穷远直线投影.因此存在某非零λ值,满足

(ω+λc)=l∞·lT∞ . (1)

这种退化形式的秩为1,即 rank[ω+λc]=1 , (2)
即ω+λc中的任意一行或列线性相关.定义c=[cmn],ω=[ωmn],m,n=1,2,3.由于ω 不经过图像平面的原

点,可令其中ω33=1.由式(2),推出以下3个约束关系:

c11=(-ω11-ω11c33+2ω13c13+c213+ω213)(c33+1) , (3)

c12=(-ω12-ω12c33+ω13c23+c13c23+ω13ω23+ω23c13)(c33+1) , (4)

c22=(-ω22-ω22c33+2ω23c23+c223+ω223)(c33+1) . (5)
相机内参数与ω 之间满足的关系[8]为

ω=K-TK-1= 1
a2ua2

v +a2uv2
0+(avu0-sv0)2

·
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将式(6)矩阵中的各分量代入式(3)~(5),那么,圆球投影c就可用相机内参数与c13、c23 和c33 表示,即c(au,

av,s,u0,v0,c13,c23,c33).

2 由秩1约束求解相机内参数

2.1 秩1约束下的相机内参数

  当图像上有两个圆球投影c1 和c2 时,它们分别满足式(1),即
(ω+λ1c1)=l1·lT1 , (7)

(ω+λ2c2)=l2·lT2 . (8)

 图2 圆球的3个投影及其所对应的无穷远

直线投影

记l1 和l2 的交点为v12,v12=l1×l2.如图2所示,l1 和l2 分别为

空间平面Π1 和Π2 的无穷远直线投影,因此v12 同时为平面Π1 和

Π2 的无穷远点.将式(7)和(8)分别乘以v12,得

ω·v12+λ1c1·v12=l1·lT1·v12=0 , (9)

ω·v12+λ2c2·v12=l2·lT2·v12=0 , (10)

即 λ1c1·v12-λ2c2·v12=0 , (11)

并进一步推得  c1c-1
2 ·v12-(λ2 λ1)I·v12=0 , (12)

其中,I是单位阵;v12 通过求解矩阵c1c-1
2 的特征向量获得.如果

有第3个圆球,由式ω+λ3c3=l3·lT3,同理可以求解v13.v13 同时

为平面Π1 和Π3 的无穷远点投影.当v12 和v13 解出后,直线l1 的解为l1=v12×v13.当有更多的圆球投影时,
可以得到l1 上更多的点,进而能拟合求解l1.

平面Π1 的圆环点在图像平面的投影为l1 与c1 的交点,记为{i1,j1}=c1∩l1,同理也可以解得Π2 和Π3
平面的圆环点投影{i2,j2}=c2 ∩l2 和{i3,j3}=c3 ∩l3.这样,对圆球的每次拍摄,都可以获得一组对应的圆

环点投影,这些圆环点投影位于绝对二次曲线投影ω上.在至少有3个圆球投影的情况下,可以线性求解ω,
经过Cholesky分解即可得到相机内参数.与已有的方法相比,上述方法中所使用的每一个变量均有明确的

几何意义.
2.2 秩1约束下的优化算法

在有N 个圆球投影情况下,沿着第i个圆球投影轮廓边缘较均匀地取M 个点,记为xi
j,i=1,2,…,N,

j=1,2,…,M(M ≥5),为消除图像噪声的影响,M 可以取一个较大的值.以点xi
j=(xi

j,y
i
j,1)

T 到其对应二

次曲线ci 的Sampson几何距离最小建立目标函数[1],即

d(x,c)2=∑
N

i=1
∑
M

j=1

(xi
j
Tcixi

j)
2

4[(cixi
j)
2
1+(cixi

j)
2
2]
 , (13)

其中,cixi
j是三维矢量,(cixi

j)k 表示该三维矢量的第k个分量.
在该目标函数中,未知量为ci(au,av,s,u0,v0,ci

13,ci
23,ci

33)中的参数,其中au,av,s,u0,v0为相机内参数,

ci
13,ci

23,ci
33为圆球投影二次曲线ci 的系数,从而将秩1约束用于相机内参数的求解,不需要求解二次曲线ci

的全部5个参数.该目标函数可用Levenberg-Marquardt非线性优化算法求解.其中,圆球投影ci 的初值以

最小二乘椭圆拟合方法获得;内参数的初值由2.1节中所述线性方法求得.

3 实验结果

3.1 仿真实验

  设相机内参数为:au=1000,av=1200,s=10,u0=500,v0=400,图像分辨率为1000×800,仿真3个圆
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球投影到图像上,并加入均值为0、方差σ从0变化到2像素的高斯噪声.对于每一个圆球投影,可通过亚像素

边缘检测算法找出100个边缘点.通过文中算法计算每个噪声水平下相机的内参数,重复试验100次,并求

平均值.图3显示了au、s和u0随噪声水平不同而变化的情况.因为目前各种线性求解方法包括前面2.1节中

所提出的线性方法所求结果差异不大[2-4,6],故将文中算法结果与典型的Orthogonal算法[2,6]结果进行比较.
从结果看,文中算法可以提高内参数的计算精度.

图3 内参数均值随噪声水平变化的情况

3.2 真实实验

对一个三星级乒乓球(半径为20mm,圆度误差小于0.15mm)从不同角度拍摄15幅图像,图像分辨率

为1628×1236.将这些图像中的乒乓球边缘绘制在同一幅图像如图4所示,采用文中算法和Orthogonal算

法计算相机内参数,并与Zhang的平面棋盘格标定板[9](每个棋盘格的大小为5mm×5mm,精度为1μm)
的结果进行比较,见表1.由实验结果可得,文中算法与 Orthogonal算法相比,文中算法所计算的相机内参

数更接近平面标定标板的结果.

图4 真实实验中的情况

表1 文中算法与其他算法对真实图像计算的相机内参数比较

au err/% av err/% s u0 err/% v0 err/%

Zhang[9](groundtruth)1171.5 1171.3 0 781.5 600.7
Orthogonal算法[2,6] 1204.5 2.8 1224.2 4.5 14.0 787.2 0.7 644.6 7.3

文中算法 1198.5 2.3 1199.1 2.3 2.8 782.3 0.1 599.1 0.3

4 结 束 语

圆球可用于相机内参数的精确求解.对秩1约束进行了几何意义上的解释,对相机内参数求解过程中所使

用的每一个变量解释了其几何意义,提出了利用秩1约束减少求解参数的3个基本公式,并建立了目标函数以

优化求解相机内参数.相对于传统算法,文中算法可以提高相机内参数的求解精度,获得了较好的内参数.
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