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离散时间探测随机恒速目标的最优搜索算法
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　　摘　要：针对随机恒速运动目标条件下已知的目标初始位置分布密度和速度分布密度，建立了时变的运动目

标分布密度模型和在离散时间点上实施有限区域探测后的目标分布密度模型。以此为基础，提出了依次探测的

单次探测发现概率最大的最优搜索准则，计算在该准则下的离散时间点上有限探测域的最优探测位置。最后，给

出了一个二维空间搜索算例。
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０　引　言

　　关于运动目标最优搜索问题中的单向搜索问题，文

献［１］将其分为两类。一类称为最优搜索密度问题，在

这类问题中，无论在连续空间还是离散空间、连续时间

还是离散时间，都要求搜索资源能够任意细分，并且在

一定的时间和空间中，搜索资源的应用不会对其他时间

和空间中的搜索资源的应用带来限制［１３］。另一类称为

最优搜索路径问题，在这类问题中，某一时间的搜索资源的

配置对后续时间的搜索资源的配置产生了某种约束。对最

优搜索问题的研究进展，或者针对离散空间和时间［４５］，寻

求在时刻犜搜索到目标的概率最大的搜索策略，或者针对

连续空间和时间［６８］，其目标运动模型和探测函数均进行了

特定的假设。

有一类运动目标搜索问题，如用直升机吊放声纳对潜

艇进行搜索［９１０］，与上述运动目标搜索问题相比［１１１６］，有３

方面的特点：第一，目标运动在空间和时间上均是连续的；

第二，对目标的搜索只能在离散的时间上进行有效探测；第

三，各离散时间上的探测空间为未进行预先划分的有限封

闭空间，并且允许重叠。这类问题的最优搜索可以归结为

某种最优准则下的一系列最优探测点，即有限探测空间所

处的位置。本文针对这一类问题提出了基于已知目标初始

位置分布和速度分布的随机恒速目标的最优搜索算法，并

给出了一个二维空间的算例。

１　恒速运动目标分布模型

设犡＝［狓，狔］∈犚
２ 为目标运动和搜索空间，时间域狋≥

０。单点目标速度空间犞＝［狏狓，狏狔］∈犚
２，狋０≥０为初始

时刻。

已知目标位置初始分布密度函数为犳０（犡０；狋０），与初始

时刻空间分布相独立的目标运动速度分布密度函数狑０（犞）。

另假设，在狋≥狋０ 的时间域内，目标速度保持不变，即
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犞＝
ｄ犡
ｄ狋
＝
ｄ犡０
ｄ狋０

＝
犡－犡０
狋－狋０

（１）

　　对任意狋＞狋０，目标位置分布密度函数为

犳（犡；狋）＝
犚
２

犳０（犡０，犞）ｄ犞＝


犚
２

犳０（犡０；狋０）狑０（犞）ｄ犞 （２）

　　在［狋０，狋］内设置任意狀个时间点狋０＜狋１＜…＜狋犻＜…＜

狋狀＜狋，对应的空间及变量犡０，犡１，…犡犻，…犡狀，犡，有相应的

目标位置分布密度函数犳０（犡０；狋０），…，犳犻（犡犻；狋犻），…，

犳狀（犡狀；狋狀），犳（犡；狋）。其中任一分布密度函数均可通过式（２）

获得，或通过任一前时间点的目标位置和速度的联合分布

获得，即

犳（犡；狋）＝
犚
２

犳０（犡０；狋０）狑０（犞）ｄ犞＝


犚
２

犳犻（犡犻；狋犻）狑犻（犞／犡犻）ｄ犞，犻＝１，２，…，狀 （３）

式中，狑犻（犞／犡犻）为狋犻时刻，以空间变量犡犻 为条件的速度分

布密度函数。被积函数部分为

犳犻（犡犻，犞）＝ （狋犻－狋０）
２
犳犻（犡犻，犞·（狋犻－狋０））＝

（狋犻－狋０）
２
犳犻（犡０＋犞·（狋犻－狋０），犞·（狋犻－狋０））＝

（狋犻－狋０）
２
犳０（犡０，犞·（狋犻－狋０））＝

（狋犻－狋０）
２

（狋犻－狋０）
２犳０（犡０，犞）＝犳０（犡犻－犞·（狋犻－狋０），犞）

所以，有下列关系成立：

犳犻（犡犻，犞）＝犳０（犡犻－犞·（狋犻－狋０），犞）

犳犻（犡０＋犞·（狋犻－狋０），犞）＝犳０（犡０，犞）。

　　只应用第一式，得

狑犻（犞／犡犻）＝
犳０（犡犻－犞·（狋犻－狋０））狑０（犞）

犳犻（犡犻）
（４）

　　令狑犻（犡，犡犻；狋，狋犻）＝狑犻（
犡－犡犻
狋－狋犻

／犡犻）＝狑犻（犞／犡犻）

用逐时间点迭代，当狋＞狋犻时，式（４）可表示为

狑犻（犡，犡犻；狋，狋犻）＝

犳犻－１（犡犻－１；狋犻－１）狑犻－１（犡，犡犻－１；狋，狋犻－１）

犳犻（犡犻；狋犻）
（５）

其中

犡犻－１ ＝犡犻·
狋－狋犻－１
狋－狋犻

－犡·
狋犻－狋犻－１
狋－狋犻

，犻＝１，２，…，狀

２　施加有限区域探测的目标后验概率分布

定义在犚２ 上的二元实值函数犫（犝）∈［０，１］，不计探测

的时间过程效应，如果在狋＝狋犻≥０有犘犻（犪犻）＝
犚
２

犫（犡－犪犻）·

犳（犡；狋犻）ｄ犡，则称犫（犝）为搜索的探测函数，犫（犡－犪犻）为此次

探测的探测函数，犪犻＝［犪犻，犫犻］为此次探测的探测点，犘犻（犪犻）

为狋犻 时刻在犪犻 进行一次探测发现目标的概率，称为“探测

概率”。

定义集合Ω犻＝｛犡：犫（犡－犪犻）＞０｝为狋＝狋犻 时一次探测

的探测域，则

犘犻（犪犻）＝
Ω犻

犫（犡－犪犻）犳（犡；狋犻）ｄ犡

　　在狋犻时刻探测未发现目标条件下，目标位置的后验概

率分布密度函数为

犵犻（犡犻；狋犻）＝
１－犫（犡犻－犪犻）

１－犘犻（犪犻）
犳犻（犡犻；狋犻）

　　在狋＞狋犻＋１，式（５）修正为

狑犻＋１（犡，犡犻＋１；狋，狋犻＋１）＝
犵犻（犡犻；狋犻）狑犻（犡，犡犻；狋，狋犻）

犳犻＋１（犡犻＋１；狋犻＋１）

其中

犡犻 ＝犡犻＋１·
狋－狋犻
狋－狋犻＋１

－犡·
狋犻＋１－狋犻
狋－狋犻＋１

３　最优搜索准则

离散时间有限区域探测在总搜索时间或总探测次

数受限下的总搜索概率最大的全局最优搜索策略的计

算，其计算量极大，且随着实际搜索进程与最优策略计

算条件的偏差，随后的搜索策略将丧失最优性。本文给

出最优搜索的最优准则，不考虑搜索资源限制，以下一

次探测为本次探测后的最大后验概率探测为最优搜索

准则。

设经过时间点狋犻探测后，未发现目标，在能确定狋犻＋１

的条件下，最优探测域应使狋犻＋１时刻探测概率最大，即

犘犻＋１（犪

犻＋１）＝

ｍａｘ｛
Ω犻＋１

犫（犡犻＋１－犪犻＋１）犳犻＋１（犡犻＋１；狋犻＋１）ｄ犡犻＋１，Ω犻＋１ 犚
２｝

　　犪犻＋１＝犪

犻＋１为表征最优探测域Ω犻＋１＝Ω


犻＋１的空间位

置的最优探测点。

当最优探测点犪犻＋１不唯一时，以距离最小原则取最

优探测点，即

犪犻＋１ ＝ ｛犪

犻＋１：ｍｉｎ狘犪


犻＋１－犪


犻 狘｝。

４　最优探测点的计算

假设凸集Ω犻的边界可以用连续曲线狔＝φ１（狓），狔＝

φ２（狓），狓∈［犿狓，犕狓］表示。令φ１（狓）＞φ２（狓），狓∈（犿狓，

犕狓）；φ１（犿狓）＝φ２（犿狓），φ１（犕狓）＝φ２（犕狓）。在狓＝犿狓，

犕狓 处，有
ｄ狓
ｄ狔
＝０。

连续曲线狓＝犺１（狔），狓＝犺２（狔），狔∈［犿狔，犕狔］，亦为凸集

Ω犻的边界曲线。假设犺１（狔）＞犺２（狔），狔∈（犿狔，犕狔）；犺１（犿狔）＝

犺２（犿狔），犺１（犕狔）＝犺２（犕狔）。在狔＝犿狔，犕狔 处，有
ｄ狔
ｄ狓
＝０。

若在犪犻的某个邻域内，犘（犪犻）对犪犻有一阶连续偏导数，

则有
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犘犻（犪犻）＝
犚
２

犫（狓－犪犻，狔－犫犻）犳（狓，狔；狋犻）ｄ狓ｄ狔＝


Ω犻

犫（狓－犪犻，狔－犫犻）犳（狓，狔；狋犻）ｄ狓ｄ狔＝

∫
犕
狓

犿
狓∫

φ１
（狓）

φ２
（狓）
犫（狓－犪犻，狔－犫犻）犳（狓，狔；狋犻）ｄ狓ｄ狔

犘犻（犪犻）

犪犻
＝

∫
犕
狔

犿
狔

犫（犺２（狔）－犪犻，狔－犫犻）犳（犺２（狔），狔；狋犻）ｄ狔－

∫
犕
狔

犿
狔

犫（犺１（狔）－犪犻，狔－犫犻）犳（犺１（狔），狔；狋犻）ｄ狔

　　若犪

犻 ＝［犪


犻 ，犫


犻 ］为狋犻时刻探测概率的局部最大点，根

据无约束最优化问题的一阶必要条件，犘犻
（犪犻 ）

犪犻
＝ ０，

犘犻（犪

犻 ）

犫犻
＝０，推理可得

∫
犕
狓

犿
狓

犫（狓－犪犻 ，φ２（狓）－犫

犻 ）犳（狓，φ２（狓）；狋犻）ｄ狓＝

∫
犕
狓

犿
狓

犫（狓－犪犻 ，φ１（狓）－犫

犻 ）犳（狓，φ１（狓）；狋犻）ｄ狓

∫
犕
狔

犿
狔

犫（犺２（狔）－犪

犻 ，狔－犫


犻 ）犳（犺２（狔），狔；狋犻）ｄ狔＝

∫
犕
狔

犿
狔

犫（犺１（狔）－犪

犻 ，狔－犫


犻 ）犳（犺１（狔），狔；狋犻）ｄ狔

　　上式是局部最大探测概率的一阶必要条件，然而满足

该式的探测点，也可能是局部最小点，在应用中，可以从多

个局部最优点的比较中将局部最小点排除。根据上式，能

够将二维空间上概率寻优计算，转换为两个一维空间积分

寻优。

５　算例分析

在最优搜索策略的应用中，可以从初始时间到本次探

测的实际时间进程和对下一次探测的时间预估，计算下一

个最优探测点。本文给出一个等时间间隔的算例。

时间、空间均取无量纲的量，狋０＝０，目标初始位置分布密

度函数为犳０（犡０）＝
１

２πσ
２ｅ

－
１

２σ
２（犡０－

珚犡
０
）（犡
０
－珚犡
０
）Ｔ，取σ＝４，珚犡０＝（２０，

２０）；目标速度分布密度函数为狑０（犞）＝
１

２πμ
２ｅ

－
犞犞
Ｔ

２μ
２ ，取μ＝２；

探测时间间隔τ＝１０；取半径为４的圆盘形探测函数为

犫（犝）＝
１，狘犝狘＜４

０，狘犝狘≥
烅
烄

烆 ４

犝 ＝犡－犪

犻

　　设置计算停止条件为累积发现概率犘
（狀）
＝１－∏

狀

犻＝１

（１－

犘犻（犪

犻 ））≥０．９９。

图１从点（２０，２０）起，由折线连接，依次给出计算的

各次探测的最优探测点。这些探测点局部近似，但并不

完全符合螺旋线规律［１７］。图２为相应的各次探测的探

测概率。

图１　各次探测的最优探测点

图２　最优探测点发现概率

６　结束语

本文针对随机恒速运动目标的离散时间有限区域搜索

问题，提出了基于已知目标初始位置分布密度和速度分布

密度的最优搜索算法。数值计算将不限于算例中正态分布

的初始位置和速度以及圆盘形探测函数模型。经过应用性

修正，即考虑到探测时间、探测点转移时间、探测函数等因

素，该算法可为直升机吊放声纳搜潜等一类的离散时间有

限区域探测的搜索行为提供实时最优探测点指示。
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