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基于粒子群优化与高斯过程的协同优化算法
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　　摘　要：对于适应度函数计算耗时较大的工程优化问题，采用仿生智能优化算法求解时常遇到由于适应度函

数评价次数过大而导致计算量过高的瓶颈问题。针对上述问题，提出一种基于粒子群优化（ｐａｒｔｉｃｌｅｓｗａｒｍｏｐｔｉ

ｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）算法与高斯过程（Ｇａｕｓｓｉａｎｐｒｏｃｅｓｓ，ＧＰ）机器学习方法的协同优化算法（ＰＳＯＧＰ）。该算法在寻优

过程中采用ＧＰ近似模型来构建决策变量与适应度函数值之间的映射关系，在ＰＳＯ全局寻优过程中不断地总结

寻优历史经验的基础上，预测可能包含全局最优解的搜索区域，以优化粒子群飞行的方向。多个测试函数的优化

结果表明，该算法是可行的，与基本ＰＳＯ算法相比，在获得全局最优解的前提下，可显著减小寻优过程中的适应度

函数评价次数，寻优效率较高，在高计算代价复杂工程优化问题的求解上具有良好的应用前景。
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０　引　言

　　近年来，为了可靠地解决全局优化问题，人们已经将单

纯形、共轭梯度法、牛顿法等解析确定型局部优化算法的研

究兴趣，转向探讨随机性全局优化方法。有效且具有普遍

适应性的随机全局优化方法，是模拟自然现象而发展起来

的一系列仿生智能优化算法，如模拟退火算法［１］、遗传算

法［２］、群智能算法［３］等。
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采用仿生智能优化方法求解复杂优化问题时，一般利

用适应度函数值来评价随机解的优劣，通常需要大量的适

应度函数评价才能搜索出全局最优解。对于适应度函数计

算代价较高的复杂优化问题，过多的适应度函数评价将导

致计算代价过高，从而影响了仿生智能优化算法的实用性。

例如，对于复杂工程结构优化问题，很难用一个显式来表达

决策变量与适应度函数值之间的关系，通常需要借助数值

仿真计算来建立这种关系，为了获得合理的适应度函数值，

往往需要进行高精度的大规模数值计算。对于此类复杂优

化问题的求解，由于每一次适应度函数评价的计算耗时较

大（达数小时以上），寻优过程中大量的甚至是成千上万次

的适应度函数评价必将导致总的结构数值计算量过于浩

大，进而导致计算代价过高的问题，从而迫使获得全局最优

解的愿望变得不切实际。因此，如何以较少的适应度函数

评价次数获得全局最优解，成为复杂优化问题亟待解决的

关键技术难题。

对于高计算代价的优化问题，国内外一些学者进行了

深入的研究，其中，采用多项式回归模型、神经网络模型等

近似模型来构建决策变量与适应度函数值之间的关系，避

免大量的适应度函数评价，已成为当前解决此类优化问题

的有效途径之一［４５］。

但是，由于问题的高度复杂性，以往的方法还存在着一

些不足之处。

（１）在优化策略方面，前人的研究中，首先利用多个决

策变量进行适应度函数计算，构建若干个样本，根据样本信

息采用多项式响应面、神经网络或支持向量机等模型来构

建真实适应度函数的近似模型，即在优化过程适应度评价

中，采用近似模型直接取代真实适应度函数，进而利用优化

算法搜索最优解［６］。值得指出的是，这种优化策略存在着

过于依赖样本的问题，由于样本质量决定了近似模型的回

归精度，一旦学习样本代表性差或偏离全局最优值较远，必

将导致近似模型的预测精度不高，进而导致寻优精度不高

或容易陷入局部最优解的问题。

（２）在近似模型方面，对于高维度、多峰值的非线性函

数，多项式回归模型回归精度低、对于复杂优化问题适应性

较弱；神经网络存在着最优网络结构不易确定，小样本问题

推广能力不高的局限性［７］；支持向量机存在着大规模训练

样本难以实施，核函数参数难以确定的公开问题［８］。

针对上述不足，基于群智能优化与机器学习相集成的

思路，提出一种粒子群优化（ｐａｒｔｉｃｌｅｓｗａｒｍｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，

ＰＳＯ）与高斯过程（Ｇａｕｓｓｉａｎｐｒｏｃｅｓｓ，ＧＰ）机器学习相结合的

智能协同优化新算法（ＰＳＯＧＰ），通过利用ＧＰ技术提高ＰＳＯ

寻优过程的“智能化”，使ＰＳＯ全局寻优过程中尽可能减小

适应度函数评价次数，达到高效快速逼近全局最优解的目

的，为解决高计算代价的复杂优化问题提供一条新的途径。

１　犘犛犗算法

ＰＳＯ算法具有容易实现、算法简单、参数较少且能有效

解决全局优化问题等优点［９１２］。算法首先随机产生一群随

机粒子，然后获得每一次寻优迭代中的两个“极值”：一个

是考虑粒子本身经验，粒子个体目前发现的最优值犘犻犱；另

一个是考虑粒子社会经验，整个粒子群当前找到的最优值

犘犵犱；习惯上将前者称为“个体极值”，后者称为“全局极值”。

借助上述两个“极值”通过式（１）来调整赋予每个粒子的两

个指标：速度和位置，达到指导粒子飞行状态，最终寻找到

全局最优值的目的。

狏犻犱（犽＋１）＝狑狏犻犱（犽）＋犮１狉１（狆犻犱－狓犻犱（犽））＋犮２狉２（狆犵犱－狓犻犱（犽））

狓犻犱（犽＋１）＝狓犻犱（犽）＋狏犻犱（犽＋１
烅
烄

烆 ）

（１）

式中，狏犻犱（犽＋１），狏犻犱（犽）分别为第犻粒子在第犽＋１次、第犽

次迭代中第犱维度上的速度；狓犻犱（犽＋１），狓犻犱（犽）分别为第犻

粒子在第犽＋１次、第犽次迭代中第犱 维度上的位置；犮１ 和

犮２ 为学习因子，通常犮１＝犮２＝１．８～２．０；狉１，狉２ 为均匀分布

在（０，１）之间的随机数；狑 是惯性权重，为了避免算法后期

在全局最优解附近难以收敛这个问题，其值应随算法迭代

的进行而减小，一般依据下式进行线性减小，即

狑＝狑ｍａｘ－
狑ｍａｘ－狑ｍｉｎ

狋ｍａｘ
狋 （２）

式中，狑ｍａｘ，狑ｍｉｎ分别为最大、最小惯性权重，一般取狑ｍａｘ＝

０．９，狑ｍｉｎ＝０．４；狋ｍａｘ为最大迭代数；狋为当前迭代数。

２　犌犘机器学习原理

ＧＰ是近年来在机器学习领域流行的一种新型方法，它

是基于高斯随机过程与贝叶斯学习理论的一种重要的随机

过程。由于其具有参数自适应获取、良好的适应性等突出

优点以及能够很好的处理高维数、小样本、非线性等复杂问

题，近年来备受关注［１３１４］。

ＧＰ是随机变量的一种集合，该集合中任意个数随机变

量的组合均服从联合高斯分布。假设对于狀≥１的一族随

机变量犡，则其相应的ＧＰ集合犳（犡）符合联合狀维高斯分

布。ＧＰ是由均值犿（犡）和协方差函数犽（犡，犡′）唯一确定

的，表示如下：

犳（犡）～ＧＰ（犿（犡），犽（犡，犡′）） （３）

　　假设有狀个学习样本组成的训练集合犇＝｛（狓犻，狔犻）｜犻＝

１，２，…，狀｝，狓犻 是犱维输入向量，狔犻∈犚是输出目标值标量。

常用犱×狀维矩阵犡表示狀个犱维输入向量，向量狔表示犻

个输出标量，则训练集合简写为犇＝（犡，狔）。

实际中通常要考虑噪声对模型的影响，则加上高斯噪

声的标准回归模型为

狔＝犳（犡）＋ε （４）

噪声ε符合均值为０，方差为σ
２
狀 的高斯分布，即

ε～犖（０，σ
２
狀） （５）

　　当有新的测试输入矩阵犡
，ＧＰ模型根据总结的先验

知识预测与犡对应的输出向量狔
。输出向量狔的先验分

布为
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狔～犖（０，犓＋σ
２
狀犐） （６）

式中，犓＝犓（犡，犡）为满足对称正定要求的狀×狀阶协方差

矩阵，其中任一元素犽犻犼度量了狓犻和狓犼 的相关性；犐为狀×狀

阶单位矩阵。

训练样本的输出向量狔与测试输出向量狔
对应的回

归函数犳
组成的联合高斯先验分布为

狔

犳
［ ］ ～犖 ０，犓

（犡，犡）＋σ
２
狀犐 犓（犡，犡）

犓（犡，犡）Ｔ 犽（犡，犡

熿

燀

燄

燅

烄

烆

烌

烎）
（７）

式中，犓（犡，犡）为测试输入矩阵犡与输入向量矩阵犡形

成的狀×１阶协方差矩阵，简写为犓（犡）；犽（犡，犡）为测

试输入矩阵犡本身的协方差矩阵，简写为犽（犡）。

ＧＰ模型常用的协方差函数为

犽狔（狓狆，狓狇）＝σ
２
犳ｅｘ （ｐ －

１

２犾２
（狓狆－狓狇））２ ＋σ

２
狀δ狆狇 （８）

式中，犾，σ犳，σ狀 为超参数，不同的超参数组合会影响学习与

预测效果。通常采用极大似然法自适应获取最优超参数

组合［１５］。

当给定新的测试输入矩阵犡，依据贝叶斯原理，利用

先验知识预测与犡对应的可信度最高的输出值。采用完

成学习的ＧＰ模型预测犳
的均值和方差为

珚犳

＝犓

Ｔ（犡）（犓＋σ
２
狀犐）

－１
狔 （９）

σ
２
＝犽（犡）－犓

Ｔ（犡）（犓＋σ
２
狀犐）

－１犓（犡） （１０）

３　犘犛犗犌犘协同优化算法

算法的构建思想是：为了有效减少优化过程中适应度

函数评价次数，在ＰＳＯ寻优过程中通过ＧＰ机器学习技术

不断地总结寻优经验，凭借粒子寻优过程中的优化踪迹建

立寻优经验知识库，借助ＧＰ对知识库进行学习，总结优化

经验，从而建立表达决策变量与适应度函数值之间非线性

映射关系的ＧＰ模型，将该模型作为具有函数对应关系的

“黑箱”代替真实适应度函数行使评价粒子优劣的权力；接

着，采用ＧＰ模型预测个体品质最优的粒子，以该粒子标记

可能最优区域，指引粒子群飞向该区域，当粒子群在该区域

搜索到可能最优解信息时，利用该信息作为新知识源顶替

知识库中品质最差的粒子，通过更新知识、逐步逼近最优区

域提高ＧＰ模型的预测能力，从而预测出更加接近最优解

的粒子，如此循环迭代直至寻找到全局最优解。

该算法主要有以下３个关键技术。

（１）近似适应度函数评价的ＧＰ模型

粒子群准备飞行时，对随机初始几代粒子进行真实适

应度函数评价，利用此信息组建寻优经验知识库。借助ＧＰ

对知识库进行学习，建立表达决策变量与适应度函数值之

间非线性映射关系的ＧＰ模型。在ＰＳＯ寻优过程中，利用

ＧＰ模型近似取代真实适应度函数，对随机解的适应度进行

评价。

（２）预测全局最优解

为了充分发挥ＧＰ模型对粒子适应度进行评价无需调

用真实适应度函数这一优点，在粒子群飞行过程中循环产

生狇代粒子，多次采用ＧＰ模型对粒子适应度进行评价，寻

找狇代粒子中适应度最小的粒子即当前预测最优粒子，并

将此最优粒子代入真实适应度函数，获得真实适应度，再将

此真解与历史最优解进行比较，二者中较优的个体作为当

前迭代步的最优粒子，以该粒子标记可能最优区域，指引下

一代粒子群飞向该区域。

（３）动态更新寻优经验知识库

为了克服算法对学习样本过于依赖的缺点，提高 ＧＰ

模型在寻优过程中的预测能力，该算法运用了动态更新寻

优经验知识库的策略。对寻优经验知识库的动态更新从以

下两个途径实现：①对狇代粒子中适应度最小的粒子进行

了一次真实适应度评价，不浪费此次适应度评价，将该粒子

个体信息作为新的知识源替换寻优经验知识库中最差粒

子，更新寻优经验知识库；②当不满足精度要求进入外循环

时，在最优粒子指引下主ＰＳＯ结构产生第２＋狆代粒子，经

过适应度评价，将此代粒子信息与原寻优经验知识库的所

有样本信息按照适应度由小到大顺序进行排列，选择与原

知识库数量相等的适应度较小的粒子组建新的寻优经验知

识库，该知识库中的样本更加逼近最优区域。然后，采用

ＧＰ模型对新知识库进行学习，通过保持知识库的容量不变

并提高知识库质量，达到在寻优过程中不断提高 ＧＰ模型

预测能力的目的。

该算法的伪代码如图１所示。其框架主要由两个嵌套

的ＰＳＯ算法组成，主ＰＳＯ结构由外层循环构建，循环次数

为狆（也是算法的迭代次数），内层循环构建子ＰＳＯ结构，循

环次数为狇。算法程序采用 Ｍａｔｌａｂ语言编程开发。具体实

现步骤如下：

步骤１　启动 Ｍａｔｌａｂ环境下的优化程序，设置ＰＳＯ算

法的相关参数。为了保证随机解的互异性，依照ＰＳＯ规则

随机初始化第１代和第２＋狆代粒子作为随机解。将随机

解代入真实适应度函数进行适应度评价。

步骤２　当步骤１中狆＝０时，基于第１代和第２代粒

子建立寻优经验知识库；当狆≠０时，筛选所有学习样本中

较优的２·犖犘个样本，组建新的寻优经验知识库。

步骤３　采用ＧＰ模型对知识库中样本进行学习，建立

自变量与函数值的非线性映射关系。依据ＰＳＯ规则，获取

个体极值和全局极值。

步骤４　根据ＰＳＯ进化规则在内循环产生狇代粒子，

借助学习后的ＧＰ模型取代真实适应度函数对粒子进行适

应度预测。

步骤５　选取狇代预测适应度最小粒子作为当前预测

最优粒子，考虑到最优解的预测值与真实适应度函数计算

解之间必然存在一定的误差，将最优粒子代入真实适应度

函数进行正向计算，获得对应的真实适应度函数值，并将最

优粒子及其真实适应度作为新的样本，替换寻优经验知识

库中的最差样本。依据ＰＳＯ规则，获取个体极值和全局

极值。
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步骤６　对当前最优解进行迭代终止条件判断，如果

满足终止条件则退出计算；否则，返回步骤２。

　初始化

　　设置ＰＳＯ参数。

　　随机产生犖犘个第１代粒子（自变量），以真实适

应度函数作为适应度评价工具，获得每个粒子的

适应度。

　　循环次数狆＝０。

　犠犺犻犾犲满足迭代终止条件

　①　根据ＰＳＯ进化规则产生犖犘个外循环中的第２＋

狆代粒子，以真实适应度函数作为适应度评价工

具，获得每个粒子的适应度。

　②　犐犳　狆≠０

　　　筛选所有学习样本中较优的２·犖犘个样本，淘

汰其它较差样本，组建新的寻优经验知识库。

　　　犈狀犱犻犳

　③　采用ＧＰ模型对２·犖犘 个学习样本进行学习，

建立真实适应度函数的近似模型－ＧＰ模型。

　④　获取个体极值和全局极值。

　⑤　犉狅狉　狀＝１狋狅狇

　　　　根据ＰＳＯ进化规则产生犖犘个内循环中的

第狀代粒子。

　　　　以ＧＰ模型作为适应度评价工具，预测每个

粒子的适应度。

　　　犈狀犱犳狅狉

　⑥　获得当前预测最优粒子，代入真实适应度函数，

获得真实适应度，将此当前最优粒子及其真实适

应度作为新的样本，替换寻优经验知识库中的最

差样本。

　⑦　获取个体极值和全局极值。

　⑧　狆＝狆＋１。

　犈狀犱犠犺犻犾犲

　图１　ＰＳＯＧＰ算法的伪代码

４　算法测试

为了验证算法的可行性，选取８个典型的ＢｅｎｃｈＭａｒｋ

测试函数［１６］，其中５个为单峰值函数，３个为多峰值函数，

维数均取３０。测试函数的理论最小值均为０，此时对应的

全局最优解除犳２ 函数是狓＝［－０．５，－０．５］
３０以外，其他函

数均为狓＝［０，０］３０，自变量的取值区间为［－２，２］３０。由于

测试函数优化为无约束优化问题，采用测试函数本身作为

适应度函数。分别采用基本ＰＳＯ算法与ＰＳＯＧＰ算法进

行寻优，以函数极值小于某一精度作为迭代终止条件，取每

种算法独立运行３０次对应的函数评价次数平均值作为比

较指标。

４．１　单峰值函数测试

测试函数如下：

（１）ＳｐｈｅｒｅＦｕｎｃｔｉｏｎ

犳１（狓）＝∑
狀

犻＝１

狓２犻 （１１）

　　（２）ＳｔｅｐＦｕｎｃｔｉｏｎ

犳２（狓）＝∑
狀

犻＝１

（狓犻＋０．５）
２ （１２）

　　（３）ＣｉｇａｒＦｕｎｃｔｉｏｎ

犳３（狓）＝狓
２
１＋１０∑

狀

犻＝２

狓２犻 （１３）

　　（４）ＳｕｍｓｑｕａｒｅｓＦｕｎｃｔｉｏｎ

犳４（狓）＝∑
狀

犻＝１

犻狓２犻 （１４）

　　（５）ＴａｂｌｅｔＦｕｎｃｔｉｏｎ

犳５（狓）＝１０
６狓２１＋∑

狀

犻＝２

狓２犻 （１５）

　　以精度满足犳＜１×１０
－３作为终止条件，最大迭代次数

狆＝２００００。ＰＳＯ算法参数设置为：犱＝３０，犖犘＝５０，犮１＝犮２＝

２．０，犞ｍａｘ＝［１，１］
３０。

ＰＳＯＧＰ算法参数设置为：ＰＳＯ算法的参数设置同上，

狇＝１０；ＧＰ模型初始超参数ｌｎ犾＝［－１，－１］
３０，ｌｎσ犳＝－１，

ｌｎσ狀＝ｌｎ（１×１０
－６）。

ＰＳＯ算法与ＰＳＯＧＰ算法优化性能比较如表１所示。

表中的成功率指算法寻优收敛的运行次数占总运行次数的

百分数，成功率反映算法的稳健性；函数评价次数平均值反

映算法的收敛速度和计算代价。从算法的寻优稳健性来

看，对于测试函数中的任一函数，ＰＳＯＧＰ算法与ＰＳＯ算法

的成功率均为１００％，说明ＰＳＯＧＰ算法的寻优稳健性与

ＰＳＯ算法相当。从算法的计算代价来看，ＰＳＯ算法的函数

评价次数是ＰＳＯＧＰ算法的７～１３倍，说明ＰＳＯＧＰ算法

的计算代价明显低于ＰＳＯ算法。

表１　两种算法的单峰值函数优化性能比较

测试函数

ＰＳＯ ＰＳＯＧＰ

最好值 最差值 成功率／％
函数评价

次数平均值
最好值 最差值 成功率／％

函数评价

次数平均值

函数评价

次数相差倍数

犳１ ８．４２Ｅ ０４ ９．５６Ｅ ０４ １００ ４１４５６７ ８．９１Ｅ ０４ ９．８６Ｅ ０４ １００ ３１６８７ １３

犳２ ９．０１Ｅ ０４ ９．９４Ｅ ０４ １００ ４０４３００ ９．８０Ｅ ０４ ９．９６Ｅ ０４ １００ ３４８４９ １２

犳３ ８．８９Ｅ ０４ ９．８１Ｅ ０４ １００ ４８６８３３ ９．９８Ｅ ０４ ９．９８Ｅ ０４ １００ ６５０７５ ７

犳４ ８．６２Ｅ ０４ ９．９１Ｅ ０４ １００ ４４０１６７ ８．１１Ｅ ０４ ８．６０Ｅ ０４ １００ ４４４３７ １０

犳５ ８．０７Ｅ ０４ ９．６５Ｅ ０４ １００ ４１３７５０ ９．７６Ｅ ０４ ９．７６Ｅ ０４ １００ ４１４６２ １０

４．２　多峰值函数测试
测试函数如下：

（６）ＡｃｋｌｅｙＦｕｎｃｔｉｏｎ

犳６（狓）＝２０＋ｅｘｐ（１）－２０ｅｘ （ｐ －０．２×

１

狀∑
狀

犻＝１

狓２槡 ）犻 －ｅｘ （ｐ １

狀∑
狀

犻＝１

ｃｏｓ（２π狓犻 ）） （１６）

　　（７）ＧｒｉｅｗａｎｋＦｕｎｃｔｉｏｎ

犳７（狓）＝
１

４０００∑
狀

犻＝１

狓２犻 －∏
狀

犻＝１
（ｃｏｓ
狓犻

槡）犻 ＋１ （１７）

　　（８）ＲａｓｔｒｉｇｉｎＦｕｎｃｔｉｏｎ

犳８（狓）＝∑
狀

犻＝１

（狓２犻 －１０ｃｏｓ（２π狓犻）＋１０） （１８）
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　　犳６ 函数在搜索空间中存在大量局部极小值点，大量的

局部极值点使得算法难以搜索到函数最优解；犳７ 函数是标

准的多模态函数；犳８ 函数是一个经典的多峰值复杂优化问

题函数，它具有非常多的局部最小值点和局部最大值点，大

量的局部极值点使得算法难以搜索到函数最优解，很容易

陷入局部最优，常被用来评价优化算法的寻优效率。

由于以上多峰值函数具有大量的局部极小点和强振荡特

性，犳６，犳７ 函数以精度满足犳＜１×１０
－３作为终止条件，而犳８ 函

数收敛精度扩大为满足犳＜３０作为终止条件，除最大迭代次数

狆＝５００００以外，算法参数与单峰值函数测试设置相同。

表２给出了两种算法的优化结果。对于函数犳６，ＰＳＯ

算法的函数评价次数为ＰＳＯＧＰ算法的８倍；对于函数犳７，

ＰＳＯ算法的函数评价次数为ＰＳＯＧＰ算法的１８倍；对于公

认的极值最难寻找的犳８ 函数，ＰＳＯ算法的函数评价次数为

ＰＳＯＧＰ算法的６０倍。３个测试函数的适应度变化曲线如

图２所示，从图中可以看出，本文算法收敛速度明显高于

ＰＳＯ算法。以上说明ＰＳＯＧＰ算法对求解高计算代价复杂

多峰值函数优化问题具有较强的适用性，与ＰＳＯ算法相比

较，可以显著降低调用适应度函数的次数。

表２　两种算法的多峰值函数优化性能比较

测试函数

ＰＳＯ ＰＳＯＧＰ

最好值 最差值 成功率／％
函数评价

次数平均值
最好值 最差值 成功率／％

函数评价

次数平均值

函数评价

次数相差倍数

犳６ ９．８３Ｅ ０４ ９．９８Ｅ ０４ １００ ４６５２８３ ９．６０Ｅ ０４ ９．９０Ｅ ０４ １００ ５６１３３ ８

犳７ ８．５８Ｅ ０４ ９．９８Ｅ ０４ １００ ３４４６００ ９．８７Ｅ ０４ ９．８７Ｅ ０４ １００ １９１７５ １８

犳８ ２．９３Ｅ＋０１ ２．９４Ｅ＋０１ １００ ７２０４１７ ２．９２Ｅ＋０１ ２．９９Ｅ＋０１ １００ １２０３５ ６０

图２　两种算法的多峰值函数适应度变化曲线

５　结　论

本文提出了一种基于ＰＳＯ仿生优化算法与ＧＰ机器学

习的协同优化算法。算法采用参数可自适应获取的ＧＰ模

型作为适应度函数的近似模型，通过动态更新学习样本的

策略实现了寻优过程中 ＧＰ模型预测能力不断提升的目

的，克服了传统的神经网络 遗传算法的过度依赖学习样

本、人为设置参数多的缺点。研究结果表明，该算法是可行

的，与基本ＰＳＯ算法相比较，在获得全局最优解的前提下，

可显著降低复杂函数优化过程中的适应度函数评价次数，

有效地提高了计算效率，对于解决大型复杂工程结构优化

设计、结构优化反分析等高计算代价全局优化问题具有良

好的应用前景。
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