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基于犉犇犜犇的时变等离子体中电磁波频域特性研究

杨利霞，于萍萍，郑召文，周　祥
（江苏大学通信工程系，江苏 镇江２１２０１３）

　　摘　要：推导了计算一维时变磁化等离子体的时域有限差分（ｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ，ＦＤＴＤ）的递推

式，分析了一维情况下的时变等离子体中电磁波的频域特性，并通过选取算例，验证了该方法的准确性。对将等

离子体频率按时间分为３个阶段的复杂情况进行了计算分析，通过改变时变磁化等离子体占空比，得出了时变磁

化等离子体对电磁波有频率漂移和频谱展宽等规律。
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０　引　言

　　目前，国内外对于等离子体特性的研究大部分都局限

于非时变等离子体，但事实上，实际应用中的等离子体，它

的等离子体频率会随着时间和空间发生变化，比如飞行体

突防时用的等离子体涂层，它往往是时（突）变、非均匀、色

散且非线性的介质，在外加磁场时它又是电各向异性介质，

因此研究时变磁等离子体的电磁特性，在电磁隐身及反隐

身等研究领域具有重要军事意义。文献［１ ３］从理论上分

析了时变等离子体，随后的实验证明了瞬变等离子体会使

电磁波发生频率漂移［４］，文献［５］推导了电磁波在瞬变填充

等离子体的谐振腔中的模式匹配理论，文献［６ ８］研究了

电磁波在时变等离子体中的一些特性，文献［９ １１］初步研

究了快速产生的等离子体，文献［１２］研究了斜入射情况下

非均匀磁化等离子体板的反射系数，文献［１３ １４］研究了

等离子体的电磁波的传输特性。

时域有限差分（ｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ，ＦＤＴＤ）是处

理复杂介质电磁特性的一种行之有效的方法，文献［１５］提出

了一种计算各向异性等离子体电磁散射的电流密度拉普拉

斯变换时域有限差分（ｃｕｒｒｅｎｔｄｅｎｓｉｔｙＬａｐｌａｃｅｔｒａｎｓｆｏｒｍｆｉｎｉｔｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ，ＣＤＬＴＦＤＴＤ）方法。基于这种改进

的方法，推导了计算一维各向异性时变等离子体的ＦＤＴＤ

迭代式，并从理论上分析了一维情况下时变等离子体中电

磁波的频率特性，验证了所用数值方法的准确性。对于理

论上较难计算的复杂问题，利用ＦＤＴＤ进行了数值仿真，

由于实际情况特别复杂，从时变等离子体的一般变化规律

入手研究，选择频率规律较为明显的模型，将磁化等离子

体随时间的变化规律划分为３个阶段，随空间的分布按照
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占空比不同分别计算，选取多个算例对比分析后，得出了

磁化等离子体随时间、空间的变化对电磁波频率特性的作

用规律。

１　时变等离子体的犉犇犜犇算法及递推式简介

在各向异性时变磁冷等离子体中，Ｍａｘｗｅｌｌ方程组和

相关的本构方程为

Δ

×犈＝－μ０
犎

狋
（１）

Δ

×犎＝ε０
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狋
＋犑 （２）

ｄ犑
ｄ狋
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２
狆
（狕，狋）犈＋ω犫×犑 （３）

式中，狏为等离子体中电子与中性粒子的碰撞频率；ω犫＝

犲犅０／犿犲 为电子旋转频率，犅０ 为外部静态磁场，犲和犿犲 分别

为电子电量和电子质量；ω
２
狆
（狕，狋）为时变等离子体频率，计

算它随时间变化的规律如图１所示，它的函数形式可以表

示为
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其中

犳（狋）＝
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ｅ
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犫狋
犜 ，狋＞τ

烅
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式中，犜为谐振腔谐振频率的倒数，是一固定的值；犫的大小

能够表示等离子体消失的快慢，犫值越大，等离子体消失的

速度越快。

图１　随时间变化的等离子体频率

对一维问题的犈，犎，犑可按如图２所示位置进行网格

剖分。对方程（１）和方程（２）进行差分离散，得到的ＦＤＴＤ

方程如下：
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图２　一维ＦＤＴＤ离散Ｙｅｅ元胞离散图

对于犑的迭代计算，采用ＣＤＬＴＦＤＴＤ方法。整体思

路是先将频域方程做拉普拉斯变换到狊域，再将其进行拉

普拉斯逆变换到时域，然后再进行差分离散。这样做的好

处是可以避免卷积运算，减小当ω犫 或狏很大时，直接离散

产生的较大误差，并且在运算过程中可以利用矩阵乘积的

形式，减小复杂度，更加简洁。

最后得到离散时域的犑的ＦＤＴＤ迭代式为
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其中
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２　理论分析与数值验证

由于在谐振腔内，电磁场可以在一系列频率下进行振

荡，因此谐振腔内的谐振频率变化情况最能反映介质对电磁

场的频域特性影响。选取一维金属谐振腔全部填充时变非

磁化等离子体为模型，分析右旋圆极化波的变化规律，然后

选取参数，利用ＦＤＴＤ方法进行数值计算，对比验证所用方

法的准确性。采用图３所示模型，将等离子体随时间的变化

规律划分为３种不同的时间段：①腔内不填充任何介质，见

图１中０至τ′时间段；②腔内全部填充快速产生的瞬变等离
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子体，见图１中τ′至τ″时间段；③产生的等离子体持续一段

时间后，将随时间缓慢消失，见图１中τ″以后的时间段。

图３　一维金属谐振腔计算模型

分别用犈′、犈″和犈表示在①、②和③时间段内的电场，

则在狋＜τ′时，即一维金属谐振腔内不填充任何介质时，右

旋圆极化波的表达式如下：

犈′狓（狕，狋）＝犈０ （ｓｉｎ
狀π狕）犱

ｃｏｓ（ω０狋）

犈′狔（狕，狋）＝犈０ （ｓｉｎ
狀π狕）犱 （ｃｏｓ ω０狋－

π）２
犈′狕（狕，狋）＝

烅

烄

烆 ０

（１３）

式中，设犈′狓 的初始相位为０（狀＝１，２，３，…）。

ω０ （＝ 狀π犮）犱 （１４）

　　根据分离变量方法，将犈′狓 分解为只关于空间狕的函数

犳′１（狕）和只关于时间狋的函数犳′２（狋）的乘积，则有

犈′狓（狕，狋）＝犳′犈狓１（狕）犳′犈狓２（狋）

犳′犈狓１（狕）＝犈０ （ｓｉｎ
狀π狕）犱

犳′犈狓２（狋）＝ｃｏｓ（ω０狋

烅

烄

烆 ）

（１５）

　　产生磁化等离子体后，即当τ′≤狋≤τ″时，利用分离变量

法，将犈″狓（狕，狋）表达如下：

犈″狓（狕，狋）＝犳″犈狓１（狕）犳″犈狓２（狋）＝犳′犈狓１（狕）犳″犈狓２（狋）　（１６）

　　从 Ｍａｘｗｅｌｌ方程（１）、方程（２）和各向异性时变磁化等

离子体的本构方程（３）出发，可推导出时变等离子体的波动

方程如下：
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×犈＋
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狋
２ ＋
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ω
２
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μ０ω犫×犑－μ０狏犑＝０ （１７）

其中

犮＝
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μ０ε槡 ０

≈３×１０
８
ｍ／ｓ （１８）

　　将τ′≤狋≤τ″时ω狆（狋）的值代入 Ｍａｘｗｅｌｌ方程和式（１７）

的一维形式，取参数狀＝１，狕＝
犱
２
，消去关于狕的函数，并转

换到狊域，解方程组，最后求出犉″犈
狓２
（狊）为

犉″犈
狓２
（狊）＝
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４
＋犲８狊

３
＋犲９狊

２
＋犲１０狊＋犲１１

狊６＋犲１狊
５
＋犲２狊

４
＋犲３狊

３
＋犲４狊

２
＋犲５狊＋犲６

（１９）

其中

犲１ ＝２犪１

犲２ ＝犪
２
１＋２犪１＋犫

２
１

犲３ ＝２犪３＋２犪１犪２

犲４ ＝犪
２
２＋２犪１犪３＋２犫１犫２

犲５ ＝２犪２犪３

犲６ ＝犪
２
３＋犫

２
２

犲７ ＝犪１＋犮１

犲８ ＝犪２＋犪１犮１＋犮２－犫１犱１

犲９ ＝犪３＋犪２犮１＋犪１犮２－犫１犱２

犲１０ ＝犪３犮１＋犪２犮２－犫２犱１

犲１１ ＝犪３犮２－犫２犱

烅

烄

烆 ２

（２０）

犪１ ＝狏，犪２ ＝ω０
２
＋ω

２
狆＿ｍａｘ
，犪３ ＝狏ω

２
０

犫１ ＝ω犫，犫２ ＝ω犫ω
２
０

犮１ ＝狏，犮２ ＝ω犫ω０

犱１ ＝ω０－ω犫，犱２ ＝狏ω

烅

烄

烆 ０

（２１）

　　在狏＝０且无外加磁场情况下，式（１９）可写为

犉″犈
狓２
（狊）＝

狊

狊２＋ω
２
ｕｐ

（２２）

其中

ω
２
ｕｐ＝ω

２
０＋ω

２
狆＿ｍａｘ

（２３）

　　对式（２２）进行拉氏逆变换后可得

犳″犈
狓
（狋）＝ｃｏｓ（ωｕｐ狋） （２４）

　　由式（１５）、式（１６）和式（２４）可得

犈″狓（狕，狋）＝犳″犈狓１（狕）犳″犈狓２（狋）＝犈０ （ｓｉｎ
狀π狕）犱

ｃｏｓ（ωｕｐ狋）

（２５）

　　同样，也可以得出电场其他分量的解为

犈″狔（狕，狋）＝犈０ （ｓｉｎ
狀π狕）犱

·ω０
ωｕｐ
ｓｉｎ（ωｕｐ狋） （２６）

　　由此可见，在第②种状态下，即当谐振腔中瞬间加入非

磁化等离子体时，虽然信号振幅未发生变化，但谐振频率点

却产生了移动。这主要是由于谐振腔中突然产生了等离子

体介质，这一介质使得谐振腔中电磁波的频率发生了漂移，

形成了与入射波频率不同的电磁波波。

继续分析第③种状态下的情况，令
犫
犜
＝β，非磁化等离

子体有ω犫＝０，当狋＞τ″时，将式（４）、式（２４）和式（２６）代入等

离子体波动方程，变换到狊域，有

犉犈
狓２
（狊）［狊２＋ω

２
０］＋犉犈狓２（狊＋β）ω

２
狆＿ｍａｘ＝狊

犉犈
狔２
（狊）［狊２＋ω

２
０］＋犉犈

狔２
（狊＋β）ω

２
狆＿ｍａｘ＝ωｕｐ·

ω０

ωｕｐ
＝ω

烅

烄

烆
０

（２７）

　　考虑两种特殊情况：

（１）当β值很大时，则指数衰减得很快，即等离子体快

速消失，此时有

犳犈
狓２
（狋）≈ｃｏｓ（ω０狋）

犳犈
狔２
（狋）≈ｓｉｎ（ω０狋

烅
烄

烆 ）
（２８）
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　　（２）当β值极小时，此时β→０，有

犳犈
狓２
（狋）≈ｃｏｓ（ωｕｐ狋）

犳犈
狔２
（狋）≈

ω０

ωｕｐ
ｓｉｎ（ωｕｐ狋

烅

烄

烆
）

（２９）

　　当β取其他值时，从理论上求出具体的解比较复杂，需

要借助于数值计算方法来解决。

选用参数ω０＝２π×１０ＧＨｚ，犈０＝１Ｖ／ｍ，ω狆＿ｍａｘ＝２π×

１７．３２ＧＨｚ，狀＝１，ω犫＝０ＧＨｚ，狕＝犱／２。根据式（２３）得②状

态下谐振腔的谐振频率为

犳ｕｐ＝
ωｕｐ
２π
＝

ω
２
０＋ω

２
狆＿槡 ｍａｘ

２π
＝２０ＧＨｚ

　　ＦＤＴＤ仿真结果如图４所示，依次计算了谐振腔中３

种不同时间段内的电场，然后将其傅里叶变换到频域，

得到３种不同状态下的频谱图。图中实线表示即谐振

腔中不填充任何介质时的谐振频率，虚线表示等离子体

快速产生后并持续一段时间，即②状态下的频谱图，圆

圈表示等离子持续一段时间后缓慢消失的过程中，即③

状态下的频谱图。

图４　加入时变非磁化等离子体不同时刻谐振腔内电磁波的频谱图

从图４中可以分析出如下结论，当谐振腔内瞬速填充

非磁化等离子体后，由于等离子体这种特殊的色散介质，谐

振腔的谐振频率向高频移动，移动后的谐振频率为ωｕｐ＝

ω
２
０＋ω

２
狆＿槡 ｍａｘ（见图中虚线所示），这一仿真结果与理论结论

方程（２３）相符，从而验证了本文提出的改进的ＦＤＴＤ算法

的正确性。

下面再来分析在瞬变等离子体稳定的持续一段时间

后，按照不同的速度缓慢消失，即③状态下的一维谐振腔

中电磁波的频域特性。由图４（ａ）可见，当等离子体快速消

失时，即犫＝０．１时，谐振频率会恢复到原来的固有频率

ω０，等离子体消失的速度由快到慢，谐振频率也从原来的

ω０ 向ωｕｐ处移动，由图４（ｃ）和图４（ｄ）可见，当犫≤０．００１

时，谐振频率近似地等于ωｕｐ。在图４（ｂ）中，即犫＝０．０１

时，谐振频率不再是一个谐振点，而是一条振幅较小的谐

振带。这是由于在时间轴上看，不同的变化速度决定了不

同的等离子体频率的分布状态，所以在不同的分布状态情

况下，填充有时变等离子体的一维谐振腔中电磁波的频谱

不同。

３　填充时变磁化等离子体谐振腔的数值分析

３．１　全部填充时变磁化等离子体情形

利用ＦＤＴＤ方法计算谐振腔内全部填充时变磁化等离

子体的情形，依次计算了一维谐振腔中心一点处的右旋圆极

化波在不同时间段内的电场犈狓，然后将各时间段内的时域

犈狓 傅里叶变换到频域。选用参数为：犈０＝１Ｖ／ｍ，ω狆＿ｍａｘ＝

２π×１７．３２ＧＨｚ，ω０＝２π×１０ＧＨｚ，ω犫＝２π×１０ＧＨｚ，狏＝０。

ＦＤＴＤ仿真结果如图５所示，图中实线表示谐振腔中不填

充任何介质时的谐振频率，虚线表示等离子体快速产生后

并持续一段时间状态下的频谱图，圆圈表示等离子体持续

一段时间后缓慢消失过程中的频谱图。

计算结果表明，当谐振腔内快速产生磁化等离子体后，

谐振腔内产生了新的谐振频率（见图５中虚线所示）。由

图５（ａ）到图５（ｄ）即磁化等离子体由快到慢消失的顺序可

见，谐振频率由①状态下的值向②状态靠拢，当犫＝０．０１时
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（见图５（ｂ）中的圆圈部分），谐振频率是３条振幅较小的谐

振带，谐振点的频谱得到了展宽。由于磁等离子体这种特

殊的色散介质，它的密度、外加磁场等的时变会体现在等离

子体频率、外加磁场频率随时间的变化，当电磁波在填充时

变磁等离子体的谐振腔中反复振荡时，通过式（３），变换到

频域，可以很明显地表现出时变磁等离子体对电磁波频域

的作用。

图５　加入时变磁化等离子体不同时刻谐振腔内电磁波的频谱图

３．２　部分填充非时变磁化等离子体

为了便于比较和分析，先利用ＦＤＴＤ方法计算了一维

金属谐振腔部分填充非时变磁化等离子体的情形，模型如

图６所示，其中犱１ 表示时变等离子体的厚度。

图６　谐振腔中部分填充等离子体计算模型

ＦＤＴＤ仿真结果见图７，谐振腔的固有谐振频率为ω０＝

２π×１０ＧＨｚ，所用等离子体参数为ω狆＿ｍａｘ＝２π×１７．３２ＧＨｚ，

狏＝０ＧＨｚ，ω犫＝２π×１０ＧＨｚ。

图７　谐振腔内填充非时变磁化等离子体情况下的频域电磁波

由图７可见，当谐振腔部分填充稳态磁化等离子体后，

谐振腔内产生了一些新的谐振频率点，并且非时变磁化等

离子体的占空比越大，新的谐振点越多，谐振点越向两边

漂移。

３．３　部分填充时变磁化等离子体

等离子体频率随时间的变化过程如图１所示，函数表

达式见式（４）和式（５）。采用图６所示模型，分别计算了不

同占空比、消失速度情况下谐振腔中３种不同时间段内右旋

圆极化波犈狓 的频频谱图，分析了它们对谐振频率的影响。

所用到的参数为ω０＝２π×１０ＧＨｚ，ω犫＝１０ＧＨｚ，ω狆＿ｍａｘ＝２π×

１７．３２ＧＨｚ，狏＝０ＧＨｚ。ＦＤＴＤ仿真结果如图８和图９所示，图

中实线为腔内不填充任何介质时的谐振频率，即①状态下的仿
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真结果，虚线表示等离子体快速产生后并持续一段时间，即②

时间段内的频谱图，圆圈表示等离子持续一段时间后缓慢消失

的过程中，即③状态下的频谱图。图８（ａ）和图８（ｂ）表示磁化

等离子体快速产生后，由快到慢消失的过程。

图８　时变磁化等离子体的占空比为１／３时对电磁波的影响

图９　时变磁化等离子体的占空比为１／２时对电磁波的影响

通过图８和图９可以分析得出以下结论：当谐振腔部分

填充快速产生的磁化等离子体后，谐振腔内会产生多个新

的谐振频率点（见图中圆圈所示）；谐振频率点会随着等离

子体消失的快慢而移动（见图中圆圈所示），等离子体消失

的越快，③状态下的电磁波就越接近于①状态下的电磁波，

在犫＝０．０１时，③状态下的谐振腔内产生了若干条谐振带，

频谱展宽，如图８（ｂ）和图９（ｂ）中虚线所示；还可以通过设

置等离子体频率随时间变化的函数关系来改变不同时刻内

谐振腔内的谐振频率，例如，在①、②、③３种状态时，谐振

腔内的谐振频率点并不相同；另外，通过图８与图９的对比

可以发现，在时变等离子体各参数相同的情况下，时变等离

子体的占空比越大，谐振腔新的谐振频率越向两边漂移。

与非时变情况下的结果对比，可以发现时变磁等离子体还

可以对电磁波的频谱展宽，这是非时变等离子体所达不到

的。由于等离子体频率、外加磁场频率随时间的变化，再变

换到频域，可以很明显地看出时变、空变磁等离子体对电磁

波的频率作用。

４　结　论

由于在谐振腔内，电磁场可以在一系列频率下进行振

荡，因此谐振腔内的谐振频率变化情况最能反映介质对电

磁场的频域特性影响。利用处理各向异性时变介质的改进

的ＦＤＴＤ方法计算了一维谐振腔中空变、时变的磁化等离

子体对电磁波频域特性的影响。对一些简单问题进行了理

论推导，进而对比验证了所用数值计算方法的准确性。对

复杂问题的算例进行对比分析，得出如下结论：

（１）当谐振腔内全部填充快速产生的磁化等离子体

后，谐振腔内产生了新的谐振频率，当磁化等离子体由慢到

快消失时，谐振频率由新的频率值向固有频率值靠拢，当犫＝

０．０１时，谐振频率是３条振幅较小的谐振带。

（２）谐振腔内部分填充等离子体后也会产生一些新的

谐振频率，并且时变等离子体产生的谐振点比非时变等离

子体的更为集中。

（３）当谐振腔中部分填充时变等离子体后，谐振点在

各时间段内也各不相同，当犫＝０．０１时，谐振频率不再是谐

振点，而是若干条谐振带。因此，可以通过控制等离子体频

率在不同时间、空间内的值来控制谐振腔的谐振频率和展

宽频谱，这些频率变化规律在高频电子工程领域有着巨大

意义。
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