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摘要　在大地电磁的正演计算中，通常采用不断增加垂向步长以减少垂向剖分节点数，以提高计算效率。本文

针对规则网格剖分无法实现随深度增加横向变步长剖分的实际情况，提出了一种基于二叉树结构的收缩网格

剖分算法。该算法利用二叉树结构在实现四边形剖分的基础上，通过四边形三角形化实现三角剖分；利用对边

的访问实现快速的双二次插值；利用带二次插值节点的三角形再剖分实现网格细化，同时引入缓冲层解决二叉

树收缩过快问题。试算结果表明，采用这种收缩结构的二维大地电磁正演精度与规则剖分下的计算精度相当，

同时大大减少了节点数，提高了计算效率。
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１　引言

自Ｃｏｇｇｏｎ
［１］将有限单元法引入地球物理邻域

起，有限单元法在地球物理电磁场计算问题中得到

了广泛应用。有限单元法计算包括四个主要环节：

①建立研究问题的数学物理方程与边界条件；②对

计算模型进行离散；③依据边值问题满足的泛函，通

过选择离散单元上的插值函数，形成刚度矩阵；④对

稀疏线性系统进行求解，得到边值问题的解。其中

②与④是公认的影响计算速度的主要环节，而区域

剖分不仅关系到对地质单元、地形的逼近程度，还关

系到形成刚度矩阵的规模与非零元素分布，直接影

响线性方程组求解速度。

对于二维问题，有限单元的离散单元常采用四

边形、三角形两种形式。四边形单元剖分简单易行，

三角形单元比四边形单元有更好的拟合复杂地形与

地质单元的能力。在大地电磁二维正演模拟的早期

研究中，为了更好拟合地形，陈乐寿［２］采用了矩形网

格与三角形单元结合的剖分方法；Ｗａｎｎａｍａｋｅｒ

等［３］采用了对四边形单元进行二次剖分为三角形的

方案；为提高计算精度，史明娟等［４］和徐世浙［５］采

用了二次插值四边形网格；刘云等［６］利用等参单元

变换，采用四边形网格实现了带地形的正演问题；

陈小斌等［７］研究了采用交叉对称三角形网格剖分的

有限单元直接迭代方法。从网格的生成算法上看，

上述研究均采用了较直接的网格生成算法，生成网

格规则，易于对节点进行编号与访问，也有人称这类

网格为结构化网格。结构化网格的不足在于对地质

单元的拟合程度不高，且对计算区域外的扩展区域

剖分单元数量较多，影响计算速度。为了克服结构

化网格的不足，Ｋｅｙ等
［８］采用非结构化的自适应剖

分算法进行海洋大地电磁的正演；Ｌｉ等
［９］利用非结

构化网格进行了各向异性问题的二维大地电磁正

演。非结构化网格剖分算法，有利于对地质单元与

地形的拟合，且最大可能的保证剖分单元的质量、减

少扩展区域单元数量，但生成算法复杂、往往采用迭

代方法，计算速度较慢。

本文研究了一种基于二叉树的收缩网格剖分算

法，其特点表现在如下几个方面：结构化网格生成速
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度快、节点编号与访问容易；又具有非结构化网格，

可减少扩展区域单元数量；同时采用三角单元剖分

有利于对地质单元与地形的拟合。本文应用该剖分

方案对二维大地电磁问题进行了正演计算，计算结

果表明剖分方案在保证计算精度条件下提高了计算

速度。

２　二维大地电磁场有限单元数值模拟
基本原理

　　二维条件下，取地质体走向为狕轴，大地电磁问

题满足偏微分方程［５］



狓

１

ｉωμ

犈狕

（ ）狓 ＋


狔

１

ｉωμ

犈狕

（ ）狔 ＋（σ－ｉωε）犈狕 ＝０

（１）



狓

１

σ－ｉωε

犎狕

（ ）狓 ＋


狔

１

σ－ｉωε

犎狕

（ ）狔 ＋

　　ｉωμ犎狕 ＝０ （２）

式中：μ是介质的磁导率；ε是介电常数；σ是电导

率；ω为角频率。式（１）代表Ｅ型波，也称 ＴＥ模

式，式（２）代表Ｈ型波，也称ＴＭ模式。

对于Ｅ型波，取狌＝犈狕，τ＝
１

ｉωμ
，λ＝σ－ｉωε；

对于Ｈ型波，取 狌＝犎狕，τ＝
１

σ－ｉωε
，λ＝ｉωμ。

式（１）、式（２）满足如下统一形式的变分
［５］

犉（狌）＝∫Ω

１

２
τ（狌）

２
－
１

２
λ狌［ ］２ ｄΩ＋

∫Γｂｏｔｔｏｍ
１

２
τ犽狌

２ｄΓ （３ａ）

狌狘Γｔｏｐ ＝１
（３ｂ）

δ犉（狌）＝０ （３ｃ）

其中： ＝


狓
犲狓＋



狓
犲狔；Ω为研究区域；Γｔｏｐ为研究

区域上边界，Ｅ型波取空气边界、Ｈ 型波取地表边

界；Γｂｏｔｔｏｍ为研究区域底边界。

根据有限单元剖分结果，泛函式（３ａ）可表示为

离散形式
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Ω∫犲
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∑
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∑
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犓３）犲狌＝ １２狌
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根据变分式（式（３ｃ）），得到有限单元计算方程组

犓狌＝０

将边界条件式（式（３ｂ））代入式（５）求解，即可得到

节点的场值。

２　基于二叉树（犅犻犜狉犲犲）的收缩网格
剖分方案

　　鉴于各种地表的地球物理观测方法，一般都是

浅部观测数据的分辨率高、深部逐渐变低，根据这样

的认识，本文引入了二叉树为基础的收缩网格剖分

方法。

２．１　基于犅犻犜狉犲犲的收缩结构

在图论中二叉树定义为：一个连通的无环图，并

且每一个顶点的度不大于３。有根二叉树还要满足

根节点的度不大于２。有了根节点之后，每个顶点

定义唯一的父节点和最多２个子节点。假设由模型

底部向地表分辨率变高，则其具有二叉树式的结构，

如图１ａ所示。

２．２　减速收缩方法

图１ａ所示的ＢｉＴｒｅｅ结构对于实际工作来说

收缩速度过快，模型底部单元的剖分过粗，为了克服

这一缺点在收缩过程中引入缓冲层，即每隔几层收

缩一次。图１ｂ为加入一个缓冲层的收缩结构。

图１　基于叉树的收缩结构示意图

（ａ）二次收缩；（ｂ）带减速层的二次收缩

２．３　四边形单元的三角形化

分析收缩网格特点可见，在其网格中只存在四

点、五点两种四边形（图２），通过简单算法即可实现

其三角形化：四点四边形犃犅犆犇，可以变为三角形

犃犅犇与犅犆犇 或三角形犃犆犇 与犃犅犆；五点四边形

可变为三个三角形犃犅犈、犅犇犈、犅犆犇。图３为剖分

的四边形单元三角化示意图，可见所有单元均为三

角形，且节点间联接关系明确。

２．４　二次插值节点的生成与三角单元二次剖分

有限单元法计算中，通常假设单元上的场值线

性或二次变化。对于上述收缩网格中的三角形单
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元，通过在边上引入二次节点可实现二次插值；对有

二次节点的三角形单元一分为四，可实现二次剖分。

其过程如图４所示，三角形犐犓犑，在边犐犑插入中间

节点犕犽，在边犑犓 插入中间节点犕犻，在边犓犐插

入中间节点犕犼；生成二次剖分三角形单元犐犕犽犕犼、

犕犽犑犕犻、犕犻犓犕犼、犕犼犕犽犕犻。图５为图３插入中间节

点，实现二次插值示意图；图６为利用二次插值节点

实现二次剖分的示意图。

图２　四边形单元变为三角形单元

（ａ）四点四边形变三角形；（ｂ）五点四边形变三角形

图３　三角形化

图４　三角单元二次离散

图５　二次插值

２．５　收缩网格剖分算法与多重剖分

利用二叉树与四边形变三角形，由三角形边插

入二次节点、带二次节点三角形二次离散，可设计收

缩网格算法步骤：①根据二叉树生成四边形二次收

缩网格，得到一次剖分的节点；②对四边形进行三

角形化，得到边集；③利用边集插入二次节点，实现

二次插值；④根据单元要求，对有二次节点的三角

形进行二次剖分，生成二次剖分三角形；⑤重复③、

④直到达到剖分要求。

图６　二次剖分

３　收缩网格剖分下大地电磁剖分单元
刚度矩阵计算

　　收缩网格剖分的最后单元为一次和二次插值三

角形，利用一维、二维自然坐标［５］推导可得到单元上

的刚度矩阵。三角单元节点逆时针编号犻，犼，犿，如

果有二次插值节点则为犻，犼，犿，狉，狆，狇，其中狉为边

犻，犼中点、狆为边犼，犿 中点、狇为边犿，犻中点。下文

中犪，犫，犮的定义来自参考文献［５］。

３．１　泛函式（４）第一项单元积分

当选择双线性插值，犓１犲矩阵元素为

　犽狊狋 ＝
１

４Δ
（犪狊犪狋＋犫狊犫狋）　　狊，狋∈ ｛犻，犼，犿｝ （６ａ）
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　　当选择双二次插值，犓１犲矩阵为

犓１犲 ＝
犓１１犲　犓

３Ｔ
１犲

犓３１犲　犓
２
１

［ ］
犲

其中犓１１犲矩阵元素为

犽犽犺 ＝
－
Δ
３
（犪犽犪犺＋犫犽犫犺）　犽≠犺

Δ（犪
２
犽＋犫

２
犽）　　　　犽＝

烅

烄

烆 犺

　犽，犺∈ ｛犻，犼，犽｝

（６ｂ）

犓２１犲矩阵元素为

　　　　犽狑ω ＝

８Δ
３
［（犪２狑 ＋犪２狀＋犪狀犪狑）＋（犫２狑 ＋犫２狀＋犫狀犫狑）］ 狑＝ω

４Δ
３
［（２犪ω犪狑＋犪狀犪狑 ＋犪ω犪狀＋犪２狀）＋（２犫ω犫狑＋犫狀犫狑 ＋犫ω犫狀＋犫２狀）］ 狑≠

烅

烄

烆
ω

　　　　　　　　　狑，ω，狀∈｛犻，犼，犽｝，狀≠狑≠ω （６ｃ）

犓３Ｔ１犲矩阵可以写成

犓３Ｔ１犲 ＝
４Δ
３

犪犻犪犼＋犫犻犫犼 ０ 犪犻犪犿 ＋犫犻犫犿

犪犻犪犼＋犫犻犫犼 犪犼犪犿 ＋犫犼犫犿 ０

０ 犪犼犪犿 ＋犫犼犫犿 犪犻犪犿 ＋犫犻犫

烄

烆

烌

烎犿

（６ｄ）

３．２　泛函式（４）第二项单元积分

当选择双线性插值，则有

犓２犲 ＝
Δ
１２

２　１　１

１　２　１

１　１　

烄

烆

烌

烎２

（７ａ）

　　当选择双二次插值，则有

犓２犲 ＝
Δ
１８０

　６ －１ －１ ０ －４ ０

－１ 　６ －１ ０ ０ －４

－１ －１ 　６ －４ ０ ０

０ ０ －４ ３２ １６ １６

－４ ０ ０ １６ ３２ １６

０ －

烄

烆

烌

烎４ ０ １６ １６ ３２

（７ｂ）

３．３　泛函式（４）第三项单元积分

当选择双线性插值，则有

犓３犲 ＝
犾
６

２　１

１　（ ）２ （８ａ）

当选择双二次插值，则有

犓３犲 ＝
犾
３０

　４ ２ －１

　２ １６ 　２

－１ ２ 　

烄

烆

烌

烎４

（８ｂ）

４　算例分析

４．１　均匀半空间模型

分别取地下电阻率为１Ω·ｍ和１０００Ω·ｍ，采

用规则网格和收缩网格（缓冲层为６）三角形单元双

线性与双二次插值，计算ＴＥ、ＴＭ模式视电阻率，研

究收缩网格的计算精度和适用性。计算区地表取

６５个节点，垂向取２６个节点（包括地平线），水平方

向节点位置由如下函数生成

狓（犻）＝

狓（犻－１）＋５０×１．５狘
犻－狀／４狘

狓（犻－１）＋５０

狓（犻－１）＋５０×１．５狘
犻－３狀／４狘烅

烄

烆０

０＜犻＜狀／４

狀／４≤犻≤３狀／４

犻＞３狀／４

犻＝０

（９ａ）

取地表纵坐标为０，向下按如下函数生成垂向节点

狔（犻）＝１．５
犻
　　０＜犻＜２５ （９ｂ）

ＴＥ模式取 ５ 层空气单元，分别计算 １０００Ｈｚ，

０．００１Ｈｚ时电阻率。

表１为规则网格、收缩网格分别采用双线性与

双二次插值的节点数。可见本实例中，收缩网格可

以将节点数减少一半以上，刚度矩阵非零元素将减

少３／４以上，无疑将大大提高求解效率。表２为均

表１　剖分节点数统计

网格类型 观测模式 双线性 双二次

规则网格 ＴＥ

ＴＭ

１６９０

２０１５

６５７９

４４２５

收缩网格 ＴＥ

ＴＭ

８１４

１１３９

３１３５

１８６９

表２　均匀半空间（１Ω·犿）犜犈模式视电阻率计算结果

Ω·ｍ

网格类型
双线性 双二次

１０３Ｈｚ １０－３Ｈｚ １０３Ｈｚ １０－３Ｈｚ

规则网格 １．０３７１２３ ０．９９７０３７ ０．９９８８１３ １．０００００６

收缩网格 １．０３９３４０ ０．９９３０２８ ０．９９７８６３ ０．９９９８２２
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表３　均匀半空间（１０００Ω·犿）犜犕模式视电阻率计算结果

Ω·ｍ

网格

类型

双线性 双二次

１０３Ｈｚ １０－３Ｈｚ １０３Ｈｚ １０－３Ｈｚ

规则
网格 １００５．４５４２５３９９９．９９８０９６１０００．０５３７０４１０００．０２３８２２

收缩
网格 １００４．１７０２４８９９９．９４８７０３１０００．０８１９５９１０００．０００８２１

匀半空间电阻率为１Ω·ｍ时ＴＥ模式视电阻率计

算结果，表３为均匀半空间、电阻率为１０００Ω·ｍ时

ＴＭ模式视电阻率计算结果（为节省篇幅其他两种

情况不再赘述），可见规则网格与收缩网格计算精度

相差不大，双二次插值精度远高于双线性插值。由

此可见收缩网格在与规则网格保持相同精度的条件

下，可有效地减少节点数量，提高计算效率。

４．２　层状介质模型

为进一步验证计算精确性，采用层状介质解析

解与数值解进行比较。选用均匀半空间模型相同的

剖分方式，建立三层模型，各层参数见图７ａ。图７ｂ

为有限单元（双二次插值）ＴＥ、ＴＭ数值解和理论解

曲线比较图，可见两种极化条件下数值模拟计算结

果与理论曲线完全吻合，表明数值方法具有较高的

计算精度。

图７　三层模型（ａ）及视电阻率曲线（ｂ）

４．３　带地形模型

为验证算法的适用性，进行带地形模型试算，计

算模型示意图如图８所示。ＴＥ、ＴＭ 计算结果如

图９、图１０所示，由计算结果可见，在正地形上方

ＴＥ模式形成高阻异常，而ＴＭ模式形成低阻异常，

并且低阻异常两侧存在较大的高阻异常。可见

ＴＥ、ＴＭ 均可识别低阻与高阻模型的存在，但 ＴＭ

模式视阻率曲线异常不封闭。模型试算表明，算法

有较好的适用性。 图８　模型示意图

图９　ＴＥ模式视电阻率（ａ，Ω·ｍ）和视相位（ｂ，（°））断面图
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图１０　ＴＭ模式视电阻率（ａ，Ω·ｍ）和视相位（ｂ，（°））断面图

５　结论

本文研究了一种基于二叉树结构的二维模型收

缩网格剖分方法，并应用该剖分方案进行了大地电

磁问题的有限单元正演，通过模型试算验证了基于

收缩结构的二维大地电磁有限元算法具有较高的精

度和适用性。主要取得了以下成果：

（１）开发了基于二叉树结构的收缩网格剖分算

法。该算法通过引入缓冲层，减缓二叉树收缩速度；

最终采用三角形单元剖分，有利于拟合地形、地质体

边界。

（２）开发了收缩网格的二次插值与二次剖分算

法。通过边插入二次节点，便于节点访问，利用带二

次节点三角形实现二次剖分的算法简单易行。

（３）模型试算结果表明，本文设计的收缩网格计

算精度与规则网格相当，但可以大大减少剖分节点

数。
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