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延安 Ｑ２黄土统计损伤本构模型研究

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摘　要　中国黄土的物理力学性质改变具有明显的地域性，是一种特殊土体。以延安Ｑ２黄土在不同围压和含水量下进行常
规三轴试验获得的数据为基础，运用岩石统计损伤理论对延安Ｑ２黄土的损伤本构模型进行研究。在考虑损伤门槛值对延安
Ｑ２黄土损伤变量的影响下，建立了延安Ｑ２黄土在三轴压缩条件下的统计损伤本构模型，统计损伤本构方程中的参数通过对
试验结果进行线性回归求得。试验和分析表明：在半对数坐标下，延安Ｑ２黄土初始损伤点为三轴应力应变曲线的峰值拐点，
对应的应力值为损伤应力门槛值。当施加的应力低于损伤门槛值时，应力应变曲线为线弹性关系，延安Ｑ２黄土不发生损伤；
而当施加的应力超过损伤门槛值时，延安Ｑ２黄土发生损伤，并且随着施加的应力增大，损伤不断扩大。将统计损伤理论曲线
与试验曲线进行对比，发现二者基本吻合，表明考虑损伤门槛值的延安 Ｑ２黄土统计损伤本构模型能较好的反映该地区黄土
的变形破坏特征，对该区黄土地区岩土工程设计具有参考和借鉴作用。
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１　引　言

统计损伤理论是几何损伤理论中的一个重要分

支［１，２］。ＫｒａｊｃｉｎｏｖｉｃＤ等［３］在１９８２年根据统计损伤
理论提出一个新方法：以岩石内部缺陷是随机性分

布的认识为基础，将统计强度理论和连续损伤理论

借鉴到岩石损伤软化本构模型的研究中去，确立了

黄土研究的一个新方向。

黄土是一种非均匀的地质材料，内含大量随机

分布的孔隙、裂隙等缺陷，在外荷载的作用下黄土微

元的破坏是随机的。因此，沈珠江等［４～６］假设黄土

微元强度服从统计规律，运用岩石统计损伤理论对

黄土的损伤本构模型进行研究。结果表明：在变化

的含水量或外荷载条件下，黄土的材料性质由于微

观结构缺陷的发展和演化发生了劣化过程。

本文取延安市宝塔区王良寺体左滑壁外侧，地

表下１８～２０ｍ的天然延安 Ｑ２黄土为研究对象
（
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表１），根据室内常规三轴试验数据，分析了延安
Ｑ２黄土三轴应力状态下的结构损伤规律及其随含
水量及荷载变化条件下的变形破坏规律。

表１　天然状态下延安Ｑ２黄土主要物理力学指标
Ｔａｂｌｅ１　ＭａｉｎｐｈｙｓｉｃａｌａｎｄｍｅｃｈａｎｉｃａｌｉｎｄｅｘｏｆＹａｎａｎＱ２

ｌｏｅｓｓｉｎｎａｔｕｒａｌｓｔａｔｅ
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力／ｋＰａ

内摩
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密度

／ｇ·ｃｍ－３
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含水量

／（％）
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／（％）
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２　统计损伤本构模型

２１　统计损伤变量及演化方程

　　损伤变量Ｄ是表征黄土微元的破坏概率，为黄
土破坏微元与微元总体的比例。

Ｄ＝∫
Ｆ

－∝
Ｐ（Ｆ）ｄＦ （１）

式中，Ｆ为黄土微元强度的随机分布变量，Ｆ的概率
密度函数为 Ｐ（Ｆ）。 假设黄土微元强度服从

Ｗｅｉｂｕｌｌ分布，则其概率密度函数为

图１　王良寺滑坡治理工程概貌
Ｆｉｇ．１　ＧｅｎｅｒａｌｖｉｅｗｏｆＷａｎｇｌｉａｎｇｓｉｌａｎｄｓｌｉｄｅｔｒｅａｔｍｅｎｔｐｒｏｊｅｃｔ

图２　ＴＳＺ３０２０型应变控制式三轴仪
Ｆｉｇ．２　ＴＳＺ３０２０ｔｒｉａｘｉａｌａｐｐａｒａｔｕｓｏｆｓｔｒａｉｎｃｏｎｔｒｏｌｔｙｐｅ

Ｐ（Ｆ）＝ｍＦ０
Ｆ
Ｆ( )
０

ｍ－１
ｅｘｐ－ Ｆ

Ｆ( )
０

[ ]ｍ （２）

式中，ｍ、Ｆ０为 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布参数，反映了黄土的力
学性质。

根据王春来［７］提出的两参数 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布，则
黄土的损伤变量Ｄ可用下式表示

Ｄ＝１－ｅｘｐ－ ε( )ａ[ ]ｍ （３）

式中，ε为应变，ｍ、ａ分别为形状参数和尺度参数，
且均为非负数。

黄土损伤本构关系的关键在于损伤变量 Ｄ的
选择。本文运用与岩石统计损伤变量相似的方法对

结构性Ｑ２黄土的损伤作如下假设：（１）黄土是微元
的集合体，在宏观上视为各相同性；（２）黄土微元破

５６０１２０（６）　张乐中等：延安Ｑ２黄土统计损伤本构模型研究



坏前具有线弹性性质，服从Ｈｏｏｋｅ定律；（３）黄土微
元的破坏可用统计规律来描述，且微元强度服从

Ｗｅｉｂｕｌｌ分布，其概率密度函数同单轴情况一样，可
用式（２）表示，损伤变量也可用相似的形式表示，即

Ｄ＝１－ｅｘｐ－ Ｆ


Ｆ( )
０

[ ]ｍ （４）

式中，Ｆ 为屈服函数，是３个应力不变量的函数；
Ｆ０为使系数无量纲而采用的一常数，通常取１。已
有的文献［８，９］表明，可以用 ＤｒｕｃｋＰｒａｇｅｒ破坏准则
来度量黄土的微元强度。综上所述，可选取黄土微

元强度破坏的基本形式如下

Ｆ＝αＩ１ ＋ Ｊ槡２ （５）
　　将式（５）代入式（４）得损伤演化方程如下

Ｄ＝１－ｅｘｐ－ αＩ

１ ＋ Ｊ槡２

Ｆ( )
０

[ ]
ｍ

（６）

图３　Ｑ２黄土ε～ｌｇ（σ１－σ３）关系曲线

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆε～ｌｇ（σ１－σ３）ｏｆＱ２ｌｏｅｓｓ

２２　考虑损伤门槛值的本构方程

结合前面对损伤变量的假设和Ｌｅｍａｉｔｒｅ应变等
价原理，可以建立黄土的损伤本构关系如下：

σｉｊ＝σｉｊ（１Ｄ）＝Ｄｉｊｋｌεｋｌ（１Ｄ） （７）

式中，σｉｊ为名义应力张量分量；σｉｊ为 有效应力张
量分量；εｋｌ为应变张量分量；Ｄｉｊｋｌ为弹性刚度张量
分量。

联立式（４）（７）可得黄土的统计损伤本构方程
如下

１
１－Ｄ＝ｅｘｐ

（αⅠ１＋ Ｊ槡２）

Ｆ０（１Ｄ
( )

）
[ ]

ｍ

（８）

式（８）可以写成更一般的形式，即
１
１－Ｄ＝ｅｘｐ

Ｆ
Ｆ０（１Ｄ

( )）[ ]ｍ （９）

式中，Ｆ为名义应力的组合形式。当 Ｄ＝０，即黄土
没有发生损伤时，Ｆ＝０是式（９）成立的必要条件。
所以，黄土发生损伤的门槛值或临界点是 Ｆ＝０，当
Ｆ＞０时，黄土开始产生结构损伤。

黄土在三维应力状态下，若考虑 Ｆ＝αⅠ１ ＋

Ｊ槡２＝０，且由 ＤｒｕｃｋＰｒａｇｅｒ破坏准则表达式可知
α＞０，则等式成立的必要条件为：

σ１＝σ２＝σ３＝０ （１０）
式（１０）表明，只要受到很小的外荷载，黄土损伤就
会发生。
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延安Ｑ２黄土在三维应力状态下何时开始损伤
是需要进一步研究的重点。本文通过对延安 Ｑ２黄
土在三轴试验中获得的应力应变曲线分析可知：在

三轴加载初期，应力应变关系曲线近似直线，随着三

轴荷载增大，曲线脱离线性，斜率变小。上述现象在

半对数坐标ε－ｌｇσ中表现更为明显，由此可知，延
安Ｑ２黄土峰值前应力应变曲线存在拐点（
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图３）。
结合试验和宋飞［１０］的岩石损伤研究结论，我们认为

延安Ｑ２黄土初始损伤点为半对数坐标ε－ｌｇσ中曲
线的转折点，对应的应力值就是损伤应力门槛值，由

此说明式（１０）是错误的。试验分析表明，当应力小
于损伤门槛值时，应力应变关系为线弹性，延安 Ｑ２
黄土不发生损伤；当应力大于损伤门槛值时，延安

Ｑ２黄土才开始发生损伤，随着应力的增大，延安 Ｑ２
黄土的损伤也不断增加。

依据文献［１０，１１］的确定方法，由损伤应力门槛值

作出Ｊ１／２２ ～Ⅰ１关系曲线 （

书书书

图４），其曲线呈近似线
性关系，线性函数符合如下关系式

Ｊ１／２２ ＝ｇＩ１＋ｈ （１１）
　　

图４　不同含水量Ｑ２黄土初始损伤Ｊ
１／２
２ ～Ｉ１曲线

Ｆｉｇ．４　ＣｕｒｖｅｏｆｌｏｅｓｓｉｎｉｔｉａｌｄａｍａｇｅＪ１／２２ ～Ｉ１ｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｉｓｔｕｒｅｃｏｎｔｅｎｔ

综上所述，黄土发生损伤的条件也就是黄土微元开

始发生破坏的条件，相应的损伤函数可以表示

为［１２～１５］：

Ｇ＝Ｊ１／２２ ｇＩ１ｈ （１２）
　　通过对

书书书

图２中不同含水量Ｑ２黄土的Ｊ１／２２ ～Ⅰ１

曲线拟合，可得出式（１２）中参数ｇ、ｈ与含水量的变
化关系 （

书书书

图５），关系式分别如下：
ｇ＝０２５５７ｅ－００４２５ω （１３）
ｈ＝６３０７１ω－０５９ （１４）

联立式（１２）（１３）（１４）若考虑黄土损伤门槛时，其损
伤演化方程如下：

Ｄ＝
０　　　　　　　　　　　　Ｇ＜０

１－ｅｘｐ－ Ｆ
 －ＦＧ
Ｆ( )
０

[ ]ｍ Ｇ≥{ ０
（１５）

式中，ＦＧ 为损伤应力门槛值所对应的黄土微元强
度值。

联立式（５）（７）（１１）（１５）可得考虑损伤门槛的
Ｑ２黄土统计损伤本构方程如下：

ε１ ＝

σ１－μ（σ２＋σ３）
Ｅ 　 Ｇ＜０

σ１－μ（σ２＋σ３）
Ｅ ｅｘｐ （αⅠ１＋ Ｊ槡２ －（α＋０２５５７ｅ

－００４２５ω）Ｉ１Ｇ －６３０７ω
－０５９Ｐａ）Ｅε１

Ｆ０［σ１－μ（σ２＋σ３
( )

）］
[ ]

ｍ

Ｇ≥{ ０
（１６）

式中，μ、Ｅ分别为Ｑ２黄土的泊松比和弹性模量。

７６０１２０（６）　张乐中等：延安Ｑ２黄土统计损伤本构模型研究



图５　Ｑ２黄土损伤门槛参数ｇ、ｈ与含水量关系

Ｆｉｇ．５　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎＱ２ｌｏｅｓｓｄａｍａｇｅｓｈｒｅｓｈｏｌｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓｇ、ｈａｎｄｍｏｉｓｔｕｒｅｃｏｎｔｅｎｔ

２３　统计损伤本构方程的参数求解

已知常规三轴试验结果，黄土损伤本构方程参

数Ｆ０、ｍ可由式（１６）确定。由于常规三轴试验中
σ２＝σ３，当Ｇ≥０时，式（１６）可表示为：
σ１－２μσ３
Ｅε１

＝

[
ｅｘｐ

－ （αⅠ１＋ Ｊ槡２－（α＋０２５５７ｅ
－００４２５ω）Ｉ１Ｇ－６３０７ω

－０５９Ｐａ）Ｅε１
Ｆ０（σ１－２μσ３

( )
）

]ｍ

（１７）
对式（１７）两边取对数，则

ｌｎａ＋ｍｌｎｂ＝ｌｎ－ｌｎσ１－２μσ３
Ｅε( )[ ]

１

（１８）

式（１８）中，

ａ＝（１Ｆ０
）ｍ （１９）

ｂ＝
（αⅠ１＋ Ｊ槡２ －（α＋０２５５７ｅ

－００４２５ω）Ｉ１Ｇ－６３０７ω
－０５９Ｐａ）Ｅε１

σ１－２μσ３

（２０）

令Ｙ＝ｌｎ－ｌｎσ１－２μσ３
Ｅε( )[ ]

１

；Ｘ＝ｌｎｂ；ｃ＝ｌｎａ则

Ｙ＝ｍＸ＋ｃ （２１）
　　运用式（２１）对试验结果进行线性回归可求得

ｍ、ｃ，再由式Ｆ０＝ｅｘｐ－
ｃ( )ｍ 可求出Ｆ０。

３　实例验证

根据上述方法对延安Ｑ２黄土（含水量为１０％）
的常规三轴试验结果进行拟合。Ｑ２黄土的泊松比
取０２５，根据ＤｒｕｃｋＰｒａｇｅｒ破坏准则表达式 αⅠ１＋

Ｊ槡２＝ｋ可求得α＝０１６９；弹性模量取６种不同围
压下各曲线 　　

弹性模量的平均值，通过拟合可得 Ｅ＝４４８×
１０４ｋＰａ。参数Ｆ０、ｍ的拟合结果如

书书书

表２所示。

表２　Ｑ２黄土统计损伤本构模型参数
Ｔａｂｌｅ２　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｄａｍａｇｅｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ

ｍｏｄｅｌｏｆＱ２ｌｏｅｓｓ

σ３／ｋＰａ ５０ １００ １５０ ２００ ２５０ ３００

Ｆ０／ｋＰａ ４６０ ５３５ ５７０ ６５０ ７８０ ９２５

ｍ ０４７６ ０４９ ０４８５ ０４８２ ０４７９ ０４８８

从

书书书

表２可以看出，Ｆ０随围压σ３的增大而增大，
将其绘制在Ｆ０ ～σ３坐标系中 （

书书书

图６），通过曲线拟
合可得到二者关系式如下：

Ｆ０＝３８８０５ｅ
０００２９σ３ （２２）

图６　黄土统计损伤参数Ｆ０与σ３关系曲线（ω＝１０％）

Ｆｉｇ．６　Ｒｅｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｌｏｅｓｓｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｄａｍａｇｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒＦ０ａｎｄσ３（ω＝１０％）

如

书书书

图７所示，本文的试验结果与延安 Ｑ２黄土（ω＝
１０％）在不同围压下应力应变关系曲线进行对比，
后者是用迭代法把式（２２）和参数 ｍ代入式（２１）求
得。结果表明，本文建立的考虑损伤门槛值的黄土

统计损伤本构模型能够很好地与试验结果相吻合，

充分反映了黄土的软化特性。

８６０１ ＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＧｅｏｌｏｇｙ　工程地质学报　２０１２



图７　黄土三轴统计损伤理论曲线（空心红点）与试验曲线（实心黑点）（ω＝１０％）
Ｆｉｇ．７　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｔｒｉａｘｉａｌｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｄａｍａｇｅｔｈｅｏｒｙ（ｈｏｌｌｏｗｒｅｄｄｏｔ）ａｎｄｔｅｓｔｏｆｌｏｅｓｓ（ｆｉｌｌｅｄｂｌａｃｋｄｏｔ）（ω＝１０％）

４　结　论

本文运用损伤理论研究了延安 Ｑ２黄土在三轴

压缩条件下的本构关系，建立了该地区黄土的统计

损伤本构模型。同时，考虑了损伤门槛值对黄土损

伤变量的影响。通过试验研究得出以下结论：

（１）在半对数坐标下，延安 Ｑ２黄土初始损伤点
　　

为三轴应力应变曲线的峰值拐点，对应的应力值为

损伤应力门槛值。

（２）在三维应力状态下，当应力小于损伤门槛
值时，应力应变关系为线弹性，延安 Ｑ２黄土不发生
损伤；当应力大于损伤门槛值时，延安Ｑ２黄土开始
发生损伤，随着应力的增大，损伤也不断扩大。

（３）在常规三轴条件下，延安 Ｑ２黄土的统计损
伤本构模型为：

ε１＝

σ１－μ（σ２＋σ３）
Ｅ 　 Ｇ＜０

σ１－μ（σ２＋σ３）
Ｅ ｅｘｐ （αⅠ１＋ Ｊ槡２ －（α＋０２５５７ｅ

－００４２５ω）Ｉ１Ｇ －６３０７ω
－０５９Ｐａ）Ｅε１

Ｆ０［σ１－μ（σ２＋σ３
( )

）］
[ ]

ｍ

Ｇ≥









 ０

　　（４）通过对常规三轴条件下延安 Ｑ２黄土的统
计损伤模型参数进行了深入的分析，得出常规三轴

统计损伤演化方程中参数Ｆ０随着围压σ３的增大而
增大。

（５）将统计损伤理论曲线与试验曲线进行对
比，二者基本吻合，表明考虑损伤门槛值的延安 Ｑ２
黄土统计损伤本构模型能较好的反映该地区黄土的

变形破坏特征，对本区黄土岩土工程设计具有参考

和借鉴作用。
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