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摘要  在不考虑模式误差的情况下, 用正压准地转模式探讨了条件非线性最优扰动(奇异向量在非线性
框架下的推广)在集合预报中的可能应用. 奇异向量和条件非线性最优扰动被用来产生集合预报试验的
初始扰动. 对 14 d的预报结果作了比较, 发现用条件非线性最优扰动代替第一奇异向量的集合预报技
巧在中期预报范围(6~14 d)明显高于奇异向量法. 该结论是在分析误差为快速增长扰动的条件下得到 
的, 即分析误差的非线性发展在预报后期快于奇异向量的非线性发展, 不依赖于分析误差的大小. 通过
相似指数和经验正交函数分析, 解释了为什么用新方法产生的集合预报技巧优于奇异向量法.  0F
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在大气和海洋的可预报性研究中 , 集合预报是
提供定量估计由初始误差引起的预报结果不确定性

的一种普遍采用的方法 1H

[1,2]. 显然, 这种方法在其他
一些领域, 利用有观测误差的初始已知状态, 用动力
模式预报其未来的状态, 有着潜在的应用. 集合预报
中的核心问题之一 , 就是产生能够真实地反映初始
条件不确定性的初始集合扰动 . 在许多文献中对各
种扰动产生方法作了比较, 但没有一致的结论 2H

[2~5]. 
新的集合扰动的发展(如集合卡尔曼滤波), 或者是奇
异向量方法的改进是目前集合预报发展的一个重要

方向.  
在欧洲中期天气预报中心(ECMWF), 奇异向量

法作为初始集合扰动得到了成功的应用 . 奇异向量
是在预报前期总能量发展最快的一类扰动 , 为其在
集合预报中的应用提供了主要的理论依据 3H

[6]. Gil-
mour和Simith 4H

[7]指出在集合扰动的建立过程中采用线

性近似存在着局限性 . 鉴于奇异向量不能抓住非线
性特征, Mu等人 5H

[8]提出了一个新的方法: 条件非线性
最优扰动 , 它是奇异向量在非线性框架下的自然推
广 . 本研究采用准地转模式比较了条件非线性最优
扰动和传统的奇异向量法在集合预报中的应用 , 并
探讨了条件非线性最优扰动的应用前景 . 采用的是
“完美模式”假定 , 所有的预报误差都来自于初始场

的不确定性.  

1  模式、方法和试验设计 
1.1  模式 

考察一种新方法在资料同化与集合预报中的有

效性时, 人们通常从简单模式出发, 其中正压准地转
模式是一个合适的选择. 例如Talagrand 和Courtier 6H

[9]

关于四维变分资料同化的经典论文 , 采用的即是正
压准地转模式. 该类模式在大气科学的其他研究中, 
也扮演着重要角色 , 例如关于“慢流形”(slow mani-
fold)的研究. 在Anderson 7H

[10]关于集合预报的研究中, 
甚至采用了简单的三变量Lorenz模式. 为了把注意力
集中在方法论的角度 , 本研究采用二维无量纲的正
压准地转模式:  
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未知变量是流函数ψ (x, y, t), q 是位势涡度, 
2 2f LF

gH
=  

是行星尺度 Froude数, f0是无量纲的科氏参数, H 是
典型的特征高度, 本文中 H = 104 m, hs是无量纲化的
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地形. 区域Ω  = [0, 2X]×[0, 2Y]具有双周期边界条件. 
特征长度 L = 106 m, 特征速度 U = 10 m/s, F = 
0.102, f0 = 10.0.  

在下面的数值试验中 , 对拉普拉斯项采用的是
五点离散差分格式. 对雅可比项采用的是Arakawa有
限差分格式. 时间离散采用的是Adamas-Bashforth格
式. Ω = [0, 6.4]×[0, 3.2]. 格点间距Δx = 0.2, 时间步
长Δt = 0.006分别对应 200 km和 10 min.  

简单起见, 采用的地形仅为y的函数, 类似于文
章 8H

[11]中的试验 2或者 3. 具体形式为 

 0
4π( ) sin 1
2s

yh y h
Y

⎛ ⎞⎛ ⎞= × +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

, 其中 0 0.112h = . (2) 

1.2  方法: 奇异向量和条件非线性最优扰动 

对于时间 T > 0和初始状态ψ |t = 0 = ψ0, 记模式(1)
的传播算子为 M, ψ (x, y, T)=MT (ψ0)是方程(1)在时刻
T 的解. 此外, 也定义了 M 的切线性算子 M 和下面
给出的能量范数意义下的伴随算子 M*.  

在本文中采用了两种范数, 能量范数和 L2 范数. 
能量范数定义为 

 2 2 2|| || (| | | | )d d ,E F x yΩϕ ϕ ϕ= ∇ +∫  (3) 

L2范数定义为 

 
2

2 2|| || d d ,L x yΩϕ ϕ= ∫  (4) 

其中ϕ 为流函数.  
在该研究中 , 采用迭代的幂方法来计算奇异向

量. 范数为能量范数. 详细计算过程可参考Farrell和
Moore 9H

[12].  
条件非线性最优扰动为这样的初始扰动 *

0σϕ , 即: 

使目标函数 0( )J ϕ 在给定的初始约束条件
20 Lϕ ≤σ

下, 取到极大值.   

 
0 2

*
0 0( ) max ( ),

L

J Jσ ϕ σ
ϕ ϕ=

≤
 (5) 

其中 
 0 0 0 0( ) ( ) ( )T T EJ M Mϕ ψ ϕ ψ= + − ,  (6) 

ψ0为基态的初始场, ϕ0为初始扰动, σ 为给定的正常

数, 代表初始不确定性的大小.  
为了获得目标函数J(ψ0)在初始约束

20 Lϕ ≤σ 下

的极大值, 我们计算了另一个新的目标函数, 即上面
目标函数的倒数 , 在约束

20 Lϕ ≤σ下的极小值 . 此

过程需要得到新的目标函数关于初始扰动的梯度 . 
在计算梯度时用到了伴随技术 . 采用的优化算法为
谱投影梯度算法(SPG2) 10H

[13], 这个算法可以计算在盒

子和球约束下目标函数的极小值. 此外, 这个算法不
需要计算初始约束函数关于初始扰动的梯度 , 这一
点与Mu和Zhang 11H

[11]中采用的SQP 12H

[14]优化方法不同.  
线性奇异向量近似决定预报的初始阶段相空间

最不稳定的方向 , 而条件非线性最优扰动代表满足
一定的初始约束条件在优化时间段具有最大发展的

一类扰动 . 条件非线性最优扰动的结构依赖于内积
和优化时间间隔的选择, 这点与奇异向量相似.   

1.3  试验设计 

该研究采用的是“完美模式”假定. 首先, 用非线
性模式积分一个给定的准确的初始态 , 从而产生一
个参考的大气态. 在该研究中, 这个大气态被认为是
一个“真实”态, 所有的预报场都与这个“真实”态作比
较 . 用同样的非线性模式积分分析场可获得参照预
报场. 分析场的产生方法将在第 2.1 节中给出. 奇异
向量和条件非线性最优扰动都是以参照预报场为基

态计算出的, 优化时间段为 2 d. 在分析场上, 即参照
预报场的初始场上, 加/减扰动从而产生扰动的初始
集合场 . 一个集合样本由扰动的初始集合预报和一
个参照预报组成. 集合样本 1(记为 S1)的集合扰动由
奇异向量组成; 把样本 1中的第一奇异向量替换成条
件非线性最优扰动, 其他不变, 组成了样本 2(记为
S2)的集合扰动. 也采用了蒙特卡洛方法(记为 MC)进
行了集合预报, 用来与 S1和 S2的结果作比较. 集合
S1和 S2, 由 7个成员组成. 蒙特卡洛法由 23个成员
组成.  

2  数值结果 
2.1  分析场的产生 

在“完美模式”假定下 , 有如下几种产生分析场
的方法. 根据Toth和Kalnay 13H

[5], 繁殖模和分析误差之
间存在着很大的相关 , Houtekamer和Derome 14H

[15]假定

某个繁殖模为分析误差, 做了 2个样本的集合预报试
验 . 鉴于资料同化是许多业务中心产生分析场的主
要方法, Morss等人 15H

[16]采用一个三维变分方法来产生

分析场 , 其中观测值通过在真值上叠加随机误差获
得. 在该研究中, 我们实施了一个简单的四维变分方
法来产生分析场, 具体方法如下.  

首先 , 在每一个点的真值上叠加一个具有正态
分布的随机误差产生观测值. 这样, 观测场的大小可
以通过调整正态分布的标准偏差来控制.  

根据资料同化方法 , 假定 *
0ψ 是这样的初始场 , 



 
 
 
 
 
 
 
论 文  第 52 卷 第 12 期  2007 年 6 月   

www.scichina.com  1459 

其使下面目标函数 J1(ψ0)获得极小值 

 
0

*
1 0 1 0( ) min ( ),J J

ψ
ψ ψ=  (7) 

其中 

 obs obs
1 0 0 0

1( ) ( ( ) ) ( ( ) ),
2 T T T TJ M W Mψ ψ ψ ψ ψΤ= − −  (8) 

上标T表示矩阵的转置, W是观测误差协方差矩阵的

逆矩阵, obs
Tψ 为T时刻的观测场, 此处T为 6 h. *

0ψ 即

为该研究采用的分析场. 求解(7)的细节可以参阅文
献 16H[17,18].  

2.2  预报试验 

在这部分试验中, 真实场的初始场 0
tψ 定义为  

 0
π π0.5sin 1.0sin 0.5,t x y
X Y

ψ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (9) 

能量范数 0|| || 6.582t
Eψ = , L2范数 20|| || 4.234t

Lψ = . 以参

照预报场为基态来计算奇异向量和条件非线性最优

扰动 . 这组试验讨论了不同分析误差大小下的试验
结果 . 在这我们采用集合平均预报作为评价集合预

报技巧的工具.  
(ⅰ) 试验 1.  该试验中分析误差的能量范数为

0.656, 占真实场能量范数的 9.97%; 其 L2 范数为

0.0664, 占真实场的 1.57%. 这种误差在真实大气中
属于较大的分析误差. 在初始约束σ = 0.0664的条件
下, 求得了奇异向量和条件非线性最优扰动. 集合平
均预报场和真实场的均方根误差随时间的变化如图

1(a)所示. 在第 11 d之前, S1提供了比蒙克卡洛法好
的集合平均预报. 11 d 之后, 结果相反, 这可能是由
于奇异向量不能抓住大的分析误差的非线性发展所

致. 一个令人高兴的结果是, S2从第 8~14 d提供了一
个非常好的集合平均预报, 而在预报前期, S2的集合
平均预 报较差, 可能是由于条件非线性发展太快的
缘故. 

(ⅱ) 试验 2.  在此试验中, 分析误差的 L2范数

为 0.0340, 小于试验 1中的分析误差. 在初始约束σ = 
0.0340的条件下, 计算了奇异向量和条件非线性最优
扰动 . 集合平均预报场和真实场的均方根误差随时 

 

     

     
图 1  试验 1~4中集合平均预报场和真实场的均方根误差随时间的变化 
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间的变化如图 1(b)所示. 结论与试验 1类似, S2的集
合平均预报技巧在中期预报范围(5~14 d)仍然最高;
而且 S1和 S2在预报前期的预报效果差距减小. 在整
个预报阶段蒙特卡洛方法稍微改善了预报效果.  

(ⅲ) 试验 3.  在此试验中, 分析误差的 L2范数

为 0.0158, 小于试验 2 中的分析误差. 集合平均预报
场和真实场的均方根误差随时间的变化如图 1(c)所
示. 容易发现, 对于该分析误差场, S1和 S2在预报前
期几乎没有差别, 而从第 5~14 d, S2仍然提高了预报
技巧 . 蒙特卡洛法在预报前期几乎没有改善预报效
果, 在预报后期预报效果变差.  

从以上的数值试验我们可以发现 , 随着分析误
差的减小, 在预报前期, S2的集合平均预报效果逐渐
接近 S1; 而在预报后期, S2仍能够提供一个比 S1效
果好的集合平均预报. 这些结果启示我们, 当实际大
气中分析误差较小时 , 条件非线性最优扰动仍然可
以用来作为集合扰动, 从而提高中期预报技巧.  

2.3  另一个试验(试验 4) 

在这个试验中, 真实场的初始场 0
tψ 为 

 0
2π 2π1.0sin 1.0sin 5.0,
2 2

t x y
X Y

ψ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (10) 

能量范数 0|| || 10.156t
Eψ = , L2范数 20|| || 23.073t

Lψ = . 分

析误差的 L2范数为 0.0476, 占真实场的 0.206%. 在
同样初始约束下求得了奇异向量和条件非线性最优

扰动 . 集合平均预报场和真实场的均方根误差随时
间的变化如图 1(d)所示, 发现与以上 3个试验差别很
大. 相对于参照预报, 蒙特卡洛方法提高了平均预报
技巧, 在整个预报阶段 S1集合平均预报效果变差, S2
预报效果更差.  

3  结果分析 
我们从 L2 范数的角度比较了分析误差、第一奇

异向量和条件非线性最优扰动的非线性发展 , 试图
解释为什么在一些情况下 S1和 S2能够提高预报技巧, 
而在另一些情况下 S1和 S2的预报效果变差, 并探讨
了可能原因.  

试验 1~3的结果都表明, 第一奇异向量的非线性
发展在预报前(后)期大于(小于)分析误差的非线性发
展 . 条件非线性最优扰动的非线性发展一直是三者
中最大的. 简单起见, 仅给出了试验 1的结果, 如图 2
所示.   

试验 4 的情形与以上 3 个试验差别很大, 如图 3  

 
图 2  试验 1中分析误差、第一奇异向量和条件非线性最

优扰动在 L2范数意义下随时间的非线性发展 
 

 
图 3  试验 4中分析误差、第一奇异向量和条件非线性最

优扰动在 L2范数意义下随时间的非线性发展 
 
所示. 容易发现, 分析误差的非线性发展在整个预报
阶段都要小于奇异向量和条件非线性最优扰动的非

线性发展. 该文中, 试验 1~3 中的分析误差可认为是
快速增长误差, 而试验 4中的分析误差定义为缓慢增
长误差. 

以上分析表明, 当分析误差属于快速增长误差, 
由奇异向量组成的集合样本能够改善预报效果 , 如
果把样本中第一奇异向量替换成对应的条件非线性

最优扰动 , 则在中期预报范围更大地改善了预报效
果. 当分析误差属于缓慢增长误差, 发现蒙特卡洛方
法的预报效果较好 . 快速增长扰动的集合可能使平
均预报效果变差.  

大家知道 , 集合预报是概率预报的一种近似实
现形式. 在完美模式的条件下, 集合预报的效果主要
依赖于初始扰动成员能否较好地表征初始的分析误
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差. 在上面的试验中, 在分析误差是快速增长型时, 
SV 方法和我们的方法可以较好地表征初始的分析误
差, 因而预报效果较好. 在分析误差是缓慢增长型时, 
SV 方法和我们的方法都不能较好地表征初始的分析
误差, 因而使预报效果变差. 这些分析告诉我们, 了
解分析场误差的信息 , 进而采用合适的集合预报方
法, 是很重要的. 另一方面, 考虑到集合预报的一个
主要功能是提高极端天气事件的预报能力 , 而对于
极端天气事件而言 , 初始的分析误差发展大都是快
速增长的(否则在完美模式的条件下, 缓慢增长的误
差不会导致预报极端天气事件的失败), 因此, 我们
的新方法应该是有效的. 当然, 这需要进一步的试验
和研究.  

为了进一步理解在试验 1~3中, 为什么 S2比 S1
的集合平均预报效果好 , 我们采用了相似指数和经
验正交函数, 分析了分析误差和集合扰动的关系.  

首先, 我们定义了一个相似指数 S 17H

[19,20], 用来定
量地衡量模态间的相似程度.   
  ( ) , / || || || ||t t t tS t e ep e ep= 〈 〉 ,  (11) 
其中 et代表分析误差的非线性发展模态, ept代表集合

扰动的非线性发展模态.  从以上的公式可以发现, S
的范围为[−1, 1]. 此外, S依赖于内积的选择. 在该研
究中, 分别采用了能量范数和 L2范数来计算.  

定义ψ t(t)为 t时刻的真实场, ψ c(t)为 t时刻的参
照预报场, ψ e(t)为 t 时刻的集合平均预报场. 下面的
关系成立,  
 ψ c(t) −ψ t(t) = et,  (12) 
 ψ e(t) − ψ c(t) = ept, (13) 
因此, 
 ψ e(t) − ψ t(t) = ept + et, (14) 
这表明 S 的负相关越高, 集合平均预报越准确. 

图 4 分别给出实验 1 中能量范数和 L2范数情况

下 S 随时间的变化. 结果发现, 无论是能量范数还是
L2范数, S2和分析误差的相似指数 S在第 3~14 d范
围比 S1 和分析误差的 S 负值高, 这表明在这个时间
段 S2的平均预报比 S1的平均预报更准确. 试验 2, 3
结论与实验 1类似, 图示省略.  

然后, 我们采用经验正交函数, 分析了不同误差
主要模态间的关系 . 经验正交函数分析是海洋和气
象研究中广泛采用的方法. 以试验 1 为例, 采用经验
正交函数得到分析误差和集合扰动的非线性发展(14 
d)的前 3个模态, 解释了各自的主要方差(表 1). 试验
2, 3结论类似. 每个模态归一化从而使总的空间方差 

 
图 4 

(a) 分析误差和 S1, 分析误差和 S2在 L2范数意义下的相似指数 
随时间的变化; (b)与(a)相同, 但为能量范数情况 

 
表 1  分析误差, S1和 S2前 3个模态所占方差 

和总方差 
扰动 第一模态 第二模态 第三模态 总方差 

分析误差 0.517 0.206 0.135 0.858 

S1 0.616 0.197 0.099 0.912 

S2 0.594 0.171 0.105 0.870 

 
为 1.  

结果表明分析误差非线性发展的第一模态显现

出经向结构特征. 第二模态在纵向上呈现出低/高结
构, 低值区比高值区小. 第三模态在纵向上呈现出高/
低结构, 低值区和高值区相当. 同样, 也得到了 S1和
S2 集合扰动非线性发展的前 3 个模态. 然后计算了
分析误差的每个模态分别与 S1 和 S2 的相似指数(如
表 2), 发现 S2 每个模态与分析误差对应模态负相关
更高. 也就是说, S2中的集合扰动能够更好地抓住分
析误差的非线性发展模态. 

4  结论和讨论 
本文采用“完美模式”假定下的准地转模式 , 所 
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表 2  分析误差各个模态分别与 S1和 S2对应模态的 
相似指数 

扰动 第一模态 第二模态 第三模态 

S1 −0.573 0.316 0.166 

S2 −0.833 −0.722 −0.735 

 
有的预报误差都来自于初始场的不确定性 . 结果表
明, 当分析误差为快速增长类型时, 在预报前期, S1
和 S2 的集合平均预报没有显著的差别. 在预报后期
S2的平均预报效果最好. 随着分析误差的减小, S2在
预报前期的预报效果逐渐接近于 S1. 我们也探讨了
分析误差为缓慢增长类型的情况. 结果表明, 蒙特卡
洛方法提高了预报技巧. S1和 S2都使预报效果变差. 
这表明, 当分析误差为快速增长类型时, 与奇异向量
方法相比, CNOP方法能够更好地表征初始分析误差
的发展, 因而集合预报的效果较好. 而分析误差为缓
慢增长类型时, 奇异向量方法和 CNOP 方法都不能
够较好地表征初始分析误差的发展 , 导致集合预报
的效果较差.  

此外, 我们采用相似指数和经验正交函数, 分析
探讨了分析误差为快速增长的情况 , 发现无论在能
量范数还是在 L2范数情况下, S2 与分析误差的相似
指数在中期预报范围比 S1 与分析误差的相似指数负
值高. 经验正交函数分析也表明分析误差的前 3个模
态与相应的 S2 的各个模态更接近. 这些分析从另一
角度解释了为什么在预报后期(5~14 d)集合 S2 比 S1
的预报效果好.  

本文是完美模式框架下 CNOP 方法在集合预报
中的初步探讨,  S2 中仅采用了一个条件非线性最优
扰动, 并采用集合平均预报评价预报技巧. 我们的分
析表明 , 何种初始集合扰动方法效果较好依赖于分
析误差的类型 , 这从集合预报是概率预报的近似实
现形式的角度看, 是不难理解的. 为了探讨条件非线
性最优扰动在集合预报中的应用, 下一步, 我们需要
采用更复杂的模式, 做更多的数值试验(如: 不同的
地形, 或者是其他外强迫形式的引入), 并采用多种
评价方法来考察上面的数值结果 . 将尝试把不同约
束半径或者不同优化时间情况的条件非线性最优扰

动应用到集合预报中 , 特别要研究局部条件非线性
最优扰动的作用 , 探讨这样形成的集合是否能够更
好地提高预报质量.  

致谢  王佳峰提供有关计算奇异向量的资料, 王鑫提供经
验正交函数的相关程序, 特此一并致谢. 
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