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摘要  Ham在 E⊗e系统中所定义的约化因子 p和 q, 以及它们之间的关系式 2q − p = 1, 早已被人们接
受和承认, 所引入的约化因子的概念也被广泛应用于电声耦合的研究中. 但当系统具有各向异性时, 约
化因子和 Ham 关系式都要随之改变. 利用幺正平移变换法, 在分别考虑线性耦合项和各向异性项的情
况下, 对 E⊗e系统的约化因子 p和 q以及 Ham关系式做了进一步研究. 结果显示在只考虑线性项的情
况下, Ham关系式总是成立的; 而对于进一步加入各向异性项以后, 该式则只能是在特定的耦合区域内
才能满足. 当体系处于弱耦合状态时, 上述关系根本不能成立. 各向异性对约化因子有着不同程度的影
响, 进而也影响物质的物理性质, 特别是对具有较强电声耦合的 C60 系统, 也可用此方法对系统各向异
性的影响进行类似研究.  

关键词  电声耦合  约化因子  重叠积分 杨-泰勒效应 

Ham[1]在研究与 2E电子态的电子顺磁共振(EPR)
谱相关的动态杨 -泰勒 (Jahn-Teller, 简称JT)效应时 , 
在描述由于磁场、应力或超精细相互作用等造成 2E
能级分裂的自旋哈密顿量中引入了约化因子的概念. 
由于约化因子不但能比较直接地反映出晶体中JT效
应对能谱的影响, 而且对于某些弱微扰系统, 约化因
子就足以描述系统的JT效应的影响. 因此, 许多学者
在研究具有电声相互作用的JT系统时 , 都对系统的
约化因子进行了计算 [2～5], 其中包括C60 在内的二十

面体群的对称性系统. 实验证明, Ham定义的约化因
子反映了电声相互作用对自旋轨道耦合、外界压力和

内应力等微扰对系统影响的屏蔽效应 , 从而让人们
更清楚地了解物质内部相互作用的实质 . 基于约化
因子的意义和重要性, 在 20 世纪七八十年代, 众多
物理和化学领域从事理论研究的工作者对不同掺杂

的晶体所对应的JT系统中约化因子进行了大量的研
究. Ham在定义约化因子的同时, 给出了E⊗e系统的
一阶约化因子p和q之间的关系: 2q − 1 = p; 由于这个
关系式很重要 , 很多学者对它成立的条件进行了广
泛的探讨. Fletcher[6], O’Brien[7], Halperin 和Englman[8], 
Badran等人 [9]以及Gauthier和Walker[10]都研究证明 , 
Ham的p和q关系式一般只适合线性耦合的单声子模
式; 在单声子模式的基础上, 又对多模的情况进行了
讨论 . Fletcher[6]证明了Ham的关系式是成立的 ; 而
Halperin和Englman[8]在经过严格的论证后得出结论: 
除非所有的频率都合并为一个单频率, 否则2q − p < 1. 
此外, Halperin和Englman还从理论上还得出多模系统

的q的最小值不仅可低于Ham的单模极小值 0.5, 甚至
在某些特殊情况下可以低到 0.25.  

从以上的研究可以看出 , 多模耦合对系统约化
因子有一定的影响. 但就我们的研究经验来看, 由于
各向异性 [11,12]对势阱的形状以及晶格或分子的振动

频率会产生影响 , 因此它对JT系统能级的影响也不
能忽略. 非常明显的例子是E⊗e JT系统, 在只考虑电
声的线性耦合项时, 系统的势能面是一个势槽, 而当
考虑二阶耦合项后 , 势能面将被弯曲成势阱 . 所以 , 
势槽内和势阱中的能级不论从对称性上还是在结构

上都有很大区别, 从而势必影响系统的约化因子. 因
此 , 探讨各向异性在系统中对计算约化因子所起的
作用是很有必要的. 鉴于此, 本文在考虑线性项的基
础上 , 研究分别来自电声耦合的二阶项和反谐振项
所产生的各向异性 , 探讨各向异性的引入给系统的
能级、势阱间的重叠积分及Ham约化因子p和q引起的
变化, 分析这些变化对Ham的约化因子关系式 2q − p 

= 1 所产生的作用, 进一步探讨这个关系式成立的条
件 , 从而确定在不同的电声耦合强度下各约化因子
对不同对称性的微扰所造成的影响.  

1  电声耦合系统的哈密顿量 

考虑双重简并的具有立方点群O的不可约表示E
的对称性系统, 其轨道电子态与具有二重简并的e对
称性的振动模式(分量为Qθ和Qε)的耦合就是所谓的
E⊗e电声耦合系统 . 该系统的哈密顿量可分为谐振
项、线性相互作用项、二次项和反谐振项 4 部分,在
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二维空间的轨道电子态基矢{|θ 〉,|ε〉}下,可表为如下
的形式[1]:  
  (1) vib int quad anhar ,H H H H H= + + +
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其中 

 
2

2 2
vib 1

1 ˆ ,
2

j
j

j

P
H Q Aμω

μ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (2) 

 int
ˆ ˆ( )EH V Q U Q U ,θ θ ε ε= +  (3) 

 2 2
quad 2

ˆ ˆ[ ( ) 2 ],H V U Q Q U Q Qθ ε θ ε θ ε= − +  (4) 

 2 2
anhar 3 1

ˆ( 3 ) ,H V Q Q Q Aθ θ ε= −  (5) 
式中 VE为线性耦合系数, V2为 E 对称性的二次耦合
系数, V3为 A1对称性的三次耦合系数, μ和ω 分别是 
e声子模式的有效质量和频率, Pj是振动坐标 Qj的共

轭动量, Ûθ 和 Ûε 是具有 E对称性的电子算符的两个

分量 , 1Â 具有单位算符的形式 , 分别由下列方程式   
给出:  

 
1ˆ ( )
2

Uθ ,θ θ ε ε= −  (6) 

 
1ˆ ( )
2

Uε ,θ ε ε θ= − +  (7) 

 1
ˆ .A θ θ ε ε= +  (8) 

我们所考虑的系统往往不是孤立的绝热系统 , 通常
要受到外部微扰(如应力、自旋-轨道耦合和磁场等)
的作用 , 而这些微扰对系统各物理量性质的影响非
常重要, 并且常常是未知量. 正确而有效地写出这部
分哈密顿量对我们解决这类问题非常重要 . 根据二
重简并所具有的对称性耦合的分解, 它应该分解成 E, 
A1和 A2 三种不可约表示, 即 E⊗E = E⊕A1⊕A2. 因此, 
一般的微扰哈密顿可写成如下对称化的形式:  

 1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ,H G A G A G U G Uθ θ ε ε′ = + + +  (9) 

式中作为电子算符系数出现的 Gi(i = 1, 2, θ, ε)不仅具
有对称性的特征 , 而且还表示了该系统所受外部微
扰作用的大小. 其中 G1具有立方点群中 A1的对称性, 
G2具有不可约表示 A2的对称性, Gθ和 Gε 则具有不可

约表示 E 两个分量的对称性. 轨道算符 2Â 在电子基
态{|θ 〉, |ε〉}下的表达式为 

 2
ˆ (| | ).

2
iA θ ε ε θ= 〉〈 −  (10) 

不难看出, (10)与(6)和(7)式具有如下的对易关系: 

  (11) 2
ˆˆ ˆ,U U iAθ ε⎡ ⎤ =⎣ ⎦ .

),

作为微扰的哈密顿 H′应该作用在电子-声子耦合

空间 , 即态矢量应该是具有一定对称性且含有声子
或声子的产生和湮灭算符的态形式 . 为了简化能量
求解的运算 , 在不改变体系任何能量矩阵元的条件
下, 我们将电声耦合空间变换到纯电子空间, 将微扰
哈密顿写成如下的有效形式:  

总 

 eff 1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ(H G A pG A q G U G Uθ θ ε ε= + + +  (12) 

式中 p和 q是在态空间变换时为保持能量相等而引入
的参数, 由下式给出:  

;0,0 ;0,0 ;0,0 ;0,0
,

E U E E U E
q

U U
θθ θ ε ε θ

θ εθ θ ε θ
= =

〈
 (13) 

 2

2

;0,0 ;0,0
,

i E A E
p

A
ε θ

ε θ
=  (14) 

其中 ;0,0Eθ 和 ;0,0Eε 为系统电声耦合的基态函数, 

θ 和 ε 为纯电子态. 显然, p和q就是Ham提出的约

化因子[1], 它们分别影响A2 对称性和E对称性的微扰. 
由于它们在一般情况下小于 1, 因此对系统的微扰起
屏蔽作用. 从p和q的定义式可以清楚看出, 此作用完
全是电声耦合的结果.  

电子空间和电声耦合空间的变换是通过幺正平

移变换算符来完成的, 为了满足对称性的变换, 电子
态也适当采用了原电子基态的对称性组合 , 即

| |j j
j n nεθ |θ θ ε= +  (当 j分别等于 x, y 和 z时, nθ = 

−1/2, −1/2, 1, nε = − 3 /2, 3 /2, 0). 其态之间的变换
关系由下式给出:  

 ;0,0 ;0,0 ,j j jUθ θ′ =  (15) 

式中 ˆ
jU 称为幺正平移算符,  

 ( )ˆ exp ( ) ,j
j i i

i
U C b b+

i
⎧ ⎫⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑  (16) 

其中 ( ) ( )2 ,j j
i iC  μω α= − ( )j

iα 是计算系统能量极值

时所引入的参数, 下标i代表声子的模式, 可取e模式

的两个分量θ 和ε, jb+和bj为声子的产生和湮灭算符. 

利用投影算符对任何一个势阱中的态|θ′j; 00〉 ( j = x, y, 
z)进行作用都可以得到如下所示的对称化的电声耦
合基态[13]:  

2 1 1;0,0 ( ;0,0 ;0,0 ;0,0 ),
3 2 2E z x yE Nθ θ θ θ′ ′ ′= − − (17) 

 
1;0,0 ( ;0,0 ;0,0 ).
2 E x yε θ θ′ ′= −  E N (18) 

(17)和 (18)式中 , NE 是态函数的归一化因子 , 等于
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1 1 2ES+ ; SE为属于不同势阱间谐振子基态的重叠

积分, 其定义和计算结果由下式给出:  

 
;0,0 ;0,0 3

exp ,
| 2

z x JT
E

z x

E
S

θ θ
θ θ ω

′ ′ ⎛ ⎞
= = −⎜〈 〉 ⎝ ⎠

⎟  (19) 

式中 

 
2

JT 2 .
8

V
E

μω
=  (20) 

EJT就是由于线性项的电声耦合所造成的 JT分裂能量,
它与文献[1]的定义有 1/4 系数之差, 这源于 V 和 VE

的定义. EJT 表示原来对称且简并的能级被分裂为上

下两个势能面 , 这两个势能面的最低点的能量差被
定义为该系统在此情况下的 JT 能量. 从物理概念上
讲, 幺正平移变换在这里起到了关键的作用, 使得变
换后的电声耦合表象的基态在电子态的表象中含有

声子的产生和湮灭算符 , 从本质上反映了电声耦合
的特征.  

2  线性耦合项对约化因子的贡献 
为清楚起见, 我们首先考虑线性耦合, 忽略二次

项和反谐振项的影响. 但完全忽略这两项的影响, 就
必须应用连续的投影算符对线性项的波函数进行处

理, 否则就要重复 Ham 的运算步骤. 根据我们的计
算, 当 V2/μω2<<1 时, 二次项对重叠积分的贡献可以
忽略, 但仍可保留系统的对称性和重叠积分. 这样一
方面可以避免使用连续投影算符的复杂性 , 另一方
面(13), (14), (17) ~ (19)式的定义可继续使用. 因此利
用(13)和(14)式, 即可计算约化因子 p和 q:  

 
1 2

,
2
E

E

S
q

S
+

=
+

 
3

.
2

E

E

S
p

S
=

+
 (21) 
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把 SE的表达式代入(21)式, 很容易计算出 q和 p的值, 

为方便起见 , 我们以 3
1 EK V μω= 为变量将结果

绘入图 1, 以便分析和比较.  
从图 1 可以看出, 在只考虑线性耦合的情况下, 

不管 VE取什么值, 关系式 2q – p = 1都是成立的; 此
外, 随 VE强度的增加, 约化因子 q以指数形式衰减到
某一确定的值(约为 0.5), p比 q衰减的更快以致到零, 
该图与文献[1]中的图很类似, 不同之处在于文献[1]
是取约化因子 q和 p的多项式展开近似和不同的自变
量. 这就从另一角度展示了Ham的结果 2q – p = 1. 然
而, 随着研究的深入, 人们发现电子态与多模振动的
耦合对约化因子和 Ham 关系式产生了一定的影响. 
由此推断, 电声耦合的高阶项以及反谐振项的加入, 

将会导致系统的各向异性效应 , 对系统的能量和势
阱间的重叠积分也会产生一定的作用 , 这势必对约
化因子以及 Ham关系式产生影响.  
 

 
 

图 1  在只考虑线性耦合作用时, 约化因子 q和 p与耦合
系数 K1的关系 

 

3  Hquad所造成的各向异性对约化因子的影响 

当 Hquad项所起的作用比线性项足够小但又能足

以形成对称性的势阱时 , 将声子的激发所造成的影
响作为系统的微扰 , 也就是在原来绝热近似的基础
上, 将声子激发所造成的微扰作为对基态的修正. 利
用微扰理论 , 可对系统的重叠积分和约化因子进行
计算 , 从而确定该微扰对系统的各向异性产生的影
响. 在考虑两个声子的修正时, 我们对该系统的约化因
子和重叠积分进行了解析计算, 得到了如下的结果:   

 ( )1
1 1 2 1 ,

2 EQ
EQ

q S
S

f⎡ ⎤= + +⎣ ⎦+
 (22) 

 
2
1 2

1
3 3 81 ,

2 64 1 2 1
EQ

EQ

S K K
p f

S x x
⎡ ⎤⎛= + − + ⎞
⎢ ⎥⎜+ +⎝ ⎠

⎟+⎢ ⎥⎣ ⎦
 (23) 

 

2
1

2

2
1

2

3
exp

16(1 2)

4(1 2 )3 3 1 64 ,
512 1 2 (2 1)

EQ
K

S
K

K
f

x K x

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞−
⎢ ⎥⋅ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

(24)

 

式中 

 
2
1 2

1 2
2

3
,

64(1 )
K K

f
K

=
−

 2
2 2 ,

V
K

μω
=  

2
1

2
.

4(1 )
K

x
K

=
−

 (25) 

上式中 SEQ表示含有电声二次耦合项和两个声子激发

作为微扰的重叠积分, K2是在计算过程中引入的与二

阶电声耦合常数相关的无量纲参数 . 计算后则可以
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得出, 只有当两种耦合常数都很强时, 约化因子 p 和
q才满足 Ham关系式 2q − p = 1(图 2).  
 

 
 

图 2  K2取不同值时, Ham关系式 2q − p与电声耦合参数
K1的函数关系 

 
从图 2可以看出, 随着 K2的减小, 曲线的峰值向

右移动并有迅速展宽的趋势 , 使得弱线性耦合区域
远远偏离 1. 这说明在线性耦合强度较弱时, 2q − 1 = p
关系式是不成立的. 在真实的电声耦合系统中, 当线
性耦合强度较小时 , 作为高阶的二次耦合强度应当
更小, 即 K2作用很小. 由此得出结论, 对于具有各向
异性的弱耦合的电声相互作用体系, Ham的约化因子
关系式 2q−p=1不成立. 

在考虑二次项引起的各向异性时 , 另一个值得
观察的系统参数就是势阱间的重叠积分 , 因为它不
仅能够直接反映势阱间声子态的相互叠加程度 , 而
且还能够表征势阱形状受二次耦合影响的大小 . 为
了直观起见 , 我们把各向同性状态下的重叠积分与
含有各向异性的重叠积分绘于图 3中. 

4  Hanhar所造成的各向异性 

与引入二次项的微扰类似, 考虑来自 Hanhar的各

向异性项所产生的影响, 利用同样的方法进行处理,
对系统的约化因子和势阱间声子的重叠积分进行了

计算. 根据此项微扰的特性, 考虑三个声子的激发所
带来的影响, 得到了如下的结果:  

 21 2 (1 )
,

2
EA

EA

S f
q

S
+ +

=
+

 2 33 (1 )
,

2
EA

EA

S f f
p

S
+ +

=
+

 (26) 

 
2
1

42
2

3
exp (1 ),

16(1 )EA
K

S f
K

⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
 (27) 

 
 

图 3  二次项耦合所造成的各向异性下得到的重叠积分与
各向同性下的重叠积分结果 

 
其中参量分别为 

 3
2 4 2

1 3

16
,

(1 )
K

f
K K

=
+

 3
3 4

1

64(1 )
,

3 256
K

f
K

+
= −

+
 (28) 

2 2
31 1

4 2 2
3 3 1

3
,

8(1 ) 4(1 ) 32
KK K

f
K K K

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

− − +⎢ ⎥⎣ ⎦
 3

3 2 4
3

.
2

EVV
K

μ ω
=

 
(29) 

为了清晰起见 , 我们将势阱间的重叠积分和约化因
子所满足的 Ham关系式分别绘入图 4和 5, 并把各向
同性的结果一并绘入, 以便比较. 

从图 4可以看出, 重叠积分与二阶项的各向异性
有很大区别 . 二阶项的各向异性往往造成势阱形状
的扩展和区域的扩大 , 使得势阱间的重叠积分比各
向同性时略大 . 但反谐振项的各向异性却使得势阱
的形状变得陡峭, 势阱的区域变小, 势阱间的重叠减
弱, 从而使重叠积分变小. 这一结果并非是三阶项的 

 

 
 

图 4  不同势阱间的重叠积分 
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图 5  约化因子关系 2q− p与耦合系数 K1及不同 K3之间的

关系 
 

特征, 而是反谐振项的对称性以及耦合常数K3 与线

性耦合常数反号[13]所具有的结果.  
从图 5可以清楚地看出, 当线性耦合强度较弱时, 

Ham关系式不成立, 即 2q − p ≠ 1, 但如果K1≥3.5, Ham
关系式都是成立的. 这说明线性耦合较强时, Ham关
系式基本不受反谐振项的影响, 都是成立的.  

5  结论 
本文在线性及弱二阶项的基础上 , 继续考虑来

自于Hquad和Hanhar项所造成的各向异性对约化因子p 
和q及其关系式 2q − p = 1所产生的影响. 发现在考虑
线性项和非常弱的二阶耦合的情况下, E⊗e系统的一
阶约化因子p和q之间的关系 2q − p = 1在任何耦合强
度下都是满足的. 但在引入各向异性后, 不仅p和q本
身都受到了影响, 而且Ham关系式 2q – p = 1也只能
是在特定的耦合强度范围内才能成立 . 这一结果表
明 , 在引入各向异性后得到的约化因子关系式含有
更为详细的信息 , 也为进一步模拟实验数据及揭示
物质内在相互作用的规律提供了更为具体的物理模

型. 通过计算, 本文展示了各向异性在计算约化因子
中的重要性 , 也为实验工作者利用约化因子来解释
实验数据提供了又一重要的参考依据 , 并可与考虑
多模对约化因子的影响相比较. 严格说来, 应该统筹
考虑各向异性和多模对约化因子的影响 , 才能比较
精确地提供有关该系统内电声耦合对外加压力、应力

以及自旋轨道耦合等作用的约化或屏蔽效应 . 如果
考虑多JT中心或多个非满壳层的电子能级的电声耦
合系统, 我们需要考虑电子态之间的耦合. 这些不同
的电子态耦合成更高维数的电子态 , 然后再与晶体

的振动模式相互作用 , 这就是所谓的乘积型JT效应
[14]. 解决这种耦合模式的新方法的讨论已经在二重
简并的电子态下进行 [15]. 能否把本文讨论的各向异
性方法纳入乘积型JT效应中 , 还有待于进一步的探
讨. 但可以肯定的是, 各向异性效应对电声耦合系统
的能级和约化因子都有不可忽视的影响 , 在其他电
声耦合系统中, 特别是在C60 参与的高对称性JT系统
中都应该进一步考虑 , 并且应该深入到二阶约化因
子的计算.  
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