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【基础理论与应用研究】

多维背包约束下单调非减下模函数

最大值的贪婪算法

宫兴荣，何尚录，杨留猛

（兰州交通大学 数理与软件工程学院，兰州　７３００７０）

摘要：给出了求解多维背包约束下单调非减下模集函数最大值的近似算法，证明了该算法的性能保证是１－ｅ－１。该
算法结合了部分穷举法与贪婪算法，是对贪婪算法的一种改进，该算法的时间复杂性为Ｏ（ｎ４）。
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　　设Ｉ＝ １，２{ ，…，}ｎ，Ω＝ Ｘ Ｘ }{ Ｉ 是由 Ｉ的所有子集

构成的集合，若函数ｆ：Ω→Ｒ，Ｘ，Ｙ∈Ω，满足：

ｆ（Ｘ）＋ｆ（Ｙ）≥ｆＸ∪ )( Ｙ＋ｆＸ∩ )( Ｙ

则称ｆ是定义在Ω上的下模集函数．又若对Ｘ，Ｙ∈Ω且 Ｘ

Ｙ，ｆ（Ｘ）≤ｆ（Ｙ），则称ｆ是单调非减的。

考虑如下组合最优化问题：

ｍａｘｆ（Ｘ）

ｓ．ｔ．∑
ｉ∈Ｘ
ｃｉ≤Ｂ

　　∑
ｉ∈Ｘ
ｄｉ≤Ｃ

ＸＩ

（１）

其中Ｂ，Ｃ，ｃｉ，ｄｉ（ｉ∈Ｉ））是非负整数，ｆ（Ｘ）是非负非减的下模

集函数。

上述问题属于ＮＰ－难问题，没有十分有效的求解方法，

特别是多项式时间算法，于是人们主要研究求解此类问题的

比较有效的近似算法。在求解组合最优化问题的各种近似

算法 中，贪 婪 算 法 是 最 简 单 且 最 为 有 效 的 算 法．

Ｎｅｍｈａｕｓｅｒｅｔａｌ考虑了单背包约束下ｃｉ＝１（ｉ∈Ｉ）的特殊情形，

给出了一种简单贪婪算法并证明了性能保证为 １－ｅ－１。

Ｍ．Ｓｕｉｒｉｄｅｎｋｏ结合部分穷举法与贪婪算法，给出了一般情形

下单背包约束问题的一种改进的贪婪算法，并证明了其性能

保证为１－ｅ－１。在此将这种情况中的思想推广到多维背包

约束的情形，给出求解问题（１）的贪婪算法，并证明了所给算

法的性能保证为１－ｅ－１。所谓性能保证是指若由近似算法

所求近似解至少是精确解的倍，则称此近似算法的性能保

证为。文中给出若干引理及其证明、问题（１）的近似算法，

并证明了其性能保证。

１　若干引理及证明

引理１　设Ｉ＝ １，２，…，}{ ｎ ，ｆ是定义在Ｉ的子集构成的

集合Ω上的下模函数，对Ｘ∈Ω，ｉ∈Ｉ＼Ｘ，定义 Δｉ（Ｘ）＝

ｆＸ∪{ })( ｉ －ｆ（Ｘ），若Ｘ，Ｙ∈Ω，满足ＸＹ且ｉ∈Ｉ＼Ｙ，则有：

Δｉ（Ｘ）≥Δｉ（Ｙ）

引理２　单调非减的集函数 ｆ（Ｘ）是 Ω上的下模集函数

当且仅当

Ｘ，Ｙ∈Ｉ，ｆ（Ｘ）≤ｆ（Ｙ）＋∑
ｉ∈Ｙ＼Ｘ

ｆＸ∪ { })(( ｉ －ｆ（Ｘ )） （２）

　　证明：（必要性）Ｘ，Ｙ∈Ｉ，令Ｙ＼Ｘ＝ ｉ１，ｉ２{ ，…，ｉ}ｋ，则有

Ｘ∪Ｙ＝Ｘ∪ ｉ１，ｉ２{ ，…，ｉ}ｋ。

由ｆ是单调非减的下模集函数及引理１，得

ｆ（Ｙ）≤ｆＸ∪ )( Ｙ ＝ｆ（Ｘ）＋ｆＸ∪ ｉ{ })(
１
－

ｆ（Ｘ）＋ｆＸ∪ ｉ１，ｉ{ })(
２
－ｆＸ∪ ｉ{ })(

１
＋… ＋

ｆＸ∪ ｉ１，ｉ２{ ，…，ｉ})(
ｋ
－ｆＸ∪ ｉ１，ｉ２{ ，…，ｉｋ－ })(

１
＝

ｆ（Ｘ）＋Δｉ１（Ｘ）＋Δｉ２ Ｘ∪ ｉ{ }( )
１
＋… ＋

Δｋ Ｘ∪ ｉ１，ｉ２{ ，…，ｉｋ－ })(
１ ≤ｆ（Ｘ）＋Δｉ１（Ｘ）＋

Δｉ２（Ｘ）＋… ＋Δｉｋ（Ｘ）＝ｆ（Ｘ）＋∑
ｉ∈Ｙ＼Ｘ
Δｉ（Ｘ）＝

ｆ（Ｘ）＋∑
ｉ∈Ｙ＼Ｘ

ｆＸ∪ { })(( ｉ －ｆ（Ｘ )）

（充分性）设函数ｆ满足不等式

Ｘ，Ｙ∈Ｉ，ｆ（Ｙ）≤ｆ（Ｘ）＋

∑
ｉ∈Ｙ＼Ｘ

ｆＸ∪ { })(( ｉ －ｆ（Ｘ )）

ΑΒＩ，ｉ∈Ｉ＼Β

设令Β＼Α＝ ｉ１，ｉ２，…，ｉ{ }ｋ，由于 Α＼Β＝Ω，令 Ｙ＝Α，Ｘ＝Β，ｆ



是非减的，所以有ｆ( )Α≤ｆ( )Β。

又令Ｙ＝Α∪ ｉ１{ ， }ｉ，Ｘ＝Α，则有

ｆΑ∪ ｉ１，{ })( ｉ ≤ｆ( )Α ＋ｆΑ∪ { })( ｉ －

ｆ（Ａ )）＋ｆΑ∪ ｉ{ })(
１
－ｆ（Ａ）＝

ｆΑ∪ ｉ{ })(
１
＋ｆΑ∪ { })( ｉ －ｆ（Ａ）

ｆΑ∪ ｉ１，{ })( ｉ －ｆΑ∪ ｉ{ })(
１ ≤

ｆΑ∪ { })( ｉ －ｆ（Ａ）

同理有：Δｉ Α∪ ｉ１，ｉ{ })( ２ ≤Δｉ Α∪ ｉ{ })( １

Δｉ Α∪ ｉ１，ｉ２，ｉ{ })(
３ ≤Δｉ Α∪ ｉ１，ｉ{ })(

２
，…，

Δｉ Α∪ ｉ１，ｉ２，…，ｉ{ })(
ｋ ≤Δｉ Α∪ ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ－{ })(

１

得到：

Δｉ( )Β≤Δｉ Α∪ ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ－{ })(
１ ≤…≤

Δｉ Α∪ ｉ１，ｉ{ })(
２ ≤Δｉ Α∪ ｉ{ })(

１ ≤Δｉ（Ａ）

即对ΑΒＩ，ｉ∈Ｉ＼Β，有

ｆΒ∪ ｉ{ })(
１
－ｆ( )Β≤ｆΑ∪ { })( ｉ －ｆ（Ａ）

所以ｆ是Ω上的非减的下模集函数。

引理３　设 Ｐ，Ｄ是任意正整数，ρｉ １，２，…，)( ｐ是任意非

负实数，则有以下不等式

∑
ｐ

ｉ＝１
ρｉ

∑
ｐ

ｉ＝１
ρｉ

ｍｉｎ
ｉ＝１，２，…，ｐ∑

ｔ－１

ｉ＝１
ρｉ＋Ｄρｔ

≥

１－ １－１)( Ｄ
ｐ
＞１－ｅ－

Ｐ
Ｄ （３）

　　证明：设ｆ( )ρ＝∑
ｐ

ｉ＝１
ρｉ＝ρ１＋ρ２＋…＋ρｐ

ｆρ( ) ＝ ｍｉｎ
ｉ＝１，２，…，ｐ∑

ｔ－１

ｉ＝１
ρｉ＋Ｄρｔ≤

ρ１＋ρ２＋… ＋ρｔ＋１＋Ｄρｔ，(ｔ＝１，２，…，)ｐ

ｆ（ρ）
ｆρ( )

＝
∑
ｐ

ｉ＝１
ρｉ

ｍｉｎ
ｉ＝１，２，…，ｐ∑

ｔ－１

ｉ＝１
ρｉ＋Ｄρｔｐ

＝

ρ１
ｆρ( )

＋
ρ２
ｆρ( )

＋… ＋
ρｐ
ｆρ( )

＝ｘ１＋ｘ２＋… ＋ｘ

　　又由式（２）得

ｘ１＋ｘ２＋… ＋ｘｔ－１＋Ｄｘｔ≥１，(ｔ＝１，２，…，)ｐ

　　考虑如下线性规划

ｍｉｎ　ｘ１＋ｘ２＋… ＋ｘｐ

ｓ．ｔ．　Ｄｘ１≥１

ｘ１＋Ｄｘ２≥１



ｘ１＋ｘ２＋… ＋ｘｔ－１＋Ｄｘｔ≥１

ｘｉ≥０，(ｉ＝１，２，…，)ｐ

　　求得该线性规划的可行解：

ｘｉ＝
１
Ｄ １－１)( Ｄ

ｉ－１
(ｉ＝１，２，…，)ｐ

　　上述线性规划的对偶规划：

ｍａｘ　ｙ１＋ｙ２＋… ＋ｙｐ

ｓ．ｔ．　Ｄｙ１＋ｙ２＋… ＋ｙｐ≤１

Ｄｙ２＋ｙ３＋… ＋ｙｐ≤１



Ｄｙｐ－１＋ｙｐ≤１

Ｄｙｐ≤１

ｙｉ≥０，ｉ＝１，２，…，ｐ

　　求得该对偶规划的可行解：

ｙｉ＝
１
Ｄ １－１)( Ｄ

ｐ－ｉ
，ｉ＝１，２，…，ｐ

　　不难看出这两个线性规划的最优解相等，即有

∑
ｐ

ｉ＝１
ｘｉ＝∑

ｐ

ｉ＝１
ｙｉ＝

１
Ｄ ＋

１
Ｄ １( －１)Ｄ ＋

１
Ｄ １( －１)Ｄ

２
＋… ＋１Ｄ １( －１)Ｄ

ｐ－１
＝

１
Ｄ

１
Ｄ １－１)( Ｄ

ｐ

１
Ｄ １－１)(







Ｄ

＝１－ １( －１)Ｄ
ｐ

≥１－ｅ－
Ｐ
Ｄ

２　算法及其分析

２．１　基本思想

列举出基数为１或２的所有可行解，找出使目标函数值

取最大值的可行解（最优解集），用Ｘ１表示；考虑基数为３的

所有可行解，在保证当前可行解集在多背包约束下可行的情

况下，找出使目标函数取最大值的集合，用 Ｘ２表示；若 ｆ

Ｘ( )１ ≥ｆＸ( )２ ，则输出Ｘ１，否则输出Ｘ２。

２．２　具体算法

记：ｍａｘｃ１ｉ，ｃ２ｉ，…，ｃ{ }ｍｉ ＝ｃｉ，ｍｉｎＢ１，Ｂ２，…，Ｂ{ }ｍ ＝Ｂ。

[ ]ｘ表示不超过ｘ的最大整数。

（１）ＵＩ，Ｕ ＜３且∑
ｉ∈Ｘ
ｃｔｉ≤Ｂｔ，（ｔ＝１，２，…，ｍ）时，

求出 ( )ｆＵ，令Ｘ１＝ａｒｇｍａｘ ( ){ }ｆＵ ；

（２）ＵＩ， Ｕ ＝３，∑
ｉ∈Ｘ
ｃｔｉ≤Ｂｔ，（ｔ＝１，２，…，ｍ）时，

令Ｘ０＝Ｕ，ｔ＝１，Ｉ０＝Ｉ；

（３）找出

θｔ＝ ｍａｘ
ｉ∈Ｉｔ－１／Ｘｔ－１

ｆ（Ｘｔ－１∪ { }ｉ）－ｆ（Ｘｔ－１）
ｃ[ ]
ｉ ＋１

＝

ｆ（Ｘｔ－１∪ ｉ{ }
ｔ）－ｆ（Ｘ

ｔ－１）

ｃｉ[ ]
ｔ
＋１ ，

若 ∑
ｉ∈Ｘｔ－１∪ ｉ{ }ｔ

ｃｉ≤Ｂ，则取Ｘ
ｔ＝Ｘｔ－１，Ｉｔ＝Ｉｔ－１＼ｉ{ }ｔ；

（４）若Ｉｔ＼Ｘｔ＝，终止，否则令ｔ＝ｔ＋１，转（３）；
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（５）求出所有的由Ｕ开始的Ｘｔ，

并计算ｆ（Ｘｔ），

令Ｘ２＝ａｒｇｍａｘｆ（Ｘ
ｔ{ }）；

（６）若ｆＸ( )１ ≥ｆＸ( )２ ，则输出Ｘ１，否则输出Ｘ２。

２．３　算法的时间复杂性

由于基数不超过３的子集个数最多有３ｎ３，故算法最多

循环３ｎ３次，而每次循环需调用一次贪婪算法求解，其复杂

度为Ο（ｎ），故其算法的时间复杂度为Ο（ｎ４）。

２．４　算法的性能保证

定理１：求解问题（１）的上述贪婪算法的性能保证是１

－ｅ－１。

证明：定义函数ｇ（Ｘ）＝ｆ（Ｘ）－ｆ（Ｙ），因 ｆ（Ｘ）是非减下

模函数，故对Ｘ满足 ＹＸＩ，ｇ（Ｘ）都是非减下模函数。

因此ｇ（Ｘ）满足引理２中的不等式（２）。

设ｔ ＋１是算法中的不能将 ｉｔ＋１∈Ｘ增加到 Ｘ
ｔ中的

第一步，则：Ｘｔ＋１＝Ｘｔ，Ｉｔ＋１＝Ｉｔ＼ｉｔ{ }＋１ ，设 ｔ
 ＋１是从

第ｔ步开始不能增加到 Ｘｔ中的第一步，则：Ｘｔ＝Ｘｔ－１，Ｉｔ＝

Ｉｔ－１＼ｉ{ }ｔ。若ｉｔ＋１Ｘ
ｔ，则：ｃｉｔ＋１＋∑

ｉ∈Ｘｔ
ｃｉ＞Ｂ

令Ｘｔ，ｔ＝１，２，…ｔ，是算法在第 ｔ次迭代后所得的近

似解。

根据不等式（２）及ｇ（Ｘ）的定义有：

ｇ（Ｘ）≤ｇ（Ｘｔ）＋∑
ｉ∈Ｘ／Ｘｔ

（ｇ（Ｘｔ∪ { }ｉ）－ｇ（Ｘｔ））＝

ｇ（Ｘｔ）＋∑
ｉ∈Ｘ／Ｘｔ

（ｆ（Ｘｔ∪ { }ｉ）－ｆ（Ｘｔ））≤

ｇ（Ｘｔ）＋∑
ｉ∈Ｘ／Ｘｔ

（ ｃ[ ]
ｉ ＋１）θｔ＋１≤

ｇ（Ｘｔ）＋（ Ｂ－∑
ｉ∈Ｙ
ｃ[ ]ｉ ＋ｔ＋１）θｔ＋１

对ｔ＝１，２，…ｔ均成立。

令ｃｔ＝∑
ｔ

τ＝１
ｃｔ[ ]
τ
＋ｔ，（ｔ＝１，２，…，ｔ），ｃ０ ＝０，则：ｃｔ＝

∑
ｔ

τ＝１
ｃｔ[ ]
τ
＋ｔ，（ｔ＝１，２，…，ｔ），ｃ０ ＝０，ｃ′＝ｃｔ＋１ ＞

Ｂ－∑
ｉ∈Ｙ
ｃ[ ]ｉ ＋ｔ＋１＝ｃ″，对ｊ＝１，２，…，ｃ′，当ｊ＝ｃｔ－１＋１，ｃｔ－１

＋２，…，ｃｔ时，定义ρｊ＝θｔ，则：

ｇ（Ｘｔ ∪ ｉｔ＋{ }
１ ）＝∑

ｔ＋１

τ＝１
（ ｃｉ[ ]

τ
＋１）θτ ＝

∑
ｃ′

ｊ＝１
ρｊｇ（Ｘ

ｔ）＝∑
ｔ

τ＝１
（ ｃｉ[ ]

τ
＋１）θτ ＝

∑
ｃｔ

ｊ＝１
ρｊ，ｔ＝１，２，…，ｔ

　　根据等式：

ｍｉｎ
Ｘ＝１，２，…，ｃ′∑

Ｘ－１

ｊ＝１
ρｊ＋ｃ″ρ{ }Ｘ ＝

ｍｉｎ
ｔ＝１，２，…，ｔ ∑

ｃｊ

ｊ＝１
ρｊ＋ｃ″ρｃｊ＋{ }１ ＝

ｍｉｎ
ｔ＝１，２，…，ｔ

ｇ（Ｘｔ）＋ｃ″λｔ＋{ }
１

和不等（３），（５）得：

ｇ（Ｘｔ ∪ ｉｔ＋{ }
１ ）

ｇ（Ｘｔ）
≥
∑
ｃ′

ｊ＝１
ρｊ

ｇ（Ｘ）
≥

∑
ｃ′

ｊ＝１
ρｊ

ｍｉｎ
Ｘ＝１，２，…，ｃ′∑

Ｘ－１

ｊ＝１
ρｊ＋ｃ″ρ{ }Ｘ

≥１－ｅ
ｃ′
ｃ″ ＞１－ｅ－１

故即证得上述算法的性能保证为１－ｅ－１。
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