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摘要: 疲劳断裂是航空材料的重要失效形式, 由于裂纹尖端应力存在奇异性, 传统有限元方法模拟裂纹沿任意

路径扩展存在很多不足。作为一种新兴的数值模拟方法, 无网格计算只需将求解问题离散为独立的节点, 计算过

程中可以实时跟踪裂纹尖端区域进行局布细化。将连续的裂纹扩展过程看作多个线性增量, 每一个增量内裂纹

扩展角根据应力强度因子确定, 通过在裂纹尖端细化节点和引入外部基函数提高了计算精度。本文给出了应用

无网格方法模拟裂纹扩展过程的关键技术和计算流程, 通过对带有中心斜裂纹的 T i-6A l-4V 合金平板进行分

析, 预测得到的裂纹扩展路径与实验值吻合的较好。
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　　疲劳断裂是航空材料的重要失效形式, 应用

线弹性断裂力学理论时, 由于裂纹尖端存在应力

集中,精确计算裂纹尖端的应力强度因子、能量释

放率或者 J 积分成为计算裂纹扩展的关键。传统

的有限元方法根据裂纹尖端附近的应力、应变及

位移场确定, 为了得到精确的解,在裂纹尖端区域

需要十分精细的网格, 并且裂纹发生扩展, 相应的

网格就需要重新划分, 这样使得计算精度和求解

效率大大降低。后来相距推出了叠加法、奇异元法

和刚度导数等方法,但这些方法只适用于分析驻

立裂纹, 还没有设计出分析裂纹扩展的有效方

法[ 1-4]。

　　近年来, 人们提出了无网格计算方法。该方法

将整个求解域离散为独立的节点, 而无须将节点

连成单元,这样可以完全抛开网格生成和重划, 位

移场的近似采用了基于节点的函数拟合(常规有

限元采用单元内节点插值) ,可以保证基本场变量

在整个求解域内连续。因为脱离了单元约束,所以

在处理裂纹扩展这类具有动态不连续边界时具有

很高的精度和效率。因此,采用无网格方法模拟裂

纹扩展具有很好的应用前景。本文在简要介绍无

网格方法的基础上给出了模拟裂纹扩展的关键因

素以及提高计算精度的方法。

1　无网格计算的基本原理
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　　根据基本场变量的逼近方式和控制方程的离

散方式, 可以将无网格计算划分为几种不同的方

法, 现在比较成熟而且应用最广的方法是无网格

Galerkin 法( EFGM )。下面以区域 � 中定义的函
数u( x ) 为例来介绍无网格计算的基本原理。　　

考虑二维域 � 内求解问题,其基本方程为:

　　

� 2
u + b = 0　in � ( 1 - a)

　　　u = u　on � u( 1 - b)

　　��n = t　on � t ( 1 - c)
( 1)

其中 �� = � u + � t , u = [ uxuy]
T
为位移向量, b=

[ bxby ]
T
为体积力向量, �为应力张量, n为域边界

� t的外法向, u, t分别为边界位移和边界力。　　

与微分方程( 1-a)对应的积分方程的弱形式为:

　　� ( u) =∫
�

� su: �( u) d� -

∫
�

u �bd� -∫
�
t

u �td� = 0 ( 2)

变分形式为:

　　 �� ( u) =∫
�

� s�u: �( u) d� -

∫
�
t

�u �bd� -∫
�
t

�u �td� = 0 ( 3)

其中 �为变分算子, � s 是对称梯度算子。

　　对于位移型无网格方法, 未知量为广义节点

位移 u
～
( xI ) (在下文中简写为 u

～
I , I = 1, 2, ⋯, N) ,

得到广义节点位移之后,通过移动最小二乘法拟

合得到求解域内任意点的位移值, 进而求得应力、

应变场的分布, 这是无网格方法的关键。

　　和有限元类似, 求解域内任意一点的位移值

u( x ) 可以表示为:



　　u( x ) = ∑
N

I = 1
� I ( x ) �u

～
I ( 4)

其中 � I( x )称为变形函数。

　　应用移动最小二乘法, 求解域内任意一点位

移可以表示为:

　　u( x ) = ∑
m

i = 1

p i ( x ) a i( x )

　　　　　 = P
T( x ) �a( x ) ( 5)

其中 p
T ( x ) 是完备多项式基, m 是基底中函数的

个数, �( x ) 是相应的系数。可以看出移动最小二
乘法中多项式的系数 �( x ) 随空间坐标变化。
　　对于二维求解域来说, 常用的基函数有线性

基和平方基:

　　 p
T ( x ) = [ 1, x , y ]　m= 3 (线性基)

　　 p
T ( x ) = [ 1, x , y , x 2, xy , y 2 ]　m= 6 (平方

基)

系数�( x ) 根据加权最小二乘来确定,它使得函数

的加权局部近似误差的二次范数最小。

　　E = ∑
N

i = 1
w ( x - x I ) �[ u( x , x 1) - u

～
I ]

2
( 6)

其中w ( x - x I ) 是具有紧支域的权函数。

　　将公式( 6)写成矩阵形式有:

　　E = ( Pa - u
～
)
T
W ( x ) ( Pa - u

～
) ( 7)

其中 u
～
= [ u

～
1 u
～

2⋯u
～

N ]
T

　　P =

p 1 ( x 1 )　P 2( X 1)⋯p m( x 1)

p 1 ( x 2 )　P 2( X 2)⋯p m( x 2)

p 1 ( x N )　P 2( X N )⋯p m( x N )

　　W ( x ) =

w ( x - x 1 )　　　0　　　 　　　⋯0)

　　0　　　w ( x - x 2 )　　　 　⋯0)

　　0　　　 　　0　　　　⋯w ( x - x N )

由于E 取极小,所以

　　
�E
��= A ( x )�( x ) - B( x ) u

～

= 0 ( 8)

这里A = P
T
W ( x ) P, B = P

T
W ( x ) ,所以

　　 �( x ) = A
- 1( x ) B ( x ) u

～
( 9)

根据( 4)式可得基于移动最小二乘法的形函数的

表达式为

　　 � ( x ) = p
T
( x ) A

- 1
( x ) B ( x ) ( 10)

求得形函数后,经过相应的求导、积分运算便可得

到几何矩阵、刚度矩阵,求得总体方程, 其推导过

程与有限元相似。

　　应用 Galerkin法将控制方程( 2)转变成能量

泛函积分求极值, 需要涉及到在整个求解域对能

量进行积分。对于传统有限元,该积分是在单元内

进行的,由于无网格方法不存在单元,所以在积分

时要人为地将求解域分割成多个规则子区域,称

为积分子域( integral subdomain)。对于结构分

析,由于变形很小,可以考虑利用离散的节点构造

积分子域。需要指出的是:积分子域不同于有限元

中的单元,在有限元中,单元与节点之间必须保持

严格的协调关系, 而无网格方法中构造积分子域

是很随意的,只要能够覆盖整个求解域即可, 其作

用只是用作积分, 子域边界的交点不必和节点重

合。

2　几个关键问题的处理

　　实际情况下,裂纹扩展是一个动态连续过程,

为了能够模拟真实情况,必须将连续问题离散为

多个增量形式,在每一个增量内将裂纹扩展考虑

为稳态过程,不考虑裂纹尖端应力场的变化, 并认

为裂纹沿直线传播。数值算例表明,只要每一个增

量取得合适的话,可以准确模拟裂纹扩展。

2. 1　裂纹扩展准则

　　为了模拟裂纹的扩展,必须计算出在不同时

刻裂纹尖端的扩展角度,通常计算扩展角的方法

有: 最大周向应力,最大能量释放率准则, 应变能

密度因子准则等。本文采用最大周向应力法确定

开裂角,认为裂尖沿着最大周向应力的法向扩展,

计算公式为

　　 K Isin�0 + K Ⅱ ( 3co s�0 - 1) = 0 ( 11)

其中 K I、K Ⅱ分别为 I、Ⅱ型裂纹的应力强度因子,

�0为裂纹扩展方向角,如图 1所示。

图 1　裂纹扩展方向角的确定

Fig . 1　Determination of t he cr ack-g rowth dir ection

　　因此, 确定了应力强度因子即可求出裂纹扩

展的方向角, 其中 K I、KⅡ 可根据位移分解法确
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定。

　　在完成一次增量扩展之后,原有的裂纹尖端

节点在垂直于裂纹扩展方向一分为二,新的裂纹

尖端节点距原来的节点为 da ,其变化示意图见图

2, 因此每完成一次增量扩展,必须对裂纹几何形

状及其附近节点分布进行更新。

图 2　完成一个增量扩展后裂纹构形的变化

　　F ig . 2　Change of the cr ack configura tion

after an incr ement

2. 2　不连续性的处理

　　在本文的分析中, 将裂纹考虑为不受力的自

由边界,因此裂纹的两侧位移场是不连续的,如何

处理这种不连续是无网格计算的一个关键问题。

在有限元中, 处理这类不连续问题的方法很简单,

直接在不连续处设置为单元边界, 这样位移函数

的插值、能量泛函的积分都限制在单元内, 而无网

格方法则不同, 其形函数的构造是基于求解域内

节点值的拟合,在遇到不连续问题时,应当控制节

点的影响域不能跨越不连续边界。在处理这类问

题时, 可以将每点的影响域看作从该点发射出的

无数条光线, 当这些光线遇到不连续边界时便会

自动截断[ 5]。从图形学的观点,在研究不连续边界

附近节点的影响域时, 需要判断从该点出发的射

线是否与不连续边界相交, 如果相交,把不连续边

界外部的影响域去掉。根据这一思路,图 3阴影部

分为 i、j 点的影响域。

2. 3　扩展基函数的引入

　　基于移动最小二乘法的无网格计算,只需要

线性基函数便可得到 C
1位移场, 为了提高计算精

度,可以考虑增加基底函数的阶次。经证明:任何

包含于基函数中的函数均可准确的再生
[ 5]
。通常

把通过升高基底函数的阶次得到的函数称为内部

基函数( int rinsic basis) , 另外,还可以引入其它函

数,称之为外部基函数( ext rinsic basis)。例如在

分析奇异性问题时,可以将奇异函数作为一个基

函数, 文献[ 6]在分析裂纹尖端的应力强度因子

时,就引入了奇异函数作为基函数。为了引入合适

的函数,首先分析 I、Ⅱ型裂纹的位移场。

　　对于 I 型裂纹,裂纹尖端的位移场为:

u =
K Ⅰ

2G
r
2�cos(

�
2 ) [ �- 1 + 2sin

2
(
�
2 ) ]

v =
K Ⅰ

2G
r
2�sin(

�
2
) [ �- 1 + 2cos

2
(
�
2
) ]

( 12)

图 3　无网格计算中不连续性的处理

　　　　Fig. 3　T reatment o f discontinuity

in meshless method

对于Ⅱ型裂纹, 裂纹尖端的位移场为:

　　
u =

K Ⅱ

2G
r
2�sin(

�
2 ) [ �- 1 + 2cos

2
(
�
2 ) ]

v =
KⅡ
2G

r
2�co s(

�
2 ) [ �- 1 + 2sin

2
(
�
2 ) ]

( 13)

其中 G 为剪切模量; r 和 �代表以裂纹尖端为原
点的极坐标; �为 Ko loso v 常数

　　 �= 3 - 4�平面应变

　　 �= 3 - �
1 + �平面应力

式( 12)、( 13)可以看作是包含 r , sin (
�
2 ) , cos

(
�
2
) , sin�的函数, 因此可以采用如下基函数 p

T

= [ 1, x , y , r co s(
�
2
) , r sin(

�
2
) ,

r sin(
�
2
) sin�, r cos(

�
2
sin�]

( enriched basis)

为了比较不同基函数对提高计算精度的影响,下

面对裂纹尖端的应力场进行分析,以具有边界裂

纹的均匀受拉方板作为分析对象,其几何模型参

见图 4( a) ,考虑到对称性, 只对其上半部分进行

离散分析, 节点分布如图 4( b)所示,图中虚线代

表积分子域的边界线。
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　　根据解析理论:在裂纹尖端的延长线上某一

点的 y 方向的应力可以表述为:

　　 �y = K I

2�r
( 14)

其中 r 是此点距裂纹尖端的距离, KI 是应力强度

因子,其表达式为:

　　K Ⅰ = ��� � ( 15)

其中�是板两端的均匀拉应力, 取为单位应力。对

于图 4( a)模型, a = 10mm , b = 50mm ,查阅文献

[ 7]可知: �= 2. 84。分别采用线性基函数( linear

basis)、二次基函数( quadrat ic basis)及带有扩展

函数的增强基函数 ( enr iched basis)进行计算, 将

计算结果与解析解进行比较,如图 5。

图 4　无网格方法计算裂纹尖端应力场

　F ig . 4　Comput ation o f stress field near

the cr ack tip by meshless method

( a) geometric model; ( b) meshless

discr ete model ( the upper ha lf)

图 5　使用不同基函数得到的计算结果

　F ig . 5　Comparison of r esults from different

basis w it h analyt ical data

　　通过图 5可以看出, 使用扩展基函数后可以

大大提高裂纹尖端应力场的计算精度,因此,有利

于精确模拟裂纹扩展。在裂纹尖端区域需要加密

结点,对于新增节点位置,虽然没有单元约束可以

任意设置, 但合理的布点会利用有限的节点描述

更多的信息,根据裂纹尖端位移场的分布情况,本

文采用圆周型加密方案,即新增加的节点规则地

分布在一系列以裂纹尖端为圆心的同心圆上。

3　数值算例

　　根据上文的介绍, 应用无网格方法模拟裂纹

扩展的计算流程为:

　　step 1对求解域进行离散, 在裂纹尖端区域

进行局部加密节点;

　　step 2根据当前节点分布求出位移场,应力、

应变场;

　　 step 3 计算裂纹尖端的应力强度因子

( SIFs) ;

　　step 4 计算裂纹扩展的方向角 �0 , 假定裂纹
扩展的长度为 da

　　step 5更新裂纹的几何形状及其附近节点分

布;

　　step 6 判断裂纹扩展是否结束, 如果没有结

束,重复 step2-step5。

　　T i-6Al-4V 合金在航空工业中具有重要地

位, 本文研究复合型裂纹在循环载荷作用下裂纹

扩展过程。试样的几何形状如图 6所示,材料的物

理特性为:弹性模量 E = 1. 1×108MPa,泊松比 �
= 0. 29,所受循环载荷的应力比为 0. 1,取两个不

同的试样,它们的的裂纹长度、裂纹倾斜角及所受

应力见表 1。

图 6　试样的几何形状

F ig . 6　Geometr ic configur ation of specimen

　　由于裂纹尖端需要精细计算,所以在离散时
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对该区域进行局部加密,节点离散图见图 7。在计

算过程中,每次裂纹长度增量 da 取为裂纹长度的

3%。

表 1　两个试样的裂纹长度、裂纹倾斜角及极限应力

　Table 1　Crack lengt h, crack direction, and

ex tr eme stress of t wo specimens

Specimens �min / MPa �max / MPa � 2 a / mm

1 20. 7 207 30° 14. 2

2 17. 2 172 43° 13. 5

图 7　无网格计算模型(采用局部节点加密)

F ig . 7　Computat ional model for

meshless method

　　文献[ 8]在液压侍服试验机上对试样进行实

验,通过实验可以测得裂纹扩展的连续的轨迹线;

采用无网格方法计算时以裂纹中心为原点建立坐

图 8　数值模拟结果与实测值的比较

Fig . 8　Compar ison of numer ical r esults

w it h experimental ones

标系, 见图 6,通过多次增量扩展, 可以得到每一

个增量步时刻裂纹尖端的位置,见图 8中所示的

离散的数据点, 将数值模拟结果与实测值进行比

较,如图 8所示(由于本文只限于对裂纹扩展的稳

态过程进行分析, 所以只对裂纹扩展初期进行了

比较)。通过比较可以看出:模拟结果与实验结果

基本吻合。

4　结论

　　本文介绍了如何利用无网格方法根据线弹性

理论模拟循环载荷下的裂纹扩展过程, 通过以上

分析可以看出:无网格方法在模拟裂纹扩展时不

需要网格划分和重画, 可以跟随裂纹尖端实时加

密结点; 通过在裂纹尖端区域进行局部细化及引

入带有奇异性的扩展基函数, 可以得到精确的应

力场;将连续的裂纹扩展离散为分段的线性增量,

在每一个增量步内应力应变场及扩展角均保持不

便可以大大简化分析过程。通过对带有中心斜裂

纹的 Ti-6Al-4V 合金平板进行分析,数值模拟结

果与实验值吻合的较好, 证明了该方法的可行性。
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Meshless method for numerical simulation

of crack propagation
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Abstract: Cra ck propagation is an impor tant failur e mechanism in aeronaut ical mater ials that requir es accur ate numer ical

model to capture str ess singularity at the crack t ip. As a promising num er ical sim ulation met hod, meshless comput ation

has some outstanding advant ages over t he t raditional finite element method ( FEM ) in tr eatment o f arbitr ary evo lv ing dis-

continuity . Because of the independence o f elements, the adaptiv e refinement can be easily achieved, w hich makes t he

crack-propogation analy sis dr amatically simplified. By intr oducing enriched basis and nodal refinement , the computational

accur acy w as improved. The continuous cr ack propagat ion w as modelled as a ser ies o f linea r cr ack-grow th incr ement. At

each increment the cr ack-grow th direction was det ermined based on t he str ess intensity fa ct or s. The key technique and t he

flow char t o f the method w ere presented. The paper concludes w it h a sample calculation of oblique center-cr ack plat e o f T i-

6A l-4V alloy under uniax ial tensile load. T he predicted cr ack trajector y by meshless method is in good agr eement with t he

exper imental da ta.

Key words: meshless method; cr ack propagat ion; T i-6A l-4V alloy
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