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图的二分问题唯一全局最优解实例与骨架计算复杂性 
江 贺①②  张宪超①  陈国良② 

(① 大连理工大学软件学院, 大连 116621; ② 中国科学技术大学计算机科学与技术系, 合肥 230027. E-mail: jianghe@dlut.edu.cn) 

摘要  骨架分析是近年来理论计算机科学研究的热点, 对于NP-难解问题的启发式算法设计具有重要
意义. 由于骨架计算复杂性研究十分困难, 现有的骨架分析方法多采用实验统计手段. 针对现有方法中
存在的骨架规模小的缺陷, 给出图的二分问题GBP(graph bi-partitioning problem)的唯一全局最优解实例
构造算法, 有效提高了骨架的规模. 同时, 利用该算法从理论上证明了寻找GBP问题的完整骨架属于
NP-难解问题, 即在 P NP≠ 的假设下, 不存在多项式时间的算法可以确保得到GBP问题的完整骨架. 本
文的工作拓广了骨架计算复杂性研究的范围, 所提出的唯一全局最优解实例构造算法对于NP-难解问
题启发式算法设计亦具有较高的参考价值.       
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骨架分析(backbone analysis)[1]是近年来NP-难解
问题 [2]研究中非常活跃的领域, 对于衡量问题的难
度 (hardness)和相变 (phase transition)具有重要意义 . 
Monasson等人 [3]撰文讨论了骨架对约束可满足性问

题SAT(the satisfiability problem)的求解难度及相变的
影响. Zhang[4]分析了骨架规模对于非对称旅行商问

题ATSP(asymmetric traveling salesman problem)求解
难度的影响. 同时, 骨架分析是当前NP-难解问题算
法设计的重要手段: Schneider[5]和邹鹏等人 [6]利用多

个局部最优解的相同边作为近似骨架 , 得到了求解
TSP问题的多级归约算法; Zhang等人 [7]给出了求解

TSP问题的骨架导向LK算法; Zhang[8], Dubois等 [9]和

Valnir[10]分别给出了求解SAT问题的骨架导向局部搜
索算法 ; Zou 等人 [11]提出了求解二次指派问题

QAP(quadratic assignment problem)的近似骨架导向
的蚁群算法. 然而, 目前骨架分析还主要停留在实验
统计分析的基础上 , 计算复杂性分析一直是骨架研
究的难点. 在我们的知识范围内, 目前仅有的计算复
杂性结果是由Kilby等人 [12]证明了获取TSP问题的完
整骨架属于NP-难解的.  

图的二分问题GBP(graph bi-partitioning prob-
lem)[2]属于典型的NP-难解问题, 在并行计算、VLSI
电路设计、交通调度和数据挖掘等众多领域具有极其

广泛的应用背景. 根据计算复杂性理论 [13]可知: 除
非P = NP, 否则NP-难解问题不存在多项式时间的完
全算法. 对于大规模实例, 人们的研究目标集中在能 

用较短时间得到可接受(在性能上)解的启发式算法
(heuristic)方面 [14~18]. 目前GBP问题尚缺乏骨架的计
算复杂性研究结果, 仅有的结果是  Zou 等人 [19]利用

近似骨架进行启发式算法设计. 然而, 现有的成果存
在以下问题. (ⅰ) 目前普遍使用的近似骨架方法存
在缺陷, 当全局最优解个数不唯一时, 骨架的规模非
常小, 这样近似骨架的作用极其有限. 能否找到方法
解决GBP问题骨架规模过小的缺陷? (ⅱ) 理论上是
否存在算法可以在多项式时间内得到完整骨架? 若
存在这样的算法 , 则可以直接使用骨架来进行算法
设计, 而无须使用近似骨架. 针对上述问题, 本文首
先给出了唯一全局最优解  GBP 实例的构造方法, 对
于任意  GBP 实例, 均可以在多项式时间内得到对应
的唯一全局最优解GBP实例, 且新实例的全局最优解
恰好是原GBP实例的一个全局最优解, 显著提高了骨
架的规模. 其次, 利用唯一全局最优解GBP实例的骨
架可以在多项式时间内构造全局最优解, 进而从理论
上证明了获取GBP问题的完整骨架属于NP-难解问 题, 
即在 P NP≠ 的假设下, 不存在算法可以在多项式时间
内得到完整骨架. 本文的工作拓广了骨架计算复杂性
的研究范围, 文中所采用的先构造唯一全局最优解实
例, 再由其骨架构造全局最优解的研究方法对于其他
NP-难解问题具有较强的参考价值. 

1  预备知识 
首先给出文中所用到的一些定义和记号.  
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定义 1  给定无向加权图G = (V, E, w), 其中 V = 
{1, 2, ⋯n}为顶点集合(n为偶数), E为无向边的集合
(即(i, j), ( j, i)表示同一条边), wij表示边(i, j)的权值, 
|V|=n表示集合 V中顶点的数目, |E|=m表示集合 E中
边的数目, GBP实例(记为 GBP(V, E, w))的可行解 s = 
(V1, V2)将 V划分为两个规模相等、不相交的子集 V1, 
V2 (即 V1∩V2=∅, V1∪V2=V, | V1|=| V2| =n/2).  

由于(V1, V2)与(V2, V1)实际上是相同的可行解 , 
本文在后面的叙述中约定, 对于任意的形式为 s= (V1, 
V2)可行解, 顶点 1必须出现在 V1中.  

定义 2  给定无向加权图G=(V, E, w)上GBP实例
GBP(V, E, w), 对于可行解 s = (V1, V2), 记 C(s)={(i, j)| 
(i, j)∈E, i∈V1, j∈V2}表示顶点集 V1 与 V2 之间的割

(cut), 可行解 s的目标函数值定义为 w(s)=∑(i,j)∈C(s)wij. 
GBP 问题的目标是寻求目标函数值最小的可行解 s*, 
即 w(s*)=min{w(s)|s∈∏}, 其中∏是全体可行解的集合.  

定义 3  给定无向加权图 G=(V, E, w), 若任意顶
点 i∈V−{1}, 均有(i, 1)∈E成立, 则称G=(V, E, w)为顶
点 1-连通的, 此时实例 GBP(V, E, w)被称为顶点 1-连
通实例.  

给定无向加权图 G=(V, E, w), 若图 G是连通图, 
给定GBP实例GBP(V, E, w)的可行解的割, 可以如算
法 1构造可行解.  

算法 1  割的可行解构造算法 
输入: GBP实例 GBP(V, E, w), 割 EC 
输出: 解 s  
Begin 
(1) Choose arbitrarily an edge (i*, j*)∈EC, V1={i*}, 

V2={ j*}; 
(2) T0=V1∪V2, T1=V1∪V2; 
(3) while T0 ≠∅ do 

(3.1) choose arbitrarily a vertex i∈T0, T0=T0−{i}; 
(3.2) for each adjacent vertex j to i and j∉T1 do  

(3.2.1) if i∈V1 and (i, j)∈EC then V2=V2∪{ j}; 

(3.2.2) if i∈V1 and (i, j)∉EC then V1=V1∪{ j}; 

(3.2.3) if i∈V2 and (i, j)∈EC then V1=V1∪{ j}; 

(3.2.4) if i∈V2 and (i, j)∉EC then V2=V2∪{ j}; 

(3.2.5) T1=T1∪{ j}, T0=T0∪{ j}; 
(4) if 1∈V2 then s = (V2, V1) else s = (V1, V2); 
End 
算法 1的正确性是显而易见的. 算法本身实际上

是对于连通图顶点的一次遍历, 故此 V2∪V1=V; 根据

步骤(3.2)可以知道, 每一个顶点会且仅会加入到 V2, 
V1 中的某一个, 即 V2∩V1=∅, 并且 C(s)=EC. 算法步
骤(1), (2)和(4)的时间复杂度为 O(1), 步骤(3)的时间
复杂度为 O(m), 故算法 1的时间复杂度为 O(m).  

定义 4  对于无向加权图 G=(V, E, w)上 GBP实

例 GBP(V, E, w), 存在有限多个全局最优解 * *
1 2, ,s s  

*
qs , 记所有全局最优解的集合为∏*, 其中 q=|∏*|为

全局最优解个数. GBP实例 GBP(V, E, w)的骨架定义

为 * * *
1 2bone( , , ) ( ) ( ) ( )qV E w C s C s C s= ∩ ∩ ∩ .  

根据定义 4可知, GBP实例GBP(V, E, w)的全局
最优解越多, 骨架的规模越小. 在给出骨架定义的基
础上, 本文给出近似骨架的定义. Boese[20]最早在TSP
问题上观察到 , 局部最优解与全局最优解之间有约
80%的边重合. 随后, Merz等人 [21]在图的划分问题、

Reeves[22]在flow-shop调度问题发现了类似的性质. 这
一现象习惯上称之为“大坑”猜想(big valley hypothe-
sis). 由于实际运算中全局最优解难以获得, 很多研
究人员根据局部最优解与全局最优解之间的关系 , 
利用局部最优解来模拟全局最优解以获得近似骨架, 
再利用近似骨架来指导算法设计 [5~11]. 由于“大坑”猜
想对于近似骨架及其算法设计的重要意义, 文献 [20]
成为NP-难解问题研究领域引用率最高的论文之一. 

定义 5  对于无向加权图 G = (V, E, w)上 GBP实
例 GBP(V, E, w)的局部最优解 s1, s2, ⋯ sk, 称

1 2( ) ( ) ( )kC s C s C s∩ ∩ ∩ 为实例 GBP(V, E, w)的近似
骨架, 记为 1 2bone( , , )ka s s s− .  

定义 6  对于无向加权图 G = (V, E, w)上 GBP实
例 GBP(V, E, w), 若其有且仅有一个全局最优解, 则
称该实例是唯一全局最优解实例.  

2  GBP问题的唯一全局最优解实例构造 
首先给出 GBP 问题的顶点 1-连通偏移实例的构

造算法 , 然后证明顶点  1-连通偏移实例是唯一全局
最优解实例.  

算法 2  顶点 1-连通偏移实例的构造算法 
输入: GBP实例 GBP(V, E, w) 

输出: ˆ ˆGBP( , , )V E w  
Begin 
(1) Ê E= ; 
(2) for i = 2 to n do 

if ( ,1)i E∉  then ˆ ˆ {( ,1)}E E i= ∪ , 1 0iw = ; 

(3) for each ˆ( , )i j E∈  do  
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ˆ 1 2i n j n i j
ij ijw w × + × + −= + ; 

End 
算法  2 的时间复杂度分析如下: 步骤(1)的时间复

杂度为  O(m), 步骤(2)的时间复杂度为  O(n), 步骤(3)
的时间复杂度为  O(m+n), 故该算法的时间复杂度为
O(m+n). 显然, 给定任意 GBP实例 GBP(V, E, w), 算

法 2 所得实例 ˆ ˆGBP( , , )V E w 是顶点 1-连通实例, 本文
将通过算法2所得的实例称为GBP( , , )V E w 的顶点 1-连

通偏移实例. 给定 ˆ ˆGBP( , , )V E w 的一个可行解 s = (V1, 

V2), 它的割记为 1 2
ˆ ˆ( ) {( , ) , , ( , ) }.C s i j i V j V i j E= ∈ ∈ ∈  

顶点 1-连通偏移实例实际上也是一种 GBP 实例, 而本
文将进一步证明其全局最优解的个数唯一.  

引理 1  给定顶点 1-连通实例GBP( , , )V E w 的任

意两个不同的可行解 1 1
1 1 2( , )s V V= 和 2 2

2 1 2( , )s V V= , 必
有 1 2( ) ( )C s C s≠ 成立.  

证明  因为 1 1
1 1 2( , )s V V= 和 2 2

2 1 2( , )s V V= 是不同的

两个解, 故 1 2
1 1V V≠ , 从而存在顶点 *i 仅属于 1 2

1 1,V V 中

的某一个 , 不妨设为 * 1
1i V∈ 且 * 2

1i V∉ (对于 * 2
1i V∈ 且

* 1
1i V∉ 的情况 , 可以类似证明 ). 根据本文约定有

1
11 V∈ 且 2

11 V∈ . 按照命题假设 GBP(V, E, w)是顶点 1-

连通实例可知 *( ,1)i E∈ , 故有 *
1( ,1) ( )i C s∉ 且 *( ,1)i ∈  

2( )C s 成立, 即 1 2( ) ( )C s C s≠ . 原命题得证.  
定理 1  给定 GBP实例 GBP(V, E, w), 若 ijw Z∈  

(( , ) ),i j E∈  则它的顶点  1-连通偏移实例的 GBP( ,V  
ˆ ˆ, )E w 具有唯一全局最优解.  

证明   对于 ˆ ˆGBP( , , )V E w 的任意不同的解 1s =  
1 1

1 2( , )V V 和 2 2
2 1 2( , )s V V= , 若能证明 1 2ˆ ˆ( ) ( ) 0w s w s− ≠ 始

终成立, 则说明原命题成立.  
根据定义可知:  

1ˆ ( )w s
1

ˆ( , ) ( ) ˆ iji j C s w∈= ∑
1

ˆ( , ) ( ) ( 1 2 )i n j n i j
iji j C s w × + × + −

∈= ∑ +
 

 

1
ˆ( , ) ( ) iji j C s w∈= ∑ +

1
ˆ( , ) ( ) 1 2i n j n i j

i j C s
× + × + −

∈∑ , 

2ˆ ( )w s
2

ˆ( , ) ( ) ˆ iji j C s w∈= ∑
2

ˆ( , ) ( ) ( 1 2 )i n j n i j
iji j C s w × + × + −

∈= ∑ +  

 
2

ˆ( , ) ( ) iji j C s w∈= ∑ +
2

ˆ( , ) ( ) 1 2i n j n i j
i j C s

× + × + −
∈∑ . 

记
1

ˆ1 ( , ) ( ) iji j C s w∈Δ = ∑ , 
2

ˆ2 ( , ) ( ) iji j C s w∈Δ = ∑ ,  

1
ˆ1 ( , ) ( ) 1 2 ,i n j n i j

i j C sδ × + × + −
∈= ∑  

2
ˆ2 ( , ) ( ) 1 2i n j n i j

i j C sδ × + × + −
∈= ∑ , 

则 1 2 1 2 1 2ˆ ˆ( ) ( )w s w s δ δ− = Δ − Δ + − .根据题设 ijw Z∈  

(( , ) ),i j E∈  故此 1 2( ) ZΔ − Δ ∈ . 而
1

ˆ1 ( , ) ( )0 i j C sδ ∈< = ∑  

1 2i n j n i j× + × + −

1

3
ˆ( , ) ( ) 1 2 n

i j C s∈< ∑ 2 32 1nn< < , 类似地

20 1δ< < . 因此, 1 21 1δ δ− < − < , 只需证明 1 2δ δ− 0≠  
即可说明 1 2ˆ ˆ( ) ( ) 0w s w s− ≠ .  

对于任意的两条边 ( , )k l 和 ( , )k l′ ′ , 除非(1) k k ′=

且 l l′= , 或者 (2) k l′= 且 l k ′= , 否则 k n l n× + × +  
k l k n l n k l′ ′ ′ ′− ≠ × + × + − . 因此 , 当使用二进制表

示方法时, 
1

ˆ1 ( , ) ( ) 1 2i n j n i j
i j C sδ × + × + −

∈= ∑ 实际上是小数

点后的一串二进制数 , 它在第 i n j n i j× + × + − 位

( 1
ˆ( , ) ( )i j C s∀ ∈ )取值为  1, 而在其他位取 0. 类似地 , 

2δ 也是小数点后的一串二进制数.  

由 21 ss ≠ 且 ˆ ˆGBP( , , )V E w 是顶点 1-连通实例, 根

据引理 1 可知 1
ˆ ( )C s 2

ˆ ( )C s≠ , 从而存在一条边 ( , )i j′ ′

仅属于 1
ˆ ( ),C s 2

ˆ ( )C s 中的一个, 不妨设 1
ˆ( , ) ( )i j C s′ ′ ∈ 且

2
ˆ( , ) ( )i j C s′ ′ ∉ (对于 2

ˆ( , ) ( )i j C s′ ′ ∈ 且 1
ˆ( , ) ( )i j C s′ ′ ∉ 的情

况可以类似证明). 在使用二进制表示权值的情况下, 

1δ 在小数位的第 i n j n i j′ ′ ′ ′× + × + − 位为  1, 而 2δ 该

位为 0, 故 1 2 0δ δ− ≠ , 也即 1ˆ ( )w s 2ˆ ( ) 0w s− ≠ . 原命题
得证.  

3  GBP问题的骨架计算复杂性 
通过分析顶点 1-连通偏移 GBP实例与原 GBP实

例的关系, 证明除非 P = NP, 否则GBP问题的完整骨
架不可能在多项式时间内获得.  

引理 2  给定 GBP实例 GBP=(V, E, w), 若 wij∈Z  

( Eji ∈),( ), 给定任意两个不同的可行解 1 1
1 1 2( , )s V V=  

和 2 2
2 1 2( , )s V V= , 若 1 2( ) ( )w s w s< , 则顶点 1-连通偏移

GBP实例 ˆ ˆGBP( , , )V E w 满足 1 2ˆ ˆ( ) ( )w s w s< 成立.  
证明  对于 GBP实例 GBP(V, E, w)的任意两个

不同的可行解 1 1
1 1 2( , )s V V= 和 2 2

2 1 2( , )s V V= , 若 1( )w s <  

2( )w s , 根据 Zwij ∈ ( Eji ∈),( )可知 2 1( ) ( ) 1w s w s− ≥ .  

而根据顶点 1-连通偏移 GBP实例的定义可知:  

1
ˆ1 1 ( , ) ( )ˆ0 ( ) ( ) 1 2i n j n i j

i j C sw s w s × + × + −
∈< − = ∑  

1

3 3 2 3 1
ˆ( , ) ( ) 1 2 ( ( 1) 2)(1 2 ) 2 1n n n

i j C s n n n +
∈∑ − < <≤ ≤ . 

同理可知: 2 2ˆ0 ( ) ( ) 1w s w s< − < . 故有以下等式成立: 

2 1 2 1 2 2 1

1 2 1

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( )
            ( )) ( ) ( ) 1 0.

w s w s w s w s w s w s w s
w s w s w s

− = − + − −
− > − − ≥

 

原命题得证.  
定理 2  给定 GBP实例 GBP(V, E, w), 若 wij∈Z 
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((i,j)∈E), 则顶点 1-连通偏移 GBP 实例 ˆ ˆGBP( , , )V E w
的全局最优解也是 GBP(V, E, w)的全局最优解.  

证明   首先 , ˆ ˆGBP( , , )V E w 的全局最优解也是

GBP(V, E, w)的一个可行解. 下面用反证法证明, 假

设实例 ˆGBP( , , )V E w 的全局最优解(记为 * * *
1 2( , )s V V= )

不是 GBP(V, E, w)的全局最优解 , 则存在一个解

1 2( , )s V V= , 使得 *( ) ( )w s w s< 成立. 那么, 根据引理

2可知 *ˆ ˆ( ) ( )w s w s< 成立, 矛盾. 原命题得证.  
定理 3  除非 P = NP, 否则不存在多项式时间算

法可以获得 GBP问题的完整骨架.  
证明  反证法, 假设存在多项式时间算法(时间

复杂度记为 ( )O • )可以获得 GBP问题的完整骨架, 下
面将构造多项式时间算法获得其全局最优解 , 从而
说明矛盾的存在.  

给定无向加权图GBP(V, E, w)上的任意的GBP实
例GBP(V, E, w) (不妨假定 ijw Z∈ ( ( , )i j E∈ )1)), 可以

如下构造GBP(V, E, w)的算法: (ⅰ) 利用算法 2(顶点  

1-连通偏移实例的构造算法)可在 ( )O m n+ 内得到顶

点 1-连通偏移实例 ˆ ˆGBP( , , )V E w ; (ⅱ) 由于 GBP( ,V  
ˆ ˆ, )E w 也属于GBP问题, 按照假设, 可以在 ( )O • 得到

其完整骨架; (ⅲ) 因 ˆ ˆGBP( , , )V E w 仅有一个全局最优
解(定理  1), 故其骨架就是全局最优解的割, 再由算 
法 1(割的可行解构造算法)可在 ( )O m 内得到可行解, 
而根据引理 1可知, 该可行解就是全局最优解. 因此, 
通过步骤(1), (2)和(3)可以在 ( ) ( ) ( )O O m n O m• + + + 时

间内得到原实例的一个全局最优解 , 故GBP问题是
多项式时间内可解; 而根据计算复杂性理论 [13]可知: 
除非P = NP, 否则NP-难解问题不存在多项式时间的
完全算法, 矛盾. 故假设不成立, 原命题得证.  

4  结论与展望 
针对现有获取 GBP 近似骨架方法存在的骨架规

模小的缺陷, 本文给出 GBP 的唯一全局最优解实例
构造算法, 显著提高了骨架的规模. 同时, 利用该算
法从理论上证明了寻找  GBP 问题的完整骨架属于

NP-难解问题. 我们准备在下一步的工作中, 利用唯
一全局最优解实例构造算法改进已有的基于近似骨

架的启发式算法 , 并将本文分析骨架计算复杂性的
技巧应用于其他 NP-难解问题.  
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