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纸拱桥结构模型优化建模分析
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摘要 以大学生结构设计竞赛为背景，以纸拱桥结构模型为

分析实例，引导大学生讨论如何运用数学规划思想来进行结

构优化分析，培养大学生的学习主动性和创造性. 通过对拟

定的结构竞赛规则下的结构进行受力定性分析，建立了纸拱

结构寻优的数学规划模型，以拱桥质量最轻为目标函数，结

构在特定荷载作用和材料特性条件下，满足材料强度极限值

和稳定性要求作为约束条件，分析求解纸拱结构模型的拱轴

线，截面形状与尺寸相关的等决策变量的最优解. 求解得到

了拱轴线函数的解析解特例，并采用简单迭代运算求解了拱

截面尺寸的最优解.
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引 言

结构设计竞赛是一项针对在校大学生的集挑战性、创造

性、趣味性于一体的科技竞赛活动，旨在通过对力学原理、

结构设计方法、实验技术等知识的综合应用，培养大学生的

创新思维、团队协作精神、创新设计和动手实践的能力等综

合素质. 近些年来，国内在校大学生结构设计竞赛有多种层

次的组织形式，如教育部、土木工程学会联合主办，高校轮流

承办的全国大学生结构设计竞赛，是教育部确定的全国九大

大学生学科竞赛之一；华南理工大学主办、地方高校轮流承

办的中南地区大学生结构设计竞赛；湖南省教育厅和建设厅

主办，湖南高校承办的湖南省大学生结构设计竞赛 [1-4]. 自

这些竞赛开展以来，提高了各高校土木类大学生的学习和创

作热情，成为近年来各高校学子参与热情最高的专业竞赛之

一.

每年参赛作品的结构构型多种多样，从获奖作品分析，

能取得优异成绩的作品，均能做到对材料性能把握准确、结

构选型布局合理、受力分析细致周到，但少有作品能体现真

正意义上的优化设计理念.

结构设计竞赛所设计的模型虽小，但却同实际结构一样

五脏俱全. 建立优化设计的理念，尝试采用数学规划的思想

构建结构优化模型 [6-7]，对于培养大学生的学习主动性和创

造性具有切实的现实意义. 本文试以一纸拱桥结构模型为分

析实例，讨论如何运用数学规划思想，在假设的比赛限制条

件下，进行结构优化分析的原理、步骤与计算方法. 在介绍

中，注重将优化设计与本科阶段学生所学的力学和数学知识

结合起来. 期望这些讨论对参加建模比赛的同学能有一些启

迪和借鉴.

1 结构设计竞赛规则

统计多次竞赛，采用最多的评分规则是结构所受荷载与

结构模型质量之比. 现参照《中南地区第二届大学生结构设

计竞赛细则》，对荷载形式略做改动，虚拟结构设计竞赛规

则.

1.1 设计结构要求

要求设计的结构总长度不超过 1 000mm，横向宽度不

超过 240mm，总高度不超过 25 cm. 结构支承条件为简支

条件，提供两条横向长 300mm，宽 30mm 的条形固定支承

带，可提供竖向支承，不提供水平支承. 支承中心距离结构

计算跨度 900mm. 承受均布荷载，总重 40 kg. 采用 10 个

软质沙袋布载. 每个沙袋 4 kg，宽 160mm，长 900mm，

缓慢垒叠加载. 要求结构提供宽度不小于 200mm，高度不

小于 160mm 的加载桥面空间. 比赛对结构所设计的形式不

限，评分规则：加满荷载，结构整体及主要构件无破坏的前

提下，质量轻的胜出.

1.2 设计材料及制作工具

历次竞赛结构常用的材料有纸、棉线或蜡线、木条或竹

条、胶水等. 本次设计参照这些竞赛，设定下列比赛用的材

料：巴西白卡纸, 蜡线, 白乳胶. 提供的制作模型的工具：绘

图板，美工刀，剪刀，铅笔，直尺，三角板, 刷子，铁钉等.

1.3 材料物理力学性能

白卡纸具有较强的抗拉、压强度和刚度. 参考近年各院

校的数据 [2-3]，0.3mm 厚的巴西白卡纸的相关力学性能参

数见表 1.

因受胶水性能等因素影响, 不同层数白卡纸的力学性能

有所不同 [2]. 建议实际做模型，最好先做一些初步设计形状

的杆件进行拉压测试，确定其材料参数.
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表 1 白卡纸的力学性能参数

厚度/ 极限拉应力/ 极限压应力/ 弹性模量/

mm MPa MPa MPa

0.3 22.2 7.0 1450

1.4 蜡线材料性能

蜡线的特点是抗拉强度高、但弹性较大、对变形有要求

的结构，用铅发丝线作受拉构件的效果没有窄纸条好. 有些

文献提出采用预拉的方法来减小蜡线变形，但实践表明效果

不理想.因此建议对于主受力的受拉结构，如系杆，为避免主

结构出现大变形，采用纸带受拉. 而对于不会影响主结构受

力的次结构，如吊杆，变形要求较宽松，可采用蜡线材料. 文

献 [2] 的蜡线材料参数见表 2.

表 2 蜡线极限拉力

根数 1 2 3 4

极限力/N 48 110 168 207

2 结构优化的思路与数学建模
2.1 结构选型

结构优化一般分为 3个层次 [4]：(1)尺寸优化；(2)形状

优化；(3) 拓扑优化. 按设计竞赛规则，不限定结构形式，寻

求最优结构属于拓扑优化问题，存在无穷多潜在的拓扑. 在

尺寸和形状优化中, 可以把杆件的横截面面积、节点坐标或

板壳的厚度作为设计变量, 采用常规的迭代方法如数学规划

方法求解. 这里，我们限于在前 2 个层次上讨论结构优化问

题. 在进行定性力学分析的基础上，并结合一些模型制作经

验，对特定的桥型，用数学规划方法求解最优结构.

现在先借助一般的力学原理，讨论结构选型问题. 按设

计结构的特点，符合桥梁结构的特征. 现代桥型有梁桥、拱

桥、桁架桥、斜拉桥、吊桥等. 但斜拉桥需要桥塔两边对称受

力，不适用于单跨结构、吊桥需要锚锭提供水平反力，也不

适用于此. 梁式桥以受弯为主，而受弯不能充分发挥材料强

度，重量会较大. 因为需要构造桥面，桁架桥也不适宜. 综合

分析，认为采用带系杆的拱结构型比较合理. 拱结构以受压

为主，可以较充分地发挥材料的强度潜力.

选型定为下承式系杆拱结构. 这样，本例结构理论优化

设计问题便可表述为寻求特定工况作用下最轻结构的数学寻

优问题. 结构的重量由主拱圈、系杆、吊杆、横梁、横撑构成.

受拉的系杆和吊杆受力明确，容易确定，且重量占很小比例.

下面主要以主拱圈优化来阐述结构优化的数学规划思想和求

解方法.

2.2 主拱圈结构优化的数学规划表述

如图 1 所示的拱，计算跨径为 l，矢高为 f . 因拱自身重

量与外载相比很轻，故可视为承受均布荷载，用 q 表示、纸

材弹性模量为 E，材料极限强度即最大容许应力为 [σ]. 拱

圈截面采用双轴对称截面，面积 A(x), 抗弯抵抗矩为 W (x).

又设拱轴线方程为 y(x). 以上材料参数是已知的，跨径已知.

由拱的受力特性，矢高大的轴力相对小，故采用尽可能大的

矢高. 为了方便分析，建筑限高用 f0 表示，拱顶的截面高度

设为 D，则矢高为 f = f0 −D/2. 为了简化分析，根据拱的

经验设计值先给定一个合理的 D 值. 现在用数学规划思想

来表述寻求满足竞赛规则的最优拱结构，它具有结构最轻的

特点. 那么，其数学规划式为 [6]

find y(x), A(x), W (x)

min G =

∫ l

0

A(x)(1 + y′2(x))
1
2 dx

s.t. 0 6 σ(y(x), A(x), W (x)) 6 [σ]





(1)

其中，G 表示结构的体积，与质量最小等效. 为了能尽量使

拱截面应力均匀，要求设计的拱结构任意截面上均只有压应

力, 并假定压应力为正. 上式实际上就是结构优化的满应力

准则法 [5].

图 1 抛物线形拱

上式的求解是十分困难的，为了减少需要决策的变量或

自变函数, 使数学规划的求解变得简单些，我们要运用力学

原理来进一步简化. 下面来分析拱的受力，以求合理的拱轴

线和约束集函数 σ 的表达式. 如图 2 选取一隔离体进行分

析，由平衡原理有

H(x) = H0

V (x) = V0 − qx = q
( l

2
− x

)

M(x) = V0x−H0y(x)− qx2

2





(2)

图 2 隔离体受力

如果要截面在破坏时材料充分利用，最理想的状态当

然是全截面均匀受压，拱圈截面仅受轴力，没有弯矩. 即

M(x) = 0，由此解得

y = −4f

l2
(x2 − lx) (3)
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是一条二次抛物线，这就是结构力学和桥梁工程知识点：二

次抛物线拱在均布荷载作用下，拱轴线与压力线重合 [7]. 如

此，自变函数 y(x) 也不再是决策变量. 既然拱只受轴力，不

受弯矩，则其应力只与 A(x)有关，与 W (x)无关. 任意截面

的应力计算式为

σ(x) =
N(x)

A(x)
=

(V 2(x) + H2(x))
1
2

A(x)
=

ql

A(x)

[(1

2
− x

l

)2

+
( l

8f

)2] 1
2

(4)

这样，此结构优化问题实际上便简化为第一个层次的截

面尺寸优化问题. 将式 (3) 求导、式 (4) 代入到式 (1) 中，

就得到显式的数学优化式，式中，只有 A(x) 是决策变量 (自

变函数).

2.3 决策变量 (拱圈面积函数) 的求解

本例的求解较为特殊. 分析目标函数的特点，它是一个

积分形式，其被积函数由两个均大于 0 的函数相乘构成，不

难理解，两个越小的数相乘得到的积分值越小. 那么，后面

一部分表示弧长，决定于已知的 y(x)函数，故应将面积尽量

取到最小. 截面所能取到的最小面积实际上由应力约束条件

决定，即当 σ(x) = [σ] 时，A(x) 取到最小. 将此条件代入式

(4)，解得

A(x) =
ql

[σ]

[(1

2
− x

l

)2

+
( 1

8f

)2] 1
2

(5)

这里得到的是一个解析解. 这种应力约束下的最小重量

结构经常被称为 Michell 结构 [5]. 但是在实际工程中，能够

得到解析解的这种结构并不多，而且它仅限于单工况. 考虑

实际施工上的困难，上述最优拱结构实际上是不可能实现的.

首先曲杆的制作难，要使杆件面积按函数关系渐次变化亦难

实现. 此外，真实荷载作用到拱上不会是均布荷载，因为荷

载要通过吊杆传递到拱上，而吊杆不连续，因而拱结构实际

上会做成折杆结构，每根杆件沿长形状面积相等. 这样，在

特定的若干等间距吊杆布置下，结构优化的决策变量变成了

各节点 y 坐标与各杆件面积.

显然，当节点数趋于无穷时，优化决策解就等于式 (3)

和式 (5)的解，那么，在一定数量的节点下，节点位置优化结

果可在式 (3) 线的上下一定空间内寻求到一个近似优化解.

可以在抛物线上选择一系列点作为初值，然后设定一定的寻

优路径，采用数值迭代的方法求解. 直接采用抛物线计算的

节点坐标，也是一个近优解. 杆件面积亦然.

结合制作难度与时间考虑，将结构设计为双肢平行拱结

构, 拱脚和拱顶附近采用横撑联系成为整体. 每肋按水平 10

等段划分，全桥共 18 根吊杆和 9 根吊杆横梁. 结构布局

如图 3 所示. 初拟拱截面限高 h (20mm)，将已知参量代

入式 (5) 计算得各折杆的最小面积，拱顶的杆件面积等于

13.39mm2，拱脚的杆件面积等于 19.58mm2.

图 3 结构立面图

2.4 主拱圈截面尺寸优化

从稳定性出发，在面积确定的情况下，截面惯性矩越大

则稳定性越好. 在各个方向都能得到较大的惯性矩的截面是

圆管形截面. 考虑到平面外的稳定性可以采用横撑来加强，

又可设计成矩形箱截面,高度方向大于等于宽度方向，保证纵

向稳定性要求. 壁厚的大小则要从箱室的局部稳定性考虑，

限定在一个合理的范围内.

综上分析，在已知初拟的拱截面限高 h (20mm)，单层

纸厚 0.3mm 情况下，拱的截面优化问题的数学规划可以这

样描述：求截面宽 b，上下边纸层数 n1，左右边纸层数 n2 的

最优解，目标为使拱圈截面积 A 尽可能小，同时满足这样一

些约束条件：截面积不小于按式 (5) 计算结果 A0，拱肋纵向

稳定性大于等于要求的强度承载力, 箱室满足局部稳定性壁

厚要求. 表达为数学规划模型如下

find b, n1, n2

min A(b, n1, n2)

s.t.





A > A0, b 6 20

π2EI

l20A0[σ]
> 1

h− 0.6n2

0.3n1
6 35

b− 0.6n1

0.3n2
6 35





(6)

式中, E 为纸的弹性模量，I 为截面抗弯惯性矩. A 和 I 均

容易写成决策变量的显式表达式. l0 拱肋计算长度，这里应

按两铰拱取用等于 0.54 倍拱肋长度. 约束条件中的第 3，4

点，参照钢结构设计规范箱室受压时的局部承压条件 [8]，略

做提高. b 6 20mm 是为桥面净宽限制要求的可能最大值，

本例的求解也较为简单，可以采用试算法. 宽度 b 先取

20mm, 然后根据局部稳定条件，可行区间应为 2 层以上，

分别递增层数进行试算，找出最优的解答.

需要指出，如果按式 (6) 优化的计算面积比按式 (5) 计

算小了很多，则表明原来设定的拱肋高度偏小不合理，结构

并非最优解. 那么, 按一定步骤回到式 (1) 的优化分析，再

到式 (6) 分析. 通过一定次数的迭代分析，可以寻求一个近

似最优解.

最后取 l = 900mm，f = 200mm, 求得优化的拱肋矩

形空心截面尺寸为高 22.2mm，宽 15.5mm，壁厚均为 2 层

纸. 截面面积为 43.8mm2. 大于拱脚按强度计算所需最小面

积，因而可设计为等截面直杆.
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3 结构其他部分优化分析
3.1 横梁的截面选择与优化

吊杆横梁的设计根据横梁的受力确定. 横梁受均布荷

载，其最优的横梁尺寸是使之与相应的弯矩和剪力一致，但

同样需要考虑侧倾失稳的问题，还应综合考虑吊点的局部构

造.结合白卡纸的特点，参考一些比赛经验，认为横梁截面形

状选用空心矩形比较好，因抗拉强度大于抗压，一般横梁底

只需一层纸就好，而腹板、顶板厚度则同拱圈一样需要考虑

局部稳定性要求. 读者也可根据受力分析类似进行数学建模

优化分析，或采用试算结合试验方法确定理想的横梁构造.

3.2 横撑的截面选择与设计

横撑的主要作用是加强拱肋的横向稳定性. 根据比赛规

则，除在两拱脚位各设两道横撑之外，跨内需要的横撑数根

据稳定性要求来定，同时保证横撑下足够的空间布载. 重量

最小优化的横撑的构造形式及截面设计，目前还没有成熟的

理论公式. 初学设计者可以参考拱桥设计的相关书籍，选择

横撑构造形式和截面形式. 如果要做到精细分析，还需要通

过试算比较，甚至试验来定.

4 小 结

(1) 结构优化分析虽然复杂，但是通过培养数学优化理

念，对结构抽丝剥茧的受力分析，教习本科生正确理解和掌

握初等的结构优化方法与步骤是可行的.

(2) 数学规划分析得到的拱轴线优化结论，与拱桥设计

中的拱轴线与压力线重合的概念相吻合

(3)拱肋截面形状选择与优化分析，有利于学生理解数学

优化求解的过程与方法. 计算表明，当设计荷载量偏小时，

拱截面尺寸由稳定条件决定.

(4) 本文所做的优化分析，均建立在弹性材料基础上，

且没有考虑拱肋弹性变形对结构受力的影响. 制作模型时可

将弹性压缩引起的节点变位反向预设在模型上.
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材料力学教材编写中几个问题的探讨
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摘要 材料力学作为机械类、近机械类和土木工程类等专业

主要必修课程之一，将为一系列后续课程的学习打下重要基

础. 在总结了当前材料力学教材编写的基本情况后，重点对

教材体系、应力集中和圣维南原理、应力状态、组合变形等

教材内容编写中存在的问题及改进措施进行了探讨，为材料

力学教材的编写或改版提供了一定的参考.
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材料力学是变形体力学的重要基础分支之一，是一门为

设计工程实际构件特别是杆件提供必要理论基础和计算方法

的重要专业基础课. 通过该课程的学习，可使学生对构件的

强度、刚度和稳定性问题有比较明确的基本概念、必要的基

础知识和比较熟练的计算能力，并具有一定的分析、解决问

题的能力和初步的实验能力. 它是机械类、近机械类和土木

工程类等专业主要必修课程之一，也是目前我国大多数高校

招收该类专业或相近专业硕士研究生的入学考试课程之一.

在我国，材料力学教材经历了引用 (主要为前苏联模

式)、自建和发展的探索过程. 随着科学技术的飞速发展，
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