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ẍ + ẏ = 0 , ÿ + y = 0 (8)

这个方程也没有 Lagrange 表示. 但是, 它在 Lagrange 力学

逆问题和 Birkhoff 力学的发展中有重要地位.

2.2 Hojman-Urrutia 方程的 Birkhoff 表示

Hojman-Urrutia 方程可表示为 Birkhoff 方程. 令

a1 = x , a2 = y , a3 = ẋ , a4 = ẏ

文献 [2] 给出

R1 = a2 + a3 , R2 = 0 , R3 = a4 , R4 = 0

B =
1

2
[(a3)2 + 2a2a3 − (a4)2]





(9)

文献 [3] 给出

R1 = 0

R2 = a1 − a4 − (a2 + a3)t+

(a2 sin t + a4 cos t) cos t

R3 = a1 − a4 − (a2 + a3)t

R4 = −(a2 sin t + a4 cos t) sin t

B = (a2 sin t + a4 cos t)2





(10)

此外还可以有

R1 = a2 + a3 , R2 = −a1

R3 = a4 − a1 , R4 = −a3

B = 2a2a3 + (a3)2 − (a4)2





(11)

2.3 Hojman-Urrutia 方程的分数维表示

首先, Hojman-Urrutia 方程可当作一个分数维梯度系

统, 其势函数为

V (x1, x2, x3, x4) =

−1

2
(x3x

2
1 + x4x

2
2 − x4x

2
3 − x2x

2
4) (12)

其中

x1 = x , x2 = y , x3 = ẋ , x4 = ẏ

其次, 在分数维力学中, 可 Lagrange 化为

L = ẋ2 + ẏ2 − y2 − xẏ + ix(1/2)y(1/2) (13)

3 结 论

Whittaker 方程和 Hojman-Urrutia 方程是分析力学发

展中的重要方程. 这两个方程有些相似, 它们都不能 La-

grange 化, 它们都可 Birkhoff 化, 它们都可当作分数维梯

度系统, 都可在分数维力学中找到相应的 Lagrange 函数.
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摘要 茹科夫斯基凳是理论力学课程演示动量矩守恒原理的

实验装置. 本文讨论引起茹科夫斯基凳能量变化的外力和内

力功, 说明茹科夫斯基凳也能成为动能定理的应用范例. 文

中还在更广泛意义下讨论准刚体的质量几何变化与能量的关

系.
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茹科夫斯基凳是理论力学课程演示动量矩守恒原理的一

种实验装置. “茹科夫斯基凳” 的名称来源于原苏联理论力学

教材, 是一种可绕垂直轴自由旋转的转台. 站立在转台上的

人改变手握哑铃的双臂位置, 使转台和人所组成系统的惯性

矩发生变化 [1](图 1). 沿垂直方向的重力不构成绕转轴的力

矩. 如阻尼力矩也忽略不计, 则绕转轴的外力矩为零, 系统的

动量矩守恒. 因双臂位置在演示过程中发生变化, 系统不满
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足刚体的定义, 但对于每个固定姿势, 可以利用刚体的动量

矩公式 [2]. 当动量矩 L 为常值时, 惯性矩 J 的变化必引起

角速度 ω 的变化

ω =
L

J
(1)

图 1 表示握哑铃人的 3 种姿势: (a) 双臂平举, (b) 双

臂收缩至胸前, (c) 双臂下垂. 当状态 (a) 转变为状态 (b) 或

(c), 即双臂平举变为双臂收缩或下垂时, 惯性矩 J 减小，转

速 ω 升高. 反之, 如状态 (b) 或 (c) 转变为状态 (a), 即双臂

收缩或下垂变为双臂平举时, 惯性矩增大, 转速降低. 演示茹

科夫斯基凳的上述现象, 就能直观地解释动量矩守恒的力学

概念.

图 1 茹科夫斯基凳 (引自文献 [1])

除了解释动量矩守恒原理之外, 茹科夫斯基凳的能量

变化也是一个值得讨论的问题. 利用刚体的动能公式 T =

Jω2/2, 将式 (1) 中的角速度 ω 代入, 化作

T =
L2

2J
(2)

可看出, 在动量矩 L 为常值的条件下, 动能 T 也随惯性矩

J 的变化而改变. 当惯性矩 J 减小使角速度增大时动能也

随之增大. 反过来也是如此. 根据动能定理, 质点系动能的

变化是外力和内力作功的结果. 因此在握哑铃人改变姿态的

过程中, 必然有外力或内力的功存在. 茹科夫斯基凳的外力

是哑铃的重力, 内力是手对哑铃的握力. 后者不仅要克服重

力, 而且要克服转台旋转引起的惯性力, 包括离心力和科里

奥利力. 其中重力功 Wg 的正负号很容易确定, 向下运动时

作正功, 向上运动时作负功. 内力功 Wi 则必须根据握力和

运动方向是一致还是相反来作出判断. 外力和内力所作总功

W = Wg + Wi 的正负号决定了能量是增大还是减小.

以下具体分析握哑铃人在凳上运动的两种情况：

情况 1：减小惯性矩, 角速度和动能均增大.

当状态 (a) 转变为状态 (b), 即双臂平举变为双臂收缩

时, 重力功 Wg = 0. 为克服离心力使哑铃产生向内运动的

加速度, 握力与运动的方向一致, 内力功 Wi > 0. 满足总功

W > 0.

当状态 (a) 转变为状态 (c), 即双臂平举变为双臂下垂

时, 重力功 Wg > 0, 为使双臂产生下垂的加速度, 握力必须

小于重力, 所作的负功必小于重力的正功. 双臂为克服离心

力向内收缩所作的功是正功. 仍满足总功 W > 0.

情况 2：增大惯性矩, 角速度和动能均减小.

当状态 (b) 转变为状态 (a), 即双臂收缩变为双臂平举

时, 重力功 Wg = 0, 为克服离心力的握力和运动方向相反,

但产生向外运动加速度的握力和运动方向一致. 后者应小于

前者, 使 Wi < 0, 才能保证总功 W < 0.

当状态 (c) 转变为状态 (a), 即双臂下垂转变为双臂平

举时, 重力功 Wg < 0, 向上提升的握力必须超过重力, 才能

产生向上的加速度, 其正功必大于重力的负功. 但为克服离

心力向外运动的握力作负功, 仍可能满足总功 W < 0.

通过以上具体分析, 对于茹科夫斯基凳运动过程中的能

量变化就有比较完整的认识. 由此可见, 茹科夫斯基凳不仅

能演示动量矩守恒原理, 也能成为能量定理的应用范例. 可

使学生在分析和讨论过程中巩固与动力学普遍原理有关的基

本概念. 从而加深理解质点系的动量或动量矩变化只能由外

力或外力矩引起, 内力不能改变动量或动量矩, 但内力的功

和外力的功同样影响系统的动能.

在工程技术和日常生活中, 常有这种不能满足刚体严

格定义但足够刚硬的物体. 例如物体内部有微小的质量移

动或微小的弹性变形. 严格的分析必须用多刚体系统, 或

带弹性体的多体系统等更复杂的模型替代刚体的简化模

型. 但理论分析的难度也随之增加. 于是出现了 “准刚

体”(quasi-rigid body 或 near-rigid body) 的力学概念. 是

指不严格满足刚体定义,但可以利用刚体的动量、动量矩和

动能公式描述的刚硬物体. 其中表示刚体质量几何的参数,

如惯性矩和惯性积允许在运动过程中改变而不是常值. 以

上对茹科夫斯基凳的分析就是在准刚体概念的基础上进行

的. 实际上理论力学课程在讲授碰撞问题时就已经触及准

刚体概念, 因为碰撞物体在接触点位置存在局部弹性变形

而不符合刚体的严格定义.

在轨道内运行的带弹性天线的自旋卫星是典型的准刚

体. 在动量矩守恒状态下, 天线的弹性变形引起能量耗散. 根

据式 (2)判断, 能量降低必导致动量矩增大.由于细长形刚体

对横轴的惯性矩大于对细长轴的惯性矩.因此原来绕细长轴

旋转的卫星将逐渐转变为绕横轴旋转.这正是 1958 年美国

的绕细长轴旋转的第一颗人造卫星探险者一号 (Explorer-1)

因天线振动的内阻尼而翻转 90◦ 的失败原因 (图 2).

图 2 探险者一号卫星
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地球也是一个巨大的腾空状态准刚体. 因为地球虽然足

够刚硬, 但海洋的潮汐运动、地壳的变动和岩浆的流动每时

每刻都在改变地球的质量分布. 潮汐摩擦所做的内力功引起

能量耗散使地球的自转速度趋于变慢. 每隔一个世纪自转周

期大约增长 1∼2ms. 按照以上分析, 由于动能减小是在动量

矩守恒条件下发生的, 转速的减小必伴随惯性矩增大. 幸而

略显扁平的地球极轴已经是最大惯性矩主轴了, 因此不会出

现如细长卫星那样的翻转现象. 这倒是值得地球居民为之庆

幸的大好事.
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力学虚拟实验系统及其在实验力学教学中的作用
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摘要 力学实验教学中普遍存在的仪器和师资不足的问题严

重影响了实验教学效果. 本文发展了一套基于虚拟现实技术

的力学虚拟实验系统，不仅能仿真实验结果，而且能仿真实验

仪器和实验操作过程. 系统可实现光弹性、电子散斑干涉、

几何云纹、投影条纹、数字图像相关以及应变片实验共 6 个

实验的仿真模拟. 力学虚拟实验系统可作为常规实验力学教

学的重要补充，在很大程度上缓解实验力学教学中存在的问

题，改进教学效果.
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实验力学教学是力学和机械类专业本科生及研究生培养

中一个重要环节. 实验力学教学应以学生动手实验为主，这

是各种指导性大纲及绝大多数实验力学教教师的共识，但目

前大部分学校在教学实践中还很难达到这一要求: 只讲课不

做实验，或仅做演示实验，或十几个学生一组做实验的情况

非常普遍，这严重影响了实验力学的教学效果 [1]. 导致上

述问题的主要原因有两方面: 第一是实验仪器台套数上的不

足，第二是实验教学师资力量，尤其是实验技术人员上的不

足. 然而，以上两方面的不足很难在短期内得到解决或缓解.

目前，基于计算机仿真和虚拟现实技术，很多领域都建立先进

而实用的仿真系统，如虚拟装配系统、虚拟训练系统等 [2]，

如利用这项技术建立力学虚拟实验系统，则有助于解决上述

问题 [3-4].

实验力学教学人员以往也常用一些多媒体课件或更复

杂的软件仿真力学实验的结果，但这些课件或动画只仿真结

果，实验操作者感受不到真实的仪器，也不能进行自主操作，

因而与真实实验有很大区别，对实验教学的促进作用有限.本

文发展一种基于虚拟现实技术及三维模型操控技术的新型力

学虚拟实验系统，系统除对各种实验方法实现结果仿真外，

最重要的是实现了仪器的真实再现和操控. 操作者除了用鼠

标代替手进行实验操作外，整个实验过程与真实实验没有区

别.因而，此虚拟实验系统可作为实验教学的强有力的补充，

甚至在一定程度上替代真实实验. 力学虚拟实验系统包括光

弹性、电子散斑干涉、几何云纹、投影条纹、数字图像相关及

应变片实验共 6 个模块，每个实验模块都能够对相应实验方

法的仪器装置、实验操作、实验结果和数据处理实现全方位

模拟. 力学虚拟实验系统的造价和运行成本低，可在网络上

开放，因此可在很大程度上缓解由于仪器台套数和师资不足

而导致的实验力学教学中存在的问题，从而大大促进实验力

学教学.

1 力学虚拟实验系统的实现

力学虚拟实验系统的特点体现在: 用三维显示技术真实

再现实验仪器，实现了实验场景的真实化；用立体模型操控

技术实现仪器的个性化操作，解除对具体实验过程的步骤化

限制，实现了实验操作过程的真实化；用高性能算法完成实

验结果的真实再现与实时显示，进一步加强了实验过程的真

实化.

图 1 给出了虚拟实验系统中各实验模块的结构及其

实现方法，模块的实现可分为 5 部分: 实验界面、虚拟

实验仪器及模型、虚拟实验操作、虚拟实验结果生成和实
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