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开口薄壁压杆考虑剪滞效应和几何非线性的

临界荷载
1)

陈玉骥 2) 罗旗帜

(佛山科学技术学院土木与建筑系, 广东佛山 528000)

摘要 针对上翼缘和下翼缘, 假设不同的剪力滞翘曲位移函数, 导出了薄壁压杆的能量泛函. 基于最小势

能原理, 对开口薄壁压杆考虑剪力滞效应和几何非线性的稳定性进行了分析, 推导了压杆的特征方程, 并求出

了简支压杆考虑剪力滞效应的临界荷载以及欧拉公式的修正系数, 讨论了翼缘宽度、厚度和压杆长度以及几何

非线性对临界荷载修正系数的影响, 说明了欧拉临界荷载公式的适用条件.
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THE CRITICAL LOAD OF THE OPEN THIN-WALLED COMPRESS BAR IN

CONSIDERATION OF SHEAR LAG EFFECT AND GEOMETRY

NONLINEARITY 1)

CHEN Yuji2) LUO Qizhi
(Department of Civil Engineering and Architecture, Foshan Science and Technology University, Guangdong,

Foshan 528000, China)

Abstract Different shear warp displacement functions are assumed for the top flanges and bottom flanges.

The energy function for the open thin-walled compress bar is obtained. Based on the minimum potential energy

principle, the characteristic equation of the compress bar is derived. The critical load and the correct coefficient

for Eular formula of the simple-supported compress bar are calculated. The influence of the width, the thickness

of the flange and the span of the compress bar as well as the geometry nonlinearity on the corrent coefficient of

the critical load is discussed. The conditions for the applications of Eular critical load formula are discussed.

Key words thin-walled compress bar, shear lag, geometry nonlinearity, critical load, revise coefficient

压杆的临界荷载通常可按欧拉公式 [1] 计算. 欧

拉临界荷载公式的推导, 涉及平面假定. 对于薄壁

压杆, 如工字钢, 其翼缘存在剪滞效应 [2], 特别是宽

翼工字钢, 其剪滞效应十分显著. 此时, 若用欧拉公

式计算压杆的临界荷载, 将会导致较大的误差. 目

前, 对于薄壁压杆考虑剪力滞的稳定分析还比较少,

Vlasov[3] 提出了薄壁杆件失稳分析的经典方法, 但

该法不能反映薄壁杆件的剪力滞现象. Timoshenko

和 Gere[4] 在不考虑翘曲的情况下, 研究了狭长矩形

截面拱在均布径向荷载和两端等弯矩作用时平面内

和平面外的稳定问题. 吴秀水等 [5-10] 用数值法对薄

壁压杆的稳定性进行了研究, 但大都未考虑剪力滞

效应和非线性影响. 本文以工字截面简支压杆为例,

根据最小势能原理, 对开口薄壁压杆考虑剪力滞效

应和几何非线性的稳定性进行分析.

为方便起见, 以下分析时, 引入如下假定:

(1) 材料的变形在线弹性范围之内；

(2) 杆件的横向刚度和抗扭刚度均比竖向刚度
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大；

(3) 仅考虑竖向挠度的几何非线性；

(4) 只考虑杆件的竖向 (腹板平面内) 失稳形式.

1 薄壁压杆的能量泛函

图 1 所示压杆截面, 坐标 y 和 z 轴分别为水平

方向和竖向形心轴, x 为轴向坐标. 设翼缘的剪滞翘

曲位移函数为

$i(x, y) =
(
1− (Bi − |y|)3

B3
i

)
κi(x) (i = 1, 2) (1)

式中, $i 为上下翼缘的剪滞翘曲位移函数, κi(x)

(i = 1, 2) 分别为上下翼缘剪切转角的最大差值函

数, Bi(i = 1, 2) 分别为上下翼缘宽度的一半.

图 1 工字梁截面

根据考虑竖向挠度非线性的几何方程以及式

(1), 可得压杆的应变为

εi = zi[w′′(x) + $i,x (x, y)] + 0.5 (w′(x))2

γi = zi$i,y (x, y) (i = 1, 2, 3)



 (2)

式中, w 为压杆的挠度；εi, γi (i = 1, 2, 3) 和 zi 分别

为上下翼缘和腹板的正应变、剪应变和竖向坐标；

对于腹板, 取 $3,y = $3,x = 0.

由应变可得压杆的能量泛函为

Π =
1
2

∫ l

0

[
EIw(w′′)2 +

1
4
EAw(w′)4+

ESw(w′)2w′′
]
dx +

2∑

i=1

{1
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∫ l

0

[
EIfi(w′′)2+

1
4
EAfi(w′)4 +

3
2
EIfiw

′′κ′i+

ESfi(w′)2
(
w′′ +

3
4
κ′i

)
+

9
14

EIfi(κ′i)
2
]
dx+

G

2

∫ l

0

9
5

Ifi

B2
i

κ2
i dx

}
− 1

2

∫ l

0

P (w′)2dx (3)

式中, l 为压杆的跨度, Iw 和 If1 以及 If2 分别为腹

板和上下翼缘对截面形心轴的惯性矩, Sw 和 Sf1 以

及 Sf2 分别为腹板和上下翼缘对截面形心轴的静矩,

Aw 和 Af1 以及 Af2 分别为腹板和上下翼缘的截面

积, P 为杆端所受到的压力, E 和 G 分别为材料的

弹性模量和切变模量.

2 薄壁简支压杆的临界荷载修正系数

对于简支压杆, 可设

w = a sin
πx

l
, κ1 = b cos

πx

l
, κ2 = c cos

πx

l
(4)

式中, a, b, c 是任意参数.

将式 (4)代入式 (3),根据最小势能原理 δΠ = 0,

并考虑到 Sw + Sf1 + Sf2 = 0, 可得
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(5)

式中, I = Iw + If1 + If2 为压杆整个截面对形心轴

的惯性矩；A = Aw + Af1 + Af2 为压杆截面的截

面积；带下划线的为非线性项.设压杆的临界荷载为

Pcr = ηPE , 其中 PE = EI(
π

l
)2 为欧拉临界荷载, η

为剪力滞效应对欧拉公式的修正系数. 由式 (5) 消

去参数 b 和 c 可得
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在失稳的临界状态,参数 a有非零实解,此时必

须有
[

1
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)]2

− 4·
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由此可得修正系数的最小值
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式中, β1 =
If1

I
, β2 =

If2

I
, ς1 =

Sf1

|Sf1|+ |Sf2| ,

ς2 =
Sf2

|Sf1|+ |Sf2| , ψ =
AI

(|Sf1|+ |Sf2|)2
.

若不考虑几何非线性影响,则将式 (5)中带下划

线项 (非线性项) 去掉, 由相应齐次方程组的系数行

列式应为零的条件, 可得不考虑几何非线性影响的

剪力滞效应对欧拉公式的修正系数

η = 1− β1K
′
2 + β2K

′
1

16K ′
1K

′
2

(9)

3 计算分析

一跨度为 l=2m 的简支 H 型钢, 基本参数为:

t1 = t2 = 25 mm, tw = 15 mm, B1 = B2 = 200 mm,

hw = 360 mm, E = 210 GPa, G = 80 GPa. 为考查

翼缘厚度、半宽以及跨度对修正系数 η 的影响, 以

下分 5 种情况, 每种情况又分 5 种不同几何参数进

行计算. 第 1, 取不同的翼缘厚度 t1 = t2 = 15 mm,

20mm, 25mm, 30mm, 35mm, 其他参数与基本参

数相同；第 2, 上下翼缘宽度相等, 取不同的翼缘半

宽 B1 = B2 = 100 mm, 150 mm, 200 mm, 250 mm,

300mm, 其他参数与基本参数相同；第 3, 上下翼

缘宽度不等, 取不同的翼缘半宽 B1 = 90 mm 和

B2 = 110 mm, B1 = 140 mm 和 B2 = 160 mm,

B1 = 180 mm 和 B2 = 220 mm, B1 = 230 mm 和

B2 = 270 mm, B1 = 270 mm 和 B2 = 330 mm, 其

他参数与基本参数相同. 这种情况中, B2 = 1.2B1,

且 5 种翼缘总面积分别与第 3 情况对应的相同；

第 4, 上下翼缘宽度不等, 并取不同的上下翼缘半

宽比值 B1/B2 = 200 mm/200 mm, 180mm/220 mm,

160mm/240 mm, 140 mm/260 mm, 120mm/280 mm.

这种情况中, 5组上下翼缘的总面积相同；第 5,取不

同的跨度 l = 2 m, 3 m, 4 m, 6 m, 8m, 其他参数与基

本参数相同. 以上 5 种情况的计算结果 (修正系数)

见表 1∼5.

表 1 不同翼缘厚度时的修正系数 (上下翼缘等宽不等厚)

t1 = t2/mm 15 20 25 30 35

η
线性解 0.943 0 0.939 6 0.937 2 0.935 6 0.934 4

非线性解 0.942 8 0.939 3 0.936 8 0.934 9 0.933 6

表 2 不同翼缘半宽时的修正系数 (上下翼缘等宽)

B1 = B2/mm 100 150 200 250 300

η
线性解 0.985 5 0.965 1 0.937 2 0.885 4 0.803 8

非线性解 0.985 2 0.964 8 0.936 8 0.884 0 0.800 1

表 3 不同翼缘半宽时的修正系数 (上下翼缘不等宽)

B1/B2 90/110 140/160 180/220 230/270 270/330

η
线性解 0.985 4 0.965 1 0.937 4 0.887 0 0.814 5

非线性解 0.985 3 0.964 7 0.936 8 0.885 8 0.810 2

表 4 不同上下翼缘半宽比值时的修正系数

(上下翼缘截面积总和不变)

B1/B2 200/200 180/220 160/240 140/260 120/280

η
线性解 0.937 2 0.937 4 0.937 9 0.938 6 0.939 6

非线性解 0.936 8 0.936 9 0.937 3 0.937 9 0.938 8

表 5 不同跨度时的修正系数

l /m 1.5 2 2.5 3 4

η
线性解 0.845 3 0.937 2 0.958 6 0.970 7 0.983 2

非线性解 0.843 2 0.936 8 0.958 4 0.970 6 0.983 1

由以上结果表可见:

(1) 当考虑翼缘的剪力滞效应时, 修正系数均小

于 1, 相应的临界荷载均较欧拉公式的结果有所减

少. 可见,欧拉临界荷载公式高估了薄壁压杆的临界

荷载；

(2)考虑非线性的结果与不考虑非线性的 (线性

解) 相比, 前者略小，但相差甚微，故几何非线性对

考虑剪滞时的临界荷载修正系数影响很小；

(3) 在翼缘宽度不变的前提下, 改变翼缘厚度,

对临界荷载修正系数的影响很小，可以忽略不计；

(下转第 35 页)
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到结构的可靠度比 MC 法的结果略大 (约大 1%)，

略偏危险，虽然针对不同结构与参数分布，可能得到

偏保守的结果，这也说明利用响应面法计算的可靠

度只可作为结构安全的初步评估，最终的评估还需

要结合其他方法使用.

总的来说，两种方法计算得到的结构可靠度和

参数概率灵敏度系数结果比较接近，说明基于响应

面法计算结构的可靠性及参数的概率灵敏度系数是

可行的.

5 结 论

本文探讨了响应面方法在结构可靠性及参数灵

敏度分析中的应用和可行性.将响应面函数中参数的

梯度信息与参数的分散程度结合，得到各参数的灵

敏度系数，再归一化灵敏度系数得到概率灵敏度；将

响应面模型与一次二阶矩法相结合计算结构的可靠

度.通过与 ANSYS提供的 MC法进行程序验证，结

果表明基于响应面法的灵敏度及可靠度分析与 MC

分析结果的差别比较小，表明本文所提的方法是可

行的. 由于该方法计算速度快，计算量小，精度较

高，故在复杂结构的可靠性与参数灵敏度分析具有

一定的应用前景.
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(4) 随着翼缘宽度的增加, 或者压杆跨度的
减小，即随着跨宽比（若上下翼缘等宽, 跨宽比为
l/(2B1) 或 l/(2B2)；若上下翼缘不等宽, 跨宽比为
l/(B1 + B2)) 的减小，修正系数逐渐减小. 当跨宽比
小于 4时,采用欧拉公式计算临界荷载,将产生较大
的误差. 故欧拉公式仅适用于大跨宽比的压杆.

(5) 若上下翼缘总面积不变, 改变上下翼缘宽度
的比值, 临界荷载修正系数的变化很小，这说明，不
管上下翼缘是否等宽, 只要总面积相同, 则临界荷载
几乎相同.
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