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频谱细化算法分析

赵宏强

（海军航空工程学院 青岛校区，山东 青岛　２６６０４１）

摘要：介绍了当前广泛应用的ＺＦＦＴ、ＦＦＴＦＳ和ＣＺＴ三种频谱细化算法的原理，通过大量蒙特卡洛仿真计算归纳了各
自的应用特点：ＺＦＦＴ可以抑制频率间的干涉，对整周期采样信号分析精度高，否则误差较大；ＦＦＴＦＳ和 ＣＺＴ对单频
信号分析精度高，不适用于密集多频信号的分析，但估计精度不受整周期采样的影响；从频率分辨率的角度对三种

频谱细化算法的实质进行了分析比较：ＦＦＴＦＳ和 ＣＺＴ是一致的，都是在不增加数据长度的前提下，通过插值增加
ＦＦＴ的变换点数，提高计算分辨率，不能改善信号的频率分辨能力；ＺＦＦＴ和ＤＮ点ＦＦＴ变换是一致的，它并不能真正
提高物理分辨率实现频谱细化的功能，只是一种节省运算量的快速算法，可以改善信号的频率分辨能力，但以增加

数据长度为代价。
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　　频谱分析是信号处理中最常用的方法，传统的频谱分析
方法一般采用快速傅里叶变换（ＦＦＴ），ＦＦＴ得到的是整个折
叠频率上的粗略的“全景频谱”，而在实际应用中，往往需要

对感兴趣的窄带频谱区间进行细微观察和分析，这就需要较

高的频率分辨率。ＦＦＴ算法中频率分辨率和采样点数成反
比，在采样频率不变的前提下，要提高频率分辨率，就必须增



加采样点数，但增加采样点数就会增加 ＦＦＴ的计算量。因
此，ＦＦＴ的频率分辨率和计算量是相互矛盾的，这也在一定
程度上限制了ＦＦＴ的应用。

为了解决对窄带频谱区间进行细致观测的问题，提出了

频谱细化的概念，其基本思路是对信号频谱中的某一频段进

行局部放大，实现选带分析。频谱细化技术近年来发展迅

速，常见算法有：ＦＦＴＦＳ算法、ＺＯＯＭＦＦＴ（以下简称 ＺＦＦＴ）
算法和线性调频Ｚ变换（ＣｈｉｒｐＺ变换，以下简称ＣＺＴ）算法。
本文主要对上述三种频谱细化算法的原理进行比较，通过仿

真分析总结各自的应用特点，并从频率分辨率的角度对三种

算法的实质进行了分析研究。

１　频谱细化算法的原理

设采样序列为 ｘ（ｎ），ｎ＝０，１，…，Ｎ－１，采样频率为 ｆｓ，

需要进行细化的频带为 ｆ１～ｆ２，对信号进行 Ｎ点 ＦＦＴ变换。
因此，

信号初始的频率分辨率为Δｆ＝ｆｓ／Ｎ，选带的中心频率为
ｆ０＝（ｆ１＋ｆ２）／２，带宽为ｆＷ＝ｆ２－ｆ１。
１．１　ＦＦＴＦＳ频谱细化原理

序列ｘ（ｎ）的傅立叶系数：

ａｋ ＝
２
Ｎ∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）ｃｏｓ（２πｎｋ／Ｎ）

ｂｋ ＝
２
Ｎ∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）ｓｉｎ（２πｎｋ／Ｎ{ ）

（１）

式（１）中，ｋ＝０，１，…，Ｎ／２。
频率ｋΔｆ处幅值谱矢量表达式为 ａｋ－ｊｂｋ，即 ａｋ和 ｂｋ分

别对应频谱幅值的实部和虚部。由采样定理知，序列 ｘ（ｎ）
中包含着０～ｆｓ／２的频段信息，所以如果用连续的傅立叶变
换对频谱进行计算，把频谱曲线看成是连续的，即把式（１）中
的ｋ看作区间（０≤ｋ≤Ｎ／２）内连续变化的实变量 ｆ（０≤ｆ≤
ｆｓ／２），则可将式（１）变成：

ａ（ｆ）＝ ２Ｎ∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）ｃｏｓ（２πｎｆ／ｆｓ）

ｂ（ｆ）＝ ２Ｎ∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）ｓｉｎ（２πｎｆ／ｆｓ

{ ）

（２）

　　于是，利用式（２）便可得连续的频谱曲线，从而使频率分
辨率不再受采样点数 Ｎ的限制，ｆ是一个连续的频率。这便
是ＦＦＴＦＳ频谱细化算法的基本原理［１］。

在实际运用中，在定义域ｆ∈［ｆ１，ｆ２］内，直接采用式（２）
进行计算，然后根据所需的频率分辨率Δｆ′来设定选频带内
的取样点数Ｍ，两者之间的关系为Δｆ′＝ｆＷ／（Ｍ－１）。
１．２　ＣＺＴ频谱细化原理

Ｎ点ＦＦＴ计算的频谱实际上是 ｚ平面单位圆上的 Ｎ点
等间隔取样，ＣＺＴ计算的则是ｚ平面螺旋线周线上 Ｚ变换的
等间隔取样，这些取样在螺旋线的某一部分上按等角度分

布。Ｘ（ｚ）表示序列ｘ（ｎ）的Ｚ变换，利用ＣＺＴ算法，可以计算
下列给定点ｚｋ上的Ｘ（ｚｋ）。

ｚｋ ＝ＡＷ
－ｋ，ｋ＝０，１，…，Ｍ－１ （３）

式（３）中Ａ＝Ａ０ｅ
－ｊθ０，Ｗ＝Ｗ０ｅ

－ｊφ０，Ａ０和θ０分别表示起始抽样
点ｚ０的矢量半径长度和相角，Ｗ０表示螺旋线的伸展率，φ０
表示两相邻抽样点之间的角度差，Ｍ为所要分析复频谱的抽
样点数，不一定等于Ｎ。按式（３）给定的 ｚｋ值，经过推导，可
得Ｘ（ｚｋ）：

Ｘ（ｚｋ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）ｚ－ｎｋ ＝∑

Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）Ａ－ｎＷｎｋ ＝

∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）Ａ－ｎＷ

ｋ２
２Ｗ

ｎ２
２Ｗ－

（ｋ－ｎ）２
２ ＝

Ｗ
ｋ２
２∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）Ａ－ｎＷ

ｎ２
[ ]２ Ｗ－

（ｋ－ｎ）２
２ （４）

令

ｇ（ｎ）＝ｘ（ｎ）Ａ－ｎＷ
ｎ２
２ （５）

ｈ（ｎ）＝Ｗ－
ｎ２
２ （６）

则

Ｘ（ｚｋ）＝Ｗ
ｋ２
２∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｇ（ｎ）ｈ（ｋ－ｎ）＝

Ｗ
ｋ２
２ ｇ（ｋ）ｈ（ｋ[ ]） ＝Ｗ

ｋ２
２ｙ（ｋ） （７）

式（７）中，

ｙ（ｋ）＝ｇ（ｋ）ｈ（ｋ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｇ（ｎ）Ｗ－

（ｋ－ｎ）２
２ （８）

　　以上便是ＣＺＴ频谱细化算法的基本原理［２－５］，其计算流

程如图１所示。

图１　ＣＺＴ的计算流程

　　在实际运用中，首先根据所需的频率分辨率 Δｆ′来设定
选频带内的取样点数Ｍ，两者之间的关系为 Δｆ′＝ｆＷ／（Ｍ－
１），然后根据选频带 ｆ１～ｆ２确定 ＣＺＴ的相关参数，因为希望
得到的是信号的频谱分析，故应该在单位圆上去实现 ＣＺＴ，
所以取Ａ０＝Ｗ０＝１，θ０＝２πｆ１／ｆｓ，φ０＝２πΔｆ′／ｆｓ，最后根据图１
的计算流程进行ＣＺＴ计算。
１．３　ＺＦＦＴ频谱细化原理

ＺＦＦＴ频谱细化算法的基本原理可归纳为［６－８］：将初始

信号与单位复指数信号ｅｘｐ（－２πｎｆ０／ｆｓ）相乘进行复调制，将
实序列变为复序列，利用傅里叶变换的移频性质把选频段的

中心频率移至零频，再通过低通抗混叠滤波和整数倍抽取，

最后对抽取后的信号做ＦＦＴ分析和频率调整，便可以得到选
频段的细化频谱。ＺＦＦＴ的计算流程如图２所示。

在实际运用中，首先根据所需的频率分辨率 Δｆ′来设定
重采样的细化倍数 Ｄ，两者之间的关系为 Δｆ′＝ｆｓ／ＤＮ＝
Δｆ／Ｄ，假设要进行Ｎ点ＦＦＴ变换，信号的长度为Ｌ，则Ｄ的取
值范围应满足ＤＮ≤Ｌ；然后根据选频带ｆ１～ｆ２确定低通滤波
器的参数，滤波器的截止频率 ｆｄ的取值范围应满足 ｆｄ≤
ｆｓ／２Ｄ；最后再根据图２的计算流程进行计算即可。
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图２　ＺＦＦＴ的计算流程

２　仿真算例分析

２．１　仿真算例１
设仿真信号为：ｘ（ｔ）＝ｃｏｓ（２π×２０３ｔ）＋ｃｏｓ（２π×２０３．９ｔ

＋π／３），信号的采样频率为１０２４Ｈｚ，采样点数为１０２４点，
频率分辨率为Δｆ＝１Ｈｚ。分别采用基带 ＦＦＴ、ＺＦＦＴ、ＦＦＴＦＳ
和ＣＺＴ对信号进行分析，分析结果如图３所示。

在由基带ＦＦＴ得到的全景频谱中，无法分辨出信号中的
两个频率成分，通过局部放大 ＦＦＴ频谱，尽管可以得到两个
极大值，但由于两频率成分间隔为０．９Ｈｚ＜Δｆ，所以不能确
定信号是单频信号还是多频信号。通过设定参数，对频带

２００～２０５Ｈｚ进行细化，使三种频谱细化算法的频率分辨率
都为０．１Ｈｚ，三种算法都能看到两个明显的峰值，可以确定
信号是由两个频率构成的多频信号。从而验证了三种频谱

细化算法的有效性。

图３　基带ＦＦＴ、ＦＦＴＦＳ、ＣＺＴ和ＺＦＦＴ的分析对比

　　尽管ＦＦＴＦＳ与ＣＺＴ频谱细化的算法不同，但是由图３
可以看出两者的细化结果非常接近，为了进一步研究，分别

对抽样点 Ｍ为１１、２１和５１，即频率分辨率分别为０．５Ｈｚ、
０２５Ｈｚ和０．１Ｈｚ三种情况下对上述仿真信号进行了分析，
两者频谱幅值绝对误差的数量级都为 １０－１３，如图 ４所示。
因此，ＦＦＴＦＳ与ＣＺＴ的仿真结果可以认为是一致的，在下面
的仿真中仅以ＦＦＴＦＳ作为代表进行分析。
　　当多频信号中频率间隔较小时，两频率之间会产生干涉
现象，上述仿真条件不变，ＦＦＴＦＳ与 ＺＦＦＴ的频率分辨率都
为Δｆ′１＝０．１Ｈｚ，改变信号两频率的大小进行分析。当频率
间隔为５Δｆ′１时，分析结果如图５（ａ）所示，ＦＦＴＦＳ仍能分辨
出两个频率，但发生了峰值漂移，有了相互排斥的现象，幅值

衰减达２０％；当频率间隔为２Δｆ′１时，分析结果如图５（ｂ）所
示，ＦＦＴＦＳ已经不能分辨出两个频率，即使增加抽样点数 Ｍ
也无济于事，由于两频率的叠加使幅值增加３０％；但是在这
两种情况下，ＺＦＦＴ都能正确分辨出信号中的两个频率，并且
频率和幅值估计值几乎没有误差。尽管两次仿真的频率间

隔都大于ＦＦＴＦＳ细化后的频率分辨率，但是 ＦＦＴＦＳ对于密
集多频信号间的干涉无能为力，不能有效分辨密集多频信

号，而ＺＦＦＴ却可以有效抑制信号间的干涉，高精度地分辨密
集多频信号。

　　ＺＦＦＴ之所以有很高的分辨精度，并能抑制频率间的干
涉，主要是因为进行 ＺＦＦＴ仿真时，所需的数据长度是 ＦＦＴ
ＦＳ的Ｄ倍（Ｄ为细化倍数），它的高分辨率是以增加数据长
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度来实现的。实际上，ＺＦＦＴ的性能与对原数据做ＤＮ点ＦＦＴ
后，在选频带内的局部放大的效果相近。

以上的仿真都是在没有噪声干扰的情况下进行的，下面

将在不同信噪比（ＳＮＲ）下，对ＤＮ点的ＦＦＴ、ＺＦＦＴ、ＦＦＴＦＳ和
ＣＺＴ４种算法的性能及特点进行比较。

图４　ＦＦＴＦＳ与ＣＺＴ频谱幅值的绝对误差

图５　 ＦＦＴＦＳ与ＺＦＦＴ的分析对比图

２．２　仿真算例２
设仿真信号：ｘ１＝２ｃｏｓ（２π×２０３ｔ＋１０π／１８０），ｘ２＝

ｃｏｓ（２π×２０３．８５ｔ＋２０π／１８０），ｘ３＝２ｃｏｓ（２π×２０３．７ｔ＋１０π／
１８０），ｘ４＝ｃｏｓ（２π×２０３．８３ｔ＋２０π／１８０）
ｓ（ｎ）为加性高斯白噪声，信号的采样频率为１０２４Ｈｚ，采样
点数为１０２４点，初始频率分辨率为１Ｈｚ，令ＺＦＦＴ中的Ｄ＝
２０，ＦＦＴＦＳ和ＣＺＴ中的Ｍ＝５１，选频带为２００～２０５Ｈｚ，从而
保证３种算法细化后的频率分辨率都为Δｆ′２＝０．０５Ｈｚ。算
例（Ａ－Ｃ）分别是在 ＳＮＲ＝－１０，０，１０三种情况下对信号
ｘ１＋ｘ２＋ｓ（ｎ）进行的仿真，算例（Ｄ－Ｆ）是在 ＳＮＲ＝１０的情
况下分别对信号ｘ２＋ｘ３＋ｓ（ｎ）、ｘ１＋ｘ４＋ｓ（ｎ）、ｘ４＋ｓ（ｎ）进
行的仿真，所有的仿真结果都是在进行了１０００次蒙特卡洛
仿真后取的平均值，如表１所示。
１）上述所有情况下的仿真都表明，ＤＮ点的 ＦＦＴ和

ＺＦＦＴ的性能是接近的，ＦＦＴＦＳ和 ＣＺＴ的性能是接近的，一
般情况下可认为彼此是一致的，下面仅以ＺＦＦＴ和ＦＦＴＦＳ两
种方法为代表进行比较；

２）由算例（Ａ－Ｃ）可得，随着ＳＮＲ的增加，ＺＦＦＴ的性能
得到提高，频率、幅值和相位三者的误差都变小；ＦＦＴＦＳ只
有相位误差变小，而频率和幅值误差变化不大；尽管随着

ＳＮＲ的增加ＺＦＦＴ和ＦＦＴＦＳ的性能都得到一定程度的改善，
但改善程度较小，因此，两种方法的抗噪性都较好；

３）算例（Ｆ）是一个单频信号，而算例（Ｅ）比（Ｆ）多了一
个频率接近的信号，但仿真结果显示 ＦＦＴＦＳ的幅值误差和
相位误差在（Ｆ）中比在（Ｅ）都小了一个数量级，频率误差也
小了一倍，性能得到明显提高；而ＺＦＦＴ性能变化不大。说明
了ＦＦＴＦＳ比较适合于单频信号的频谱细化，否则精度将受
到影响；

４）算例（Ｄ）与（Ｃ）相比，只是缩小了两频率间的频率间
隔，但 ＦＦＴＦＳ的频率、幅值和相位误差分别为 １０Δｆ′２，
４３２８９３％和２４．５６０１度，信号已经完全失真，而 ＺＦＦＴ的性
能却几乎没有受到任何影响。证明了 ＦＦＴＦＳ不适用于频率
间隔较小的密集多频信号，而 ＺＦＦＴ却可以有效抑制频率间
的干涉；

５）算例（Ｄ）和（Ｅ）相比，只是其中一个信号的频率成分
由２０３．８５Ｈｚ改为了 ２０３．８３Ｈｚ，但仿真结果显示 ＺＦＦＴ在
（Ｅ）中的幅值误差达２５％，相位误差近７５度，信号完全失
真；算例（Ｆ）中对频率为２０３．８３Ｈｚ的单频信号进行分析，
ＺＦＦＴ在（Ｆ）中的误差和（Ｅ）接近，并没有得到改善。这主要
是由于２０３．８５Ｈｚ是整周期采样（Δｆ′２＝０．０５Ｈｚ），而２０３．８３
Ｈｚ不是整周期采样。因此，ＺＦＦＴ仅适用于整周期采样的信
号，其估计精度较高，对非整周期采样的信号分析其复制和

相位就会完全失真，算例（Ｆ）也说明即使是对单频非整周期
采样信号也无能为力。比较而言，ＦＦＴＦＳ对于信号是否是
整周期采样影响不大。
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表１　各种频谱细化方法的性能比较

条件 理论参数
ＤＮ点的ＦＦＴ
误差

ＺＦＦＴ
误差

ＦＦＴＦＳ
误差

ＣＺＴ
误差

（Ａ）－１０ｄｂ
多频

频率（Ｈｚ）：２０３．８５ ０ ０ ５．３８９０Δｆ′２ ５．３８９０Δｆ′２

幅值：１ ３．８９７３％ ４．０３３７％ ２．４５２２％ ２．４５２２％

相位（度）：２０ ２．２７３０ ２．７５５７ １６．２７８６ １７．２３１８

（Ｂ）０ｄｂ
多频

频率（Ｈｚ）：２０３．８５ ０ ０ ５．７９７０Δｆ′２ ５．７９７０Δｆ′２

幅值：１ １．２５９７％ １．７９１２％ １．２６７６％ １．２６７６％

相位（度）：２０ ０．７０４２ １．９８１６ ６．７３６４ ９．３４１２

（Ｃ）１０ｄｂ
多频

频率（Ｈｚ）：２０３．８５ ０ ０ ５．４０００Δｆ′２ ５．４０００Δｆ′２

幅值：１ ０．４０２８％ １．５５２０％ １．３９１１％ １．３９１１％

相位（度）：２０ ０．２１１６ １．９４７１ ５．３５８０ ８．６９１８

（Ｄ）１０ｄｂ
多频

频率（Ｈｚ）：２０３．８５ ０ ０ １０Δｆ′２ １０Δｆ′２

幅值：１ ０．３９９４％ １．５１０５％ ４３．２８９３％ ４３．２８９３％

相位（度）：２０ ０．２３２２ １．９３６７ ２１．２２６１ ２４．５６０１

（Ｅ）１０ｄｂ
多频

频率（Ｈｚ）：２０３．８３ ０．４０００Δｆ′２ ０．４０００Δｆ′２ ６．８８３２Δｆ′２ ６．８８３２Δｆ′２

幅值：１ ２４．２９４０％ ２５．３１２４％ ０．９９８６％ ０．９９８６％

相位（度）：２０ ７２．００２５ ７４．０４３７ １０．４４３７ １３．７７７７

（Ｆ）１０ｄｂ
单频

频率（Ｈｚ）：２０３．８３ ０．４０００Δｆ′２ ０．４０００Δｆ′２ ０．８４３８Δｆ′２ ０．８４３８Δｆ′２

幅值：１ ２４．３２３４％ ２５．２３８３％ ０．５０６８％ ０．５０６８％

相位（度）：２０ ７２．００６９ ７３．８８７８ ０．５３０９ ３．６５７２

３　频谱细化算法的本质分析

频谱细化算法之所以能够对选频段的频谱进行细化，根

本原因在于频率分辨率的提高，下面从频率分辨率的含义入

手，对频谱细化算法的本质就行分析。

文献［３］对频率分辨率进行了较详细的阐述，给出了物
理分辨率Δｆｐ＝ｆｓ／Ｌ和计算分辨率Δｆｃ＝ｆｓ／Ｎ两个概念，其中
ｆｓ为采样频率，Ｌ为信号长度，Ｎ为ＦＦＴ的变换点数。计算分
辨率是靠计算得出的，它并不能反映真实信号的频率分辨能

力，而真正反映信号频率分辨能力的是物理分辨率，在采样

频率不变的前提下，要提高信号的分辨能力，只能通过增加

数据的实际长度来实现。

ＦＦＴＦＳ和ＣＺＴ频谱细化算法本质上是相同的。就是在
不增加数据长度的前提下，用不同的数学处理方式在选频带

内通过插值，增加ＦＦＴ的变换点数，从而提高信号的计算分
辨率，实现对局部频段的细化，但不能提高物理分辨率，因而

不能改善信号的频率分辨能力。

ＺＦＦＴ频谱细化算法通过滤波重采样使采样频率ｆｓ降低
Ｄ倍，因而物理分辨率变为 ｆｓ／ＤＬ，进而提高频率分辨能力，
但该过程隐含的条件是对原始数据长度增加 Ｄ倍后进行的
重采样，实际数据长度为 ＤＬ，信号最初的物理分辨率也为
ｆｓ／ＤＬ。因此，ＺＦＦＴ并不能提高信号的物理分辨率，它只是在

假定信号长度为Ｌ不变的错误前提下，通过一系列数学变换
使得选频带内物理分辨率貌似从 ｆｓ／Ｌ提高到了 ｆｓ／ＤＬ，得到
了提高频率分辨能力的假象，而信号的物理分辨率在整个过

程中并没有改变，通过 ＺＦＦＴ得到的改善频率分辨能力的结
果，并不是通过ＺＦＦＴ算法实现的，根本原因在于信号数据长
度的增加。ＺＦＦＴ的实际效果和对信号直接进行 ＤＮ点 ＦＦＴ
变换是一致的。综上可得，ＺＦＦＴ本质上并不能真正实现频
谱细化，它只是一种节省运算量的快速算法。

４　结论

介绍了当前三种频谱细化算法的原理，通过大量的仿真

对各种算法的特点进行研究，最后通过频率分辨率的概念对

各种算法的本质进行了分析。

１）ＺＦＦＴ和ＤＮ点ＦＦＴ变换是一致的，它并不能真正实
现频谱细化，它只是一种节省运算量的快速算法。ＺＦＦＴ可
以改善信号的频率分辨能力，但以增加数据长度为代价。

ＺＦＦＴ对整周期采样信号进行分析，在ＳＮＲ＝－１０ｄＢ的情况
下，频率误差为０，幅值误差约为４％，相位误差小于３度；但
对于非整周期采样，即使在ＳＮＲ＝１０ｄＢ的情况下，幅值误差
达２５％，相位误差近７５度。因此，ＺＦＦＴ仅适用于整周期采
样的信号分析，精度较高。

２）ＦＦＴＦＳ和ＣＺＴ在本质上是一致的，（下转第１１２页）
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